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Woher .kommt‘ die Zeit? Warum ,leben‘ wir in drei Dimensionen des Raumes?
Was ,ist‘ eigentlich Materie? Solche Fragen erwartet man iiblicherweise von Phi-
losophen und nicht von Naturwissenschaftlern. In der Tat setzen selbst das Stan-
dardmodell der Elementarteilchenphysik und die Allgemeine Relativititstheorie
der Kosmologie bereits Antworten voraus, indem sie postulieren, dass die Welt aus
einer kontinuierlichen 4-dimensionalen Raumzeit besteht, die mit Quantenfeldern
angefiillt ist. Unbeachtet sind dabei bereits eine Reihe ontologischer und episte-
mischer Annahmen gemacht worden, die weder empirisch belegt noch explizit
in Frage gestellt sind, insbesondere, dass Materie substanzhaft und wesensfremd
vom Raum als einer leeren Biihne sich mit der Zeit kausal veridndert. Alterna-
tiv kann man die Welt als einen Prozess von elementaren Ereignissen auffassen,
in dem uns die Anordnung der endlich vielen vergangenen Ereignisse, d. h. der
punktartigen Elemente der Welt als ,Raum‘, ,Zeit‘ oder ,Materie‘ erscheint.

Ein neues geometrisches Modell, das elementare Ereignisse als endliche Punkt-
menge beschreibt, deren Struktur sich durch Ereignisfolgen ergibt, konnte auf
die grundlegenden Fragen physikalische Antworten geben. Basierend auf Unter-
schieden der Geometrie endlich vieler Punkte zum mathematisch komplizierte-
ren Kontinuum von Punkten, kann mit nur wenigen Annahmen iiber ihren Zu-
sammenhang argumentiert werden, dass die 4-dimensionale Raumzeit die ein-
zig mogliche Weise ist, ein mathematisches Modell der Welt zu formulieren,
die durch punktuelle Ereignisse entsteht. Materie erscheint dabei als geome-
trische Verzerrung und ist daher nicht von der Raumzeit zu trennen, sondern
ein Teil von ihr. Alle physikalischen Eigenschaften der elementaren Materie-
teilchen, ihre wechselwirkende Krifte, Massen und Ladungen, sowie ihre un-
gewOhnlichen Quantenphinomene folgen allein aus der geometrischen Struktur
einer Welt endlich vieler Ereignispunkte. Diese Einheit von Materie, Raum und
Zeit wurde bereits von Albert Einstein und Hermann Weyl im Anschlufl an
die Allgemeine Relativitidtstheorie gesucht aber nicht gefunden, da sie vermut-
lich mit der Annahme eines reellen Kontinuums von Punkten nicht moglich ist.

* Zum 100. Jahrestag, Ostern 1918, Hermann Weyls Buch Raum - Zeit - Materie [1] gewidmet.



Abbildung 1: Stabkarten, wie sie zum Navigieren in der Siidsee verwendet wurden, sind ein
frithes Beispiel einer finiten Geometrie als Modell der Welt: sie besteht aus endlich vielen Lini-
en (Kanurouten), die sich in Punkten (Inseln, symbolisiert durch kleine Muscheln) schneiden
(Quelle: Landesmuseum Hannover, von einer James-Cook-Reise).
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1 Aufder Suche nach geometrischer Harmonie der Welt

Da wir als Kinder auf die Welt kommen und iiber sinnliche Ge-
genstinde urtheilen, bevor wir den vollen Gebrauch unserer Vernunft
erlangt haben, so werden wir durch viele Vorurtheile an der Erkennt-
nis der Wahrheit gehindert und es scheint kein anderes Mittel dagegen
zu geben, als einmal im Leben sich zu entschliessen, an Allem zu zwei-
feln, wo der geringste Verdacht einer Ungewissheit angetroffen wird.
René Descartes, Principia philosophiae, 1644.

Ist die Welt diskret oder kontinuierlich?

Die Welt ist unserer Wahrnehmung nach ein liickenloser Raum von Orten, an denen sich
dichte Materie befindet, die sich in der Zeit stetig verdndert. Raum, Zeit und Materie werden
als vollig verschiedenartige Entitdten wahrgenommen, die kontinuierlich vor uns liegen, bzw.
flieen oder sich ausbreiten. Spéatestens mit der Erfindung des Mikroskopes haben wir aber
die Erfahrung gemacht, dass die glatten Oberflichen der Dinge auf kleinen Langenskalen ganz
anders aussehen und gar letztendlich aus diskreten Atomen aufgebaut sind, deren Abbilder
durch ein Elektronenmikroskop wir heute alle vor Augen haben. Kénnte es also sein, dass
die Liickenlosigkeit, Stetigkeit und Dichtheit unserer Alltagserfahrung von Raum, Zeit und
Materie eventuell nur eine Illusion unserer Sinne ist? Der Raum selber erscheint doch immer
noch als kontinuierlich, bewegen sich in ihm doch selbst die Atome kontinuierlich in der
Zeit. Spitestens mit der Erfindung des Films haben wir aber die Erfahrung gemacht, dass
eine Abfolge von 50 diskreten Bildern in einer Sekunde als ein kontinuierliches Geschehen
wahrgenommen wird. Miissen wir also nur genau und schnell genug hinschauen, um auch die
scheinbare Bewegung der Atome als eine Illusion der Sinne zu erkennen, die ,in Wahrheit* nur
eine Abfolge von Standbildern ist?

Bereits die antiken Vorsokratiker behandelten die Frage, ob alles im Fluf ist - wie Heraklit
von Ephesos behauptete - oder es Bewegung oder Verdnderung gar nicht geben kann - wie
Zenon und Parmenides von Elea argumentierten. Zentral ist dabei die Frage, ob die Welt in
diskrete Einheiten zerlegbar ist oder alles in einer kontinuierlichen Verédnderung sich befindet.
Zenons Paradoxien versuchen, die Widerspriichlichkeit der Vorstellungen von der Vielfalt des
Seins und der Kontinuitdt der Welt zu illustrieren. Dass dies kein Widerspruch sein muss,
machte u.a. der Mathematiker und Philosoph Alfred North Whitehead deutlich, der in sei-
nem Weltbild (Process and Reality, 1929) sich von einer Ontologie des Seienden abwendete
und einen Prozess der kontinuierlichen Realisierung von diskreten Ereignissen annahm [2, 3].
Raum, Zeit und Materie als kontinuierliche Entitdten anzunehmen konnte ein ,, Trugschluss
der unangebrachten Konkretisierung® (,,fallacy of misplaced concreteness®) sein und die Welt
konnte nur ein Geschehen von ,,wirklichen Ereignissen“ sein. Whitehead bedauerte, dass wir
noch keine wissenschaftliche Vorstellung von den wirklichen Ereignissen und ihren Beziehun-
gen zueinander haben, um solche Fragen beantworten zu konnen, Er versuchte mit seiner
,Methode der extensiven Abstraktion“ eine mathematische Theorie zu entwickeln, die auch
zu einem Modell einer punktfreien Geometrie“ der Welt fiihrte, konnte damit aber keine
Phénomene der Natur erkldaren. Aber vielleicht ist als ein erster Schritt eine finite projektive
Geometrie erfolgreicher.
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Abbildung 2: (a) Die Konzeption eines Athers in René Descartes Prinzipien der Philosophie.
Von der sichtbaren Welt ist ein frither Versuch Raum und Materie als Einheit zu denken. (b)
Die Zentralprojektion einer Laute durch Albrecht Diirer ist ein frithes Beispiel fiir den Nutzen
projektiver Geometrie bei der Darstellung der Welt.

Geometrie und Physik: das Programms der Pythagoréer

Geometrie wird seit der Antike als die Wissenschaft der Beziehungen von Punkten und Ge-
raden, von Flachen und Volumina angesehen, die physikalisch u.a. bei Karten fiir die Ori-
entierung in Raum und Zeit praktisch verwendet wurden (siche Abbildung 1). Es war wohl
Anaximander von Milet, der in Europa als erster eine Karte von der Welt als eine globale
Représentation des geometrisch geordneten Kosmos‘ entwarf. Sein Schiiler Pythagoras von
Samos griindete dann eine ganze religios-philosophische Schule auf dem Diktum , Alles ist
Zahl®“ und begriindete das Wesen der Welt in der Geometrie. Aristoteles schrieb iiber die
Pythagoréaer:

Da sie erkannten, dafi die Verhéltnisse und Gesetze der musikalischen Harmonie
auf Zahlen beruhten und da iiberhaupt alle anderen Dinge ihrer ganzen Natur nach
den Zahlen zu gleichen schienen, die Zahlen aber die ersten Prinzipien der ganzen
Natur seien, so glaubten sie, dal die Elemente der Zahlen auch die Elemente aller
Dinge wéren und daf} die ganze Welt Harmonie und Zahl wére.

Werner Heisenberg meinte in seinem Aufsatz Gedanken der antiken Naturphilosophie in der
modernen Physik (1937), dass die Physik ,eine konsequente Durchfithrung des Programms
der Pythagoreer® sei, das auf ,dem Gedanken an die sinngebende Kraft mathematischer
Strukturen“ beruht:

Vor allem sind es zwei Gedanken der ersten griechischen Philosophen, die noch
heute den Weg der exakten Naturwissenschaft bestimmen und die daher vor al-
lem unser Interesse beanspruchen kénnen: die Uberzeugung vom Aufbau der Ma-
terie aus kleinsten unteilbaren Einheiten, den Atomen, und der Glaube an die
sinngebende Kraft mathematischer Strukturen.
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So versuchte Johannes Kepler wéhrend der Kopernikanischen Revolution geometrische Mo-
delle fiir den Kosmos zu finden: basierend zunéchst 1596 im Mysterium Cosmographicum auf
den fiinf regelméfligen Polyedern, die schon die Pythagoreer als Platonische Koérper zu den
Fundamenten der Physik erklarten, dann 1609 in der Astronomia Nova auf den Kegelschnitten
als Grundfiguren (1. Keplersche Gesetz), womit er die ellipsenférmige Bahn der Planeten und
ihre Umlaufgeschwindigkeit (2. Keplersche Gesetz), sowie 1618 mit dem 3. Keplerschen Gesetz
iiber die Umlaufgeschwindigkeit eine neue Harmonices mundi entdeckte. 1686 erklérte Isaac
Newton diese Bahnformen als Losungen seines Bewegungsgesetzes (2. Newtonsche Gesetz)

F =ma, bzw. genaver F(F)=mr (1)

das eine Differentialgleichung (2. Ordnung) fiir die Positionen einer Teilchenbahn 7(t) € R3
in einem 3-dimensionalen kontinuierlichen Raum R? ist, die mit einer Zeit-Koordinate ¢t para-
meterisiert werden kann. Hergeleitet hat er dieses Naturgesetz allein iiber die geometrischen
Verhiltnisse von Bahnkurven materieller Kérper. Dieser Meilenstein der Physik hob das Pro-
gramm der Pythagoéer auf eine neue Ebene: die mathematisch-geometrische Begriindung der
Naturphdnomene ist nicht an der Oberfliche der anschaulich geometrischen Formen zu su-
chen, sondern liegt in der Tiefe abstrakter mathematischer Strukturen von Raum, Zeit und
Materie verborgen. Allerdings stellte Eugene Paul Wigner in seinem berithmten Aufsatz iiber
die Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences (1960) fest:

The miracle of the appropriateness of the language of mathematics for the formu-
lation of the laws of physics is a wonderful gift which we neither understand nor
deserve.

Es tiberrascht nicht, dass Newtons Bewegungsgesetz (1) eng mit bestimmten mathematischen
Vorstellungen iiber die Geometrie von Raum, Zeit und Materie verbunden ist. Sein Konzept
eines absoluten, leeren und trigen Raumes entziindete mit Leibniz Widerspruch eine bis heute
wirkende Debatte iiber die Natur des Raumes (Geometrie) und ihr Verhéltnis zur Materie
(Physik), die sich durch die Entdeckung von Nicht-Euklidischen Geometrien und gekriimmten
Mannigfaltigkeiten grundlegend &nderte. In allen diesen Debatten wurde ein Aspekt relativ
wenig diskutiert: Ist der Raum ein Kontinuum oder eine Ansammlung diskreter Punkte? Zu
diesem Gedanken eines endlichen Raumes stellte Hermann Weyl in seiner Philosophie der
Mathematik und Naturwissenschaft (1927) fest:

Aber er ist bisher immer blofle Spekulation und in den ersten Anfingen stecken
geblieben, hat niemals den geringsten Kontakt mit der Wirklichkeit gewonnen.

Genau dies wird mit diesem Aufsatz versucht, da die Konzeption der Welt als Menge end-
lich vieler Ereignispunkte einige Antworten auf die aufgeworfenen Fragen geben kénnte. Eine
finite projektive Geometrie ist zudem im Sinne Felix Kleins ein ,Dach’ mit der umfangreichs-
ten Symmetriegruppe, unter dem sowohl Nicht-Euklidische Geometrien durch Spezifikationen
als auch gekriimmte Geometrien durch Inhomogenitédten von Nachbarschaftsrelationen Platz
finden. Felix Klein begann 1872 seine als Erlanger Programm berithmt gewordene Antrittsvor-
lesung Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische Forschungen an der Universitét
Erlangen mit der Feststellung [4]:

Unter den Leistungen der letzten fiinfzig Jahre auf dem Gebiet der Geometrie
nimmt die Ausbildung der projektivistischen Geometrie die erste Stelle ein. Wenn
es anfianglich schien, als sollten die sogenannten metrischen Beziehungen ihrer Be-
handlung nicht zugénglich sein, da sie beim Projizieren nicht ungeéndert bleiben,



so hat man in neuer Zeit gelernt, auch sie vom projektivistischen Standpunkt
aufzufassen, so dal nun die projektivistische Methode die gesamte Geometrie um-
spannt.

Felix Klein hatte die gerade 1886 erschienene Habilitationsarbeit Ueber die Hypothesen, welche
der Geometrie zu Grunde liegen von Bernhard Riemann [5] vor Augen. Die dort eingefiihrte
Geometrie der Kriimmung die machte fast 50 Jahre spéter Albert Einstein mit seiner All-
gemeine Relativititstheorie (ART) auch zur Grundlage des physikalischen Verstdndnisses der
Welt [6, 7]. Bereits 1918 wies Hermann Weyl in seinem Buch iiber Raum - Zeit - Materie,
darauf hin, dass es nicht notwendig ist, ,,der Physik eine Riemannsche Geometrie als Welt-
geometrie zugrunde zu legen.® Um auch Materie geometrisch im Rahmen der Allgemeinen
Relativitédtstheorie beschreiben zu kénnen und dadurch dem ,, Traum des Descartes von einer
rein geometrischen Physik* ndher zu kommen, schlug er in seinem Aufsatz Gravitation und
Elektrizitit von 1918 eine Erweiterung der Riemannschen Geometrie durch eine , Fichsymme-
trie“ vor [8], die als ein erster Versuch einer einheitlichen Theorie der Physik gelten kann, sich
aber empirisch als nicht haltbar erwies. 1929 wandte er die Idee von Eichtransformationen
auf die komplexen Phasenfaktoren der von Erwin Schrodinger 1926 eingefiihrten quantenme-
chanischen Wellenfunktionen an [9] und begriindete damit das heutige Standardmodell der
Materie in der geometrischen Struktur eines eichinvarianten Faserbiindels.

Diskreter Raum oder Kontinuum

Erste Ideen zu einer endlichen Geometrie stammten von Karl Georg Christian von Staudt,
der sich in seiner Geometrie der Lage von 1847 als Erster vollig von Begriffen wie ,parallel’,
LAbsténde’ und ,Winkel‘ 16ste, da sie in projektiven Geometrien keine Rolle spielen und in
seinem ,synthetischen' Zugang zur Geometrie auch nicht benétigt werden [10].! Einen ersten
axiomatischen Zugang und konkrete Beispiele von finiten Geometrien‘stammten dann von Gi-
no Fano, aber erst 1906 beschrieb Oswald Veblen finite projektive Geometrien systematisch
durch homogene Koordinaten aus einem endlichen Korper K, [11], was als grundlegender
Startpunkt dieses Gebietes der Mathematik gelten kann. Riemann beendet seinen Habilitati-
onsvortrag mit einer interessanten Spekulation iiber finite Geometrien und Physik [5], dass

bei einer discreten Mannigfaltigkeit das Princip der Massverhiltnisse
schon in dem Begriffe dieser Mannigfaltigkeit enthalten ist, bei einer
stetigen aber anders woher hinzukommen muss. Es muss also entweder
das dem Raume zu Grunde liegende Wirkliche eine discrete Mannig-
faltigkeit bilden, oder der Grund der Massverhiltnisse ausserhalb, in
darauf wirkenden bindenden Kriften, gesucht werden.

Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden werden, indem man von der
bisherigen durch die Erfahrung bewéahrten Auffassung der Erscheinungen, wozu
Newton den Grund gelegt, ausgeht und diese durch Thatsachen, die sich aus ihr
nicht erkliaren lassen, getrieben allméhlich umarbeitet; [...] Es fiihrt dies hiniiber
in das Gebiet einer andern Wissenschaft, in das Gebiet der Physik, welches wohl
die Natur der heutigen Veranlassung nicht zu betreten erlaubt.

1Sein Versuch, Geometrie von Abstandsmafien zu l6sen und ,die Geometrie der Lage zu einer
selbststédndigen Wissenschaft zu machen, welche des Messens nicht bedarf*, mufl neben Riemanns konse-
quenter Fortfithrung als der geometrische Ursprung von der Allgemeinen Relativitdtstheorie Einsteins gelten.



Es ist schade, dass der Erfolg Riemannscher Mannigfaltigkeiten diesen alternativen Zugang
in der Physik verschiittet hat. Selbst Hermann Weyl hielt an der differentialgeometrischen
Struktur der Raumzeit fest und meinte:

Vom Wesen des Raumes bleibt dem Mathematiker bei seiner Abstraktion nur die
eine Wahrheit in Handen: dafl er ein dreidimensionales Kontinuum ist.

Auch Albert Einstein fand, eine Abkehr vom raumzeitlichen Kontinuum sei ,,ahnlich wie der
Versuch, in einem luftleeren Raum zu atmen®. Dies soll hier nun dennoch versucht werden.
Basierend auf ersten Ideen vom September 2015 [12] und den mathematischen Grundlagen
von Ref. [13] soll hier nun motiviert werden, daf§ erst durch die Annahme von nur endlich
vielen Ereignispunkten in der Welt es gelingt, ein einheitliches geometrisches Modell
von Raum, Zeit und Materie zu formulieren.

Lineare Welten: Axiome der Inzidenz

Elementare Ereignisse sind als punktartige Elemente der Welt durch Fall- oder Lagebezie-
hungen miteinander verbunden. Deswegen beginnen wir mit einer kurzen Grundlegung der
Geometrie als diejenige mathematische Disziplin, die solche Inzidenzen in ihren formalen
Eigenschaften untersucht. Mathematiker beginnen gerne mit moglichst wenigen, expliziten
Annahmen und fragen dann, was daraus logisch bereits folgt. Fiir ein geometrisches Modell
der physikalischen Welt benétigt man klassischerweise ,Punkte’ und ein Konzept, wie diese
zusammenhingen sollen.? Punkte sollen Ereignisse in Raum und Zeit markieren, d. h. Raum-
zeitpunkte’ sein, wihrend Linien die Orte eines Geschehens in dieser Raumzeit markieren,
z.B. die Bewegung eines Teilchens durch aufeinanderfolgende Orte in Raum und Zeit. Felix
Klein schlug in seinem , Erlanger Programm® vor, die projektive Geometrie zur Grundlage
aller geometrischen Fragen zu machen [4]. Sie beruht im wesentlichen auf nur drei Axiomen
des ,Zusammentreffens® (,Schnittes’ oder der ,Inzidenz') von Punkten:

(i) es gibt Punkte P;
(ii) zwei Punkte sind immer genau durch eine Linie L verbunden;
(iii) zwei Linien in einer Ebene schneiden sich immer in genau einem Punkt.

Punkte P und Linien L sind dabei geometrische Objekte, die keine weiteren Eigenschaften
als die genannten (Inzidenzrelationen) haben. Linien L = {Py, P»,- -} sind dabei sekundére
Objekte, da sie aus Mengen von Punkten P; bestehen. Man kann zeigen, dass eine Menge
von Punkten, die solche Eigenschaften haben, nicht notwendigerweise eine kontinuierliche
Menge wie unser gewohnlicher Anschauungsraum sein mufl. Sie kann zwar kontinuierlich mit
unendlich vielen Punkten und Linien als durchgezogenen Geraden realisiert werden (siehe
Abb. 3a), aber auch mit nur endlich vielen Punkten, die eben nicht ,dicht* sondern ,vereinzelt'
liegen, und ,Linien‘ nur Ketten aufeinander folgenden Punkte sind (siehe Abb. 3b). Wir wollen
im folgenden das kontinuierliche Weltmodell mit R? bezeichnen und das finite Weltmodell mit

2Eine Geometrie B = (P, L, €) ist eine Menge von Punkten P und Linien £ deren Verbindung durch
eine bindre Inzidenrrelation € definiert ist. Es gibt auch Ansétze, die ohne den Begriff des Punktes in der
Geometrie auskommen, so z. B. Whiteheads ,,Punktfreie Geometrie“ [2].



Kg, wobei d die Dimension der Welt angibt (d.h. die Anzahl verschiedener Richtungen) und
p die Anzahl der Punkte in der finiten Welt bestimmt. 3

Unter Punkten und Linien stellt man sich iiblicherweise auf einem Blatt Papier gezeich-
nete Objekte vor, oder abstrahiert Objekte im Raum. Eine solche Vorstellung ist aber nicht
notwendig, da die Annahmen (i)-(iii) mit ihren verwendeten Begriffen auch anders inter-
pretiert werden konnen. Mit Punkten kénnte man auch bestimmte elementare Ereignisse’
bezeichnen und ihre kausale Relation durch Linien darstellen. Ein gemeinsamer Schnittpunkt
zweier Linien wére dann der gemeinsame ,Ursprung zweier Ereignisfolgen. Wesentlich ist, ob
die Axiome der Inzidenz sinnvoll zutreffend sind. Wir werden auf diese Interpretation von Geo-
metrie im Kapitel 7 zuriickkommen, um die Annahmen der Geometrie in einem prozesshaften
Weltverstandis zu begriinden.

In einer d-dimensionalen Geometrie schreibt man die Koordinaten p, der Punkte

Po
P él (2)
Pd—1
gerne mit einem griechischen Index = 0,--- ,d — 1, der die Richtungen anzeigt und sortiert

sie in einen Vektor, d. h. ein lineares Schema. Die Koordinaten p, sind entweder reelle Zahlen
R fiir eine kontinuierliche Geometrie oder natiirliche Zahlen K, C N fiir eine finite Geometrie
Kg, wobei ihre Zahlenwerte auf einen sogenannten ,endlichen Korper*
p—1 p—1 p—1 p—1
K, :={ —5 T—i—l,---, 1,0,1,-~-,T 1,7} (3)

eingeschrinkt werden, d.h. keine Koordinate grofier als p%l oder kleiner als — ’%1 ist.4

Mit dem kartesischen Koordinatensystem (2) ist es moglich, verschiedene Modelle fiir Geo-
metrien von Punkten und Linien zu formulieren, die die Axiome (i) - (iii) erfiillen. Verwendet
man reelle Zahlen R impliziert dies auch die Existenz sogenannter ,transzendenter® Zahlen wie
der Eulerschen Zahl e oder der Kreiszahl 7 in der Natur. Verwendet man dagegen die endlichen
Zahlen K, aus Gl. (3), dann kann es im strikten Sinne weder Kreise' noch ,Exponentialfunk-
tionen‘ im kontinuierlichen Sinne geben, sondern nur finite Analoga, die den reellen Objekten
annadhernd dhnlich sind. Es ist wichtig, dabei festzuhalten, dass solche Modelle nur bestimmte
Darstellungsweisen der Struktur sind, die Geometrie aber auch ohne Zahlen und Koordinaten
wohldefiniert ist und ihre Eigenschaften nur von den eingefithrten Axiomen abhingen darf.
Hier dienen die Zahlen nur‘ als ein bequemes Mittel zur Benennung von Punkten - wie Haus-
nummern. Diese Rolle der Zahlen zur Darstellung von Punkten und Linien wird in Kapitel 5
weiter diskutiert, da die Unabhéingigkeit von spezifischen Modellvorstellungen oder Zahlen ein
wichtiges Kriterium fiir die Bedeutung eingefiihrter Groflen und Konzepte ist. Im folgenden
sind die mengentheoretischen und topologischen Unterschiede der verschiedenen Zahlensyste-
me nicht relevant, da diese erst fiir den Kontinuumslimes in Abschnitt 5 beachtet werden
miissen.

3Das Theorem von Veblen und Young zeigt, dass jede (homogene) projektive Geometrie der Dimension
d > 3 als Vektorraum iiber einen Schiefkérper dargestellt werden kann. Nach dem Theorem von Wedderburn
bedeutet dies insbesondere, dass jede finite Geometrie iiber einen endlichen Koérper K,, zu einer Primzahl-
potenz n = p” koordiniert werden kann, wobei die algebraischen Rechenoperationen modulo n durchgefiihrt
werden.

‘Damit K, ein Korper mit Division ist, mul n = p" eine Primzahlpotenz sein. Es geniigt hier davon
auszugehen, dass n = p eine einfache Primzahl p ist.
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Abbildung 3: (a) Kontinuierliche Mannigfaltigkeit M? ist ein gekriimmter Euklidischer Raum
R?: cine glatte Fliche mit Linien durch einen zentralen Punkt, wobei der Rand der Fliche
kiinstlich zustande kommt. (b) Endliche Punktmenge Kg: die kleinste projektive Geometrie ist
die Fano-Ebene K3 bestehend aus 7 Punkten und 7 Linien, die die 3 Axiome (i)-(iii) erfiillen.
Sie hat keinen Rand, sondern besteht nur aus den gezeigten Punkten P, mit ¢ = 1,---,7,;
die Linien geben nur an, welche Punkte zusammengehoren, z. B. die Punkte der Linie L =
{Py, Py, P;}.

Die Axiome (i) - (iii) legen eine sogenannte projektive Geometrie einer Ebene fest, die
vollig symmetrisch in Punkten und Linien ist und aus der alle méglichen anderen ,Geome-
trien‘ durch weitere Annahmen spezifiziert werden konnen. So entsteht z.B. eine Euklidische
Geometrie der Ebene u. a. durch die Forderung des oben diskutierten Parallelenpostulats und
z.B. eine hyperbolische Geometrie u. a. durch die Forderung unendlich vieler Parallelen durch
einen Punkt. Mit anderen Worten, die projektive Geometrie ist ein umfassender Ansatz, der
gleichermaflen die Euklidische und auch die Nicht-Euklidischen Geometrien durch Spezifika-
tionen beschreiben kann. Wir werden fiir das hier vorgestellte finite projektive Weltmodell
keine weiteren solchen einschrinkenden Postulate fordern, sondern nur eine Nachbarschafts-
relation der Punkte einfiihren, aus der spezielle lokale Geometrien durch einen physikalischen
Prozess von Ereignissen entstehen konnen. In Abschnitt 5 wird gezeigt, wie lokal ein euklidi-
scher Basisraum durch gebundene Systeme (starre Korper) entstehen kann, die die umfassende
Symmetrie des projektiven Raumes in die euklidische Bewegungssymmetrie brechen.

Quadriken: Die Ordnung von Nachbarschaften

Beide Abbildungen 3 sind allerdings irrefithrend, denn (mathematisch streng genommen) ist
durch die Annahmen i-iii auf einer Linie L die Abfolge oder der Abstand der Punkte P noch
gar nicht definiert, wofiir man néamlich eine vierte Annahme benotigt:

(iv) jeder Punkt auf einer Linie hat genau zwei Nachbarpunkte, die den Abstand 1 haben.

Die Menge dieser Nachbarpunkte bildet eine sogenannte ,Quadrik’ @) (oder ,quadratische
Form‘) um jeden Punkt. Nehmen wir als Beispiel die reelle Zahlenachse R als Linie, so sind
zu einem beliebigen Punkt o € R auf dieser Linie, seine zwei Nachbarpunkte p, € R und



p_ € R durch die quadratische Gleichung

a(p—0)? +b(p—o0)+c=0 (4)
mit den reellen Parametern a, b, ¢ eindeutig bestimmt. Die 1-dimensionale Quadrik
Q= {p+,p-} (5)

ist die Losungsmenge dieser Gleichung und besteht in diesem 1-dimensionalen Fall aus den bei-
den Nachbarpunkten p, und p_ von o. ,Quadratisch muss die Form deswegen sein, da nur eine
quadratische Gleichung genau zwei Losungen hat.® In der (euklidischen) zwei-dimensionalen
Ebene kennt man die Losungsmenge () einer quadratischen Gleichung als Kreis, Ellipse, Pa-
rabel oder Hyperbel, die sich alle als sogenannte ,Kegelschnitte' darstellen lassen (siehe Ab-
bildung 4). Eine allgemeine quadratische Form kann in den Koordinaten (2) als Summe

52 = Z Z GuvPuPv (6>
nov

iiber die Indizes p und v ausgedriickt werden, wobei die Parameter der quadratischen Glei-
chung (z.B. a,b,c in Gl (4)) in der sogenannten Metrik g,, zusammengefafit werden und s
den Abstand eines Punktes P mit den Koordinaten p, zum Zentrumspunkt O mit p, = 0 be-
zeichnet. Die Quadrik @ zum Zentrum O des Koordinatensystems ist dann die Losungsmenge
der Gleichung (6) mit dem Abstand s* = 1. Eine Metrik g,, ist also nur eine bestimmte
Koordinatenschreibweise einer Quadrik ) als Menge der Nachbarpunkte, weshalb man (wie
die Punkte P in ein lineares Schema (2)) eine Quadrik auch in einem quadratischen Schema
darstellt, einer sogenannten ,Matrix*‘6

goo ' Jod
g=1: o (7)
gdao " Ydd

die alle Information enthélt, um die Nachbarpunkte ) von O zu berechnen.

Wie die Linien L sind auch die Quadriken () sekundére geometrische Objekte, die aus
einer bestimmten Menge von Punkten bestehen, z. B. ein Kreis aus allen Punkten, die einen
konstanten Abstand zu einem Zentrumspunkt O haben. Man kann systematischer sagen, dass
Punkte P Objekte 0. Ordnung sind, Linien L Objekte 1. Ordnung und Quadriken () Objekte
2. Ordnung, da sie auch Linien enthalten kénnen. Objekte 3. oder hoherer Ordnung sind bisher
fiir eine addquate Weltbeschreibung nicht notwendig. Schon Paul Ehrenfest fragte 1917 nach
dem Grund fiir die Bedeutung ,des Quadratischen‘ [14]:

Aber es greift noch eine andere ganze Zahl in jeden Winkel der Physik ein: der Fz-
ponent zwei des Theorems von Pythagoras. Oder anders ausgedriickt: die homogen
quadratische MaBbestimmung”

d82 = Z Z ghkdIhd.Ik
h k

5Die Notwendigkeit der Quadratizitit in hoheren Dimensionen d gilt nur in finiten Geometrien Kﬁ, da fiir
sie auch die entarteten Formen (wie z.B. —p3 + p? = 1 und —p2 + p3 = 1) als Metriken fiir Hyperebenen
quadratisch sein miissen, um eine Ordnung von Hyperebenen angeben zu kénnen (siehe C. in Kap. 3).

SIm Unterschied zu Euklidischen bzw. affinen Réumen ist Q fiir projektive Riume eine (d + 1) x (d +
1)-Matrix, da auch die Punkte im Unendlichen, bzw. die Linien und Ebenen als zusétzliche Freiheitsgrade
strukturiert werden miissen.

"Die Verwendung von dz,, und ds anstelle von p, und s in Gl (6) markiert nur die differentialgeometrische
Version einer quadratischen Form
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Abbildung 4: Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel sind die im 300. Jhrh. v. Chr. von Apolloni-
os von Perga in seinem Buch Konika eingefiihrten ,Kegelschnitte® der Euklidischen Geometrie,
die sich seit Descartes auch als ,quadratische Formen‘ oder kurz ,Quadriken‘ (6) beschreiben
lassen und die bereits Kepler als Grundfiguren fiir die Bewegung der Planeten erkannte. Alle
Kegelschnitte bis auf die (entartete) Parabel haben in ihrer Schnittebene einen eindeutigen
JZentrumspunkt’ O. Als Nachbarpunkte des Zentrums sind genau diejenigen Punkte in der
Ebene auf dem Kegelschnitte definiert. Je nach Neigung der Ebene hat man eine andere
Geometrie der Nachbarschaftsrelation, ndmlich eine Euklidische (Kreis), elliptische oder hy-
perbolische Geometrie. (Quelle: lp.uni-goettingen.de/get/text /5176

hat eine iiberherrschende Bedeutung gegeniiber allen anderen homogenen Formen.
- LaBt sich an diesem zwei nichts mehr fragen und begreifen?

Geht man von der Notwendigkeit der Annahme (iv) aus, la8t sich die Frage beantworten:
der Grund fiir quadratische Formen scheint in der Ordnung von Nachbarpunkten zu liegen,
die es in kontinuierlichen Geometrien zunéchst gar nicht gibt und erst durch die Metrik g,
angegeben werden miissen. Die Bedeutung von g, fiir metrische Mafibestimmungen, d. h. von
Absténden erscheint dagegen sekundér. Es ist bemerkenswert, dass Felix Klein mit seinem
Erlanger Programm von 1872 und wiederholt in einem Vortrag von 1910 darauf hinweist,
dass metrische Beziehungen (Abstédnde) von einem modernen Blickpunkt nur sekundéire Ei-
genschaften sind. In finiten Geometrien wird dies noch deutlicher durch die primére Notwen-
digkeit einer Nachbarschaftsbeziehung noch vor jedem Abstandsbegriff. Die fehlende Notwen-
digkeit von geometrischen Objekten hoherer Ordnung konnte vielleicht durch ein Weltbild
verstindlich werden, in dem Punkte, Linien und Quadriken Ausdruck eines Prozesses von
elementaren Ereignissen sind, fiir den man nur eine Nachfolgeordnung aber keine héhere Ord-
nung bendtigt. Wir werden auf ein solches Weltbild im Kapitel 7 zuriickkommen.

Je nach Wahl der quadratischen Form (6), d.h. der Parameterwerte in der Metrik g,
erhilt man verschiedene ,Geometrien‘ der Nachbarschaftsbeziehung (iv), d.h. verschiedene
Quadriken () und damit verschiedene Begriffe von Raumabsténden und Zeitdauern. Denn mit
jeder Quadrik @ 148t sich als einer Menge von ,Einheitspunkten‘ ein wohldefinierter Abstand
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zwischen beliebigen Punkten ableiten, indem man einfach sukzessive von einem Nachbarpunkt
zum néchsten fortschreitet’ und die Anzahl der Schritte zéahlt. Die Moglichkeit unterschiedli-
che Quadriken als Mafbeziehungen zu wéhlen, ist der Grund fiir das neue und oft irritierende
Verstéindnis von Raum und Zeit in der Relativitéitstheorie: wihlt man eine hyperbolische Geo-
metrie, erhdlt man die relativistischen Langenkontraktionen und Zeitdilatationen, die mitt-
lerweile sehr gut in der Natur beobachtet und genau gemessen wurden. Doch sind wir frei,
eine Quadrik einfach zu wéhlen oder gibt es ein Naturgesetz, dass die Metrik festlegt?

2 Geometrie und Physik

Was ist ein Punkt im Raume? Jedermann glaubt es zu wissen,
aber das beruht auf einer Tduschung. Was wir sehen, wenn
wir versuchen, uns einen Punkt im Raume vorzustellen, ist
ein schwarzer Fleck auf weilem Papier oder ein Kreidefleck
auf einer schwarzen Tafel, es ist immer ein Gegenstand.
Henri Poincaré, Wissenschaft und Hypothese (1902).

Mit Einsteins Allgemeiner Relativitatstheorie hat die Geometrie Einzug gehalten in die
physikalische Modellierung der Welt. Durch sie entstand sogar ein neues Paradigma in der
Hoffnung, alle physikalischen Phdnomene der Natur durch geometrische Eigenschaften von
Raum und Zeit erkléren zu koénnen.

Allgemeine Relativitidtstheorie der Raumzeit

Eine Quadrik definiert daher eine Metrik g,,, die Einstein als ein eigensténdiges physikalisches
Objekt ansah und zum Ausgangspunkt seiner Allgemeinen Relativitatstheorie von Raum, Zeit
und der Gravitation der Materie machte. Er erkannte, dass in jedem Punkt P der Raumzeit
eine eigene Metrik g, (P) sich befindet, wobei die Abhéngigkeit der Metrik von den Punkten
durch ein Naturgesetz bestimmt sei. Wie die Beschleunigung a eines Teilchens und dadurch
auch seine Bahnkurve durch die Newtonsche Bewegungsgleichung F' = ma und die Angabe
einer Kraft F' determiniert ist, formulierte er zur Festlegung der Metrik g,, als Naturgesetz
die Finstein-Gleichung

Gyu(P) = KT, (P) (8)

wobei anstelle der Kraft der sogenannte Energie-Impuls-Tensor 7),,(P) der Materie und an-
stelle der Masse m die universelle Gravitationskonstante s steht. Der Einstein-Tensor

G = G g (9)

ist dabei ein Ma8 fiir die lokale Kriimmung der Welt (anstelle der Beschleunigung a), der ein-
deutig aus der Metrik g, (anstelle der Bahnkurve) berechenbar ist. Dieses explizit bekannte
Funktional G [g,,| ist der mathematisch technisch schwierige Teil der Allgemeinen Relati-
vitédtstheorie, der hier aber weggelassen werden kann, da zum Verstindnis der Physik nur die
Gleichung (8) wichtig ist. Sie driickt die Gleichheit zweier eigentlich grundverschiedener Kon-
zepte aus: die Geometrie der Raum-Zeit (Kritmmung G,,) entspricht dem Energie-Impuls der
Materie (7),,). Dadurch ist zwar noch keine Einheit von Materie, Raum und Zeit ausgedriickt,
wohl aber eine gegenseitige Beziehung bzw. Beeinflussung: erst die Metrik bestimmt, wie sich
die Materie in Raum und Zeit bewegt, aber auch die Raumabstdnde und Zeitdauern werden
durch die Materie und ihre Bewegung beeinflufit. Experimentell ist die Einstein-Gleichung
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auf groflen Skalen hervorragend bestétigt worden - allerdings nicht auf sehr kleinen Skalen,
so dass hier Raum fiir andere geometrische Weltmodelle ist, fiir die Gl. (8) nur ein Grenzfall
auf groflen Skalen ist.

Diese Flexibilitit der fundamentalen Modellbildung ist wichtig, denn zur rechten Seite der
Gl (8), d.h. iiber die Materie und ihre Eigenschaften (Energie-Impuls-Tensor 7}, (P)) macht
die Allgemeine Relativitéitstheorie wenige Aussagen.® Hermann Weyl fait die Bedeutung einer
,physikalischen Interpretation‘ der Metrik durch Einstein so zusammen (S.225 in [1]):

Die obigen Uberlegungen lassen klar erkennen, welchen physikalischen Sinn die von
Einstein vollzogene, auf den ersten Blick so befremdliche Synthese von Mafigeome-
trie und Gravitation hat. Wir konnen diese geniale Verkniipfung zweier Erkennt-
nisgebiete, die bis dahin in der historischen Entwicklung vollig getrennt verlaufen
waren, durch das Schema andeuten:

Pythagoras Newton

-~

Einstein

[...] Die alte Einteilung in Geometrie, Mechanik und Physik muf} in der Einstein-
schen Theorie durch die Gegeniiberstellung von physikalischem Zustand und me-
trischem oder Gravitationsfeld ersetzt werden.

Mit dem ,physikalischem Zustand® spricht Hermann Weyl allerdings auch das entscheidend
Fehlende in der Allgemeinen Relativitétstheorie an: eine Theorie der Materie.

Das Standardmodell der elementaren Teilchen

Fiir den Energie-Impuls-Tensor T}, der Materie in der Einstein-Gleichung (8) ist ein vollig
anderer Typ von Theorie entwickelt worden, die sogenannten Quantenfeldtheorie. Diese setzt
die Existenz einer Raumzeit von Punkten P mit ihren Metriken g, (P) einfach voraus und
postuliert dazu die Existenz von Teilchenfeldern

»(pP) € C (10)

als komplexwertigen Funktionen auf dieser Punktmenge (Schnitten im Faserbiindel), von de-
nen der Energie-Impuls-Tensor

Tuw(P) =T [4(P)] (11)

eindeutig abhéngt. Auf die Idee, komplexe Zahlen C fiir die Darstellung der Teilchenfelder
(10) zu verwenden, kam 1922 Erwin Schrodinger als er sich mit Hermann Weyls Eichtheorie
aus seinem Buch Raum - Zeit - Materie (1918) beschéftigte. In den Abschnitten 5 und 6
werden wir auf den Grund zu sprechen kommen und kléren, was die komplexen Zahlen C mit
finiten Geometrien zu tun haben.

Experimentell fand man in Teilchenbeschleunigern wie dem CERN (Genf) und DESY
(Hamburg) unterschiedliche Typen von elementaren Teilchen, die sich aufgrund ihrer gemes-
senen Eigenschaften (Masse, Ladung, Spin) in das in Abbildung 5 gezeigte Schema einordnen
lieBen. Die in der theoretischen Darstellung dieser Teilchen benutzten Teilchenfelder

(P) = hi(P) x g;(P) x n(P) x e(P) (12)

8Der Energie-Impuls-Tensor mufl zwar kompatibel mit der metrischen Struktur sein, was Materiedynamiken
ausschliefit aber 7},, nicht eindeutig festlegt und insbesondere nicht bestimmt, welche elementaren Teilchen
existieren.
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Abbildung 5: Materie besteht aus elementaren Teilchen, die aufgrund ihrer Eigenschaften
(Masse, Ladung, Spin) in ein bestimmtes Schema einsortiert werden konnen, das Ausdruck
einer fundamentalen Symmetrie der Teilchenfelder ¢(P) in Gl. (11) ist, die sogenannten Eich-
gruppe SU(3) x SU(2) x U(1). Woher dieses Schema kommt, ist die zentrale Frage einer ver-
einheitlichenden Feldtheorie, nach der seit Jahrzehnten bisher erfolglos gesucht wird. (Quelle:
de.wikipedia.org/wiki/Standardmodell)

sind das Produkt verschiedener Eigenschaftsfelder und miissen deswegen auch verschiedene
Indizes (i, j, k) tragen, die ihre Eigenschaften charakterisieren. Man unterscheidet ein

F4: 4-komponentiges ,Spinor-Feld‘ v;(P) mit Spin-Index i = 1,2, 3,4, das den Spin % dar-
stellt und das Erscheinen der Teilchen in der 4-dimensionalen Raumzeit beschreibt;

F3: 3-komponentiges ,Quark-Feld' ¢;(P) mit Farb-Index j = 1,2, 3, der die ,Farbladung’ der
starken Wechselwirkung trigt, die durch 8 Gluonfelder g/ (P) vermittelt wird;

F2: 2-komponentiger ,Isospin-Feld‘ v;(P) mit Index [ = 1,2, der die ,Isospin-Ladung‘ der
schwachen Wechselwirkung trégt, die durch die drei ,schwachen Vektorfelder Wj(P)
und Z)(P) vermittelt wird;

F1: 1-komponentiges ,Ladungs-Feld‘ e(P) ohne Index, das die Ladung (Stérke) der elek-
tromagnetischen Wechselwirkung trégt, die durch ein Photonenfeld ~,(P) vermittelt
wird.

Zudem gibt es das 4-komponentige Higgs-Feld H(P), das die Masse erzeugt, sowie drei Ko-
pien, ,Flavours' oder Familien der elementaren Teilchen (1.-3. Spalte in Abb. 5), die sich
nur in ihren Massen unterscheiden. Nicht alle Teilchen miissen alle Ladungen tragen, so dass
deren Teilchenfelder ¢ dann den entsprechenden Faktor im Produkt (12) und auch den dazu-
gehorigen Index nicht haben. Teilchen, die Farbladung tragen, nennt man Quarks; Teilchen,
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die keine Farbladung tragen, nennt man Leptonen. Bei manchen Teilchen braucht man aber
alle Indizes, z. B. fiir das ,up-Quark‘ (links oben in dem Schema von Abb. 5) mit Ladung 2/3
(Faktor e), Isospin (Faktor v;), Farbladung (Faktor ¢;) und Spin 1/2 (Faktor ;). Historisch
war die Entdeckung dieser elementaren Teilchen ein langer Prozess iiber 100 Jahre hinweg, der
sich im wesentlichen von der Identifizierung des Elektrons 1897 durch Joseph John Thomson
bis zur Messung des Higgs-Teilchens hinzog, dessen Nachweis am 4. Juli 2012 vom CERN
bekannt gegeben wurde.

Das Funktional 7 in Gl. (11) fiir die Abhéngigkeit des Energie-Impuls-Tensor von diesen
Teilchenfeldern 1 (P) ist ein zugegebenermafien komplizierter, aber doch explizit bekannter
Ausdruck, das sogenannte Standardmodell der Elementarteilchentheorie, das experimentell
vielfach iiberpriift und hervorragend bestétigt wurde. Das Funktional 7~ bestimmt nicht nur
den Energie-Impuls 7, (P) sondern auch die sogenannten Materie-Strome J3(P) im Punkt P
und durch verallgemeinerte Mazxwell-Gleichungen, die sogenannten Yang-Mills-Gleichungen

D"F?, = gJ(P) (13)
die Feldstéarke-Tensoren F3, = F[¢%] von Eichfeldern
¢n(P) e C (14)

analog wie der Einstein-Tensor G, = G[g,,] der Metrik g, (P) durch die Einstein-Gleichung
(8) und den Energie-Impuls 7, (P) bestimmt ist. Warum neben den Teilchenfeldern v (P)
(10) diese Eichfelder ¢ (P) als ein vollig neuer Typ von Feldern auftauchen, ist im Rahmen
des Standarmodells nicht erkldrbar. Auch die durch Messungen bekannten Werte der soge-
nannten universellen Kopplungsstédrken ¢ dieser Eichfelder an die Teilchenfelder, analog zu
der Gravitationskonstante  in der Einstein-Gleichung (8), sind unverstanden.

Auch hier ist dieser mathematisch-technisch schwierige Teil des Standardmodells fiir das
Versténdnis der Physik nicht relevant. Wichtig ist hingegen, dass das Funktional T [¢(P)] in
seinen Argumenten, den Teilchenfeldern v (P), eine iiberraschende Symmetrie aufweist, die
mathematisch durch die sogenannte Eichgruppe (,gauge group‘ )

SU(3) x SU(2) x U(1) (15)

beschrieben wird, deren Symmetrie-Transformation durch bestimmte Eichfelder

Photonenfeld ~,(P) fur U(1)-Symmetrie
¢, (P) = < schwache Vektorfelder W;(P), Zy(P) fiir SU(2)-Symmetrie (16)
Gluonenfelder ¢/, (P) fiir SU(3)-Symmetrie

parameterisiert werden kénnen. Das Konzept einer Eichsymmetrie wurde bereits 1918 von
Hermann Weyl gleich nach Einsteins Allgemeiner Relativitéitstheorie als eine notwendige Er-
weiterung der Riemannschen Geometrie vorgeschlagen [1, 8, 9], um Materie beschreiben zu
konnen. Wieso ausgerechnet diese Symmetrie (15) und genau die in Abb. 5 gezeigten elemen-
taren Teilchenfelder (12) existieren, ist aber weitgehend unverstanden und wird durch das
Standardmodell nicht erkldart. Die finite Geometrie bietet eventuell einen Erklédrungsgrund
in der Invarianz von Quadriken (7); siehe Kapitel 4. Geometrisch wird im Standardmodell
durch die Teilchenfelder die Raumzeit (per Hand) zu einem sogenannten Hauptfaserbiindel
(Prinzipalbiindel) erweitert, in dem die Eichfelder (14) einen ,geometrischen Zusammenhang’
definieren. Diese spezielle geometrische Struktur, deren Auftreten im Standardmodell nicht
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erklart werden kann, entsteht in der finiten projektiven Geometrie durch die Strukturierung
mit einer Quadrik auf natiirliche Weise, was in Kapitel 5 beschrieben wird.

Zusammenfassend kann man sagen, dass in einer kontinuierlichen Geometrie der Welt un-
geklart bleibt, woher der bekannte explizite Ausdruck 7 [¢)(P)] fiir den Energie-Impuls-Tensor
T,, in der Einstein-Gleichung (8) kommt. Dennoch werden die Allgemeine Relativitdtstheorie
und das Standardmodell als die beiden fundamentalen Sdulen des physikalischen Weltbildes
angesehen, da alle bekannten GesetzméBigkeiten der physikalischen Ph&nomene aus ihnen
hergeleitet werden konnen. Es ist heute kein einziger physikalischer Vorgang bekannt, der
zu messbaren Abweichungen von der Vorhersage dieser beiden Theorien fithrt. Wenn also
ein neuer (geometrischer) Ansatz die Allgemeine Relativititstheorie und das Standardmodell
begriinden kann, dann kann sie zu Recht als eine ,einheitliche’ Theorie der Welt bezeichnet
werden.

Suche nach einer einheitlichen Theorie physikalischer Phinomene

Ein wichtiger (dsthetischer) Grund, warum die meisten Physiker weder die Allgemeine Relati-
vitdtstheorie noch das Standardmodell als der Weisheit letzten Schlufl ansehen, ist die Kom-
pliziertheit ihrer mathematischen Beschreibung: nichtlineare, partielle Differentialgleichungen
wie die Einstein-Gleichung (8) und die Topologie von Hauptfaserbiindeln wie die lokale Eich-
gruppe (15) - zumal in ihrer kanonisch quantisierten Operatordarstellung als Quantenfeld-
theorien - sind nicht gerade als ;mathematisch einfach‘ zu bezeichnen. Von der ,,Harmonie der
Pythagoreer” ist dies sicherlich weit entfernt. Das hier vorgestellte Weltmodell ist deutlich
Jharmonischer’ und basiert auf wenigen Annahmen (i) -(vi) iiber die Natur von Ereignis-
punkten, die mathematisch im wesentlichen nur die Linearisierung quadratischer Formen ver-
wendet. Dabei kehren die einfachen Kegelschnitte von Apollonios zuriick in die fundamentale
Physik - allerdings nicht zur Beschreibung von Planetenbahnen wie bei Kepler, sondern als
ordnende Grundfigur der elementaren Ereignisse in der Welt.

,Schon’ oder auch nur einfach® ist das Standardmodell sicherlich nicht zu nennen und es
stellt sich natiirlicherweise die Frage, ob dieses uniibersichtliche Schema der Elementarteilchen
nicht einen tieferliegenden Grund in einer einfachen geometrischen Struktur der Welt hat.
Diese gesuchte Einheit von Raum, Zeit und auch Materie, die die Einstein-Gleichung (8)
mitsamt ihrer komplizierten rechten Seite, dem Energie-Impulstensor 7}, der Materie erklért,
konnte aber bisher nicht in einem adéquaten geometrischen Weltmodell formuliert werden.
Fiir dieses Ziel wurden zwar in den letzten 100 Jahren u.a. héhere Dimensionen der Welt
postuliert’, neue geometrische Objekte wie Strings und Branes eingefiihrt oder vollig neue
geometrische Strukturen wie ,Supersymmetrien‘ ausgedacht - aber bisher ohne Erfolg.

Eine Theorie, die die Quantenphysik aller fundamentalen Krifte und die Allgemeine Re-
lativitatstheorie der Gravitation vereint und damit alle bekannten physikalischen Phénomene
vollstandig beschreibt, wurde in der Vergangenheit oft als ;Weltformel* oder ,Theory of Every-
thing‘ (,Theorie von Allem‘ ) bezeichnet. Die meisten bekannten Physiker der 20. Jahrhundert
haben dazu Vorschlige gemacht, u. a. Albert Einstein und Werner Heisenberg (siehe Abb. 6)
mit sogenannten nicht-linearen Feldtheorien [15, 16]. In den 1970ziger Jahrer wurden soge-
nannte ,Grand Unified Theories' (GUTSs) vorgestellt, die eine Vereinigung der nicht-einfachen
Eichgruppen (15) in grofiere (umfassende) Symmetriegruppen wie z. B. die SU(5), die SO(10)
oder auch exotische Liegruppen wie E(8). Alle diese Versuche einer einheitlicheren Theorie als
das Standardmodell sind an der Uberpriifung ihrer empirischen Vorhersagen durch Experi-

97.B. in Kaluza-Klein-Theorien, aber auch in Stringtheorien und Supergravitationstheorien.
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jie Materie - Gleicht

Abbildung 6: Am 24. 2 1958 schlagt Werner Heisenberg im Gottinger Physik-Kolloquium
seine ,Weltformel* vor. Es ist eine nicht-lineare partielle Differentialgleichung fiir die Wellen-
funktion 1 in einer kontinuierlichen Raumzeit R%. Das hier vorgestellte finite Weltmodell Kg
stellt dagegen eine vollig neue Art von Physik dar, deren Naturgesetze allein auf Beziehungs-

relationen (i)-(vi) von Ereignispunkten beruht und keine Differentialgleichungen verwendet.
(Quelle: DPA / Giinter Bratke)

mente gescheitert. Insbesondere konnten viele Grand Unified Theories experimentell widerlegt
werden, weil sie einen Zerfall des Protons voraussagten, was aber nicht eintrat.

Es gibt mit Philip Anderson (More is Different, 1972) und Robert Laughlin (Abschied von
der Weltformel, 2007) auch prominente Kritiker der Hoffnung, dass es iiberhaupt eine einheit-
liche Theorie der Physik geben kann, da die Emergenz immer neuer Phanomene auch neue
Theorien nétig macht, die nicht auf eine fundamentale ,Theorie von Allem*‘ zuriickgefiihrt bzw.
reduziert werden konnten. Nun, so richtig die Bedeutung der Emergenz und der Notwendigkeit
ist, auf jeder neuen Komplexitdtsebene der Phénomene eigenstindige addquate Theorien zu
entwickeln, so kurzschliissig scheint die Folgerung zu sein, dass es keine einheitliche, fundamen-
tale Theorie geben kann. Ein Weltmodell basierend auf der finiten Geometrie von Ereignissen
versucht das Problem des Reduktionismus und Determinismus auf eine neue Weise zu l6sen,
indem es emergenten Phinomenen zukiinftiger Ereignisse alle Freiheit zugesteht (siehe Kapi-
tel 7). Das finite Weltmodell beruht auf einer scheinbar kleinen‘ Abweichung von Einsteins
Allgemeiner Relativitdtstheorie: die Annahme der Endlichkeit von Ereignispunkten P in der
Welt anstelle eines Kontinuums von Raumzeitpunkten.
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3 Ursprung der (341)-dimensionalen Welt:
geometrische Eigenschaften endlich vieler Punkte

Ich betrachte es aber als durchaus moglich, dass die Physik nicht
auf dem Feldbegriff begriindet werden kann, d.h. auf kontinuier-
lichen Gebilden. Dann bleibt von meinem ganzen Luftschloss in-
klusive Gravitationstheorie nichts bestehen.

Albert Einstein, Brief an Michele Besso vom 10. August 1954.

Die Annahme, dass die Welt nur aus endlich vielen Punkten besteht, hat enorme Vor-
teile in der mathematischen Modellierung physikalischer Phénomene. Eine Beschreibung ba-
sierend auf kontinuierlichen Geometrien R? scheint nidmlich unweigerlich Singularititen zu
erzeugen, bei denen physikalische GréBen unendlich grofi werden.!® So fiihrt im Rahmen der
Allgemeine Relativitatstheorie nach dem Penrose-Hawking-Theorem die Kriimmung der kon-
tinuierlichen Raumzeit R? zu einem ,Gravitationskollaps‘, in dem Trajektorien von Teilchen
einfach enden!'. Auch im Rahmen der Quantenfeldtheorie fiir elementare Teilchen fiihrt nach
dem Haagschen Theorem jede Storungstheorie von Teilchen in einem kontinuierlichen Raum
zu Widerspriichen, so dass jedes Wechselwirkungsbild inkonsistent ist bzw. mathematisch
gar nicht existiert.'? Diese unphysikalischen Konsequenzen der Mathematik kontinuierlicher
Geometrien wurden in der Physik bisher gerne ignoriert - trotz ihrer Bedeutung, das Stan-
dardweltmodell grundlegend in Frage zu stellen.

Durch die Annahme einer finiten Geometrie wird dagegen eine fundamentale Skala ein-
gefiihrt, die jede dieser mathematischen Inkonsistenzen auf natiirliche Weise vermeidet. Al-
lerdings hat es sich als duflerst schwierig erwiesen, ein finites Weltmodell zu formulieren, das
empirisch addquat ist. Ein vereinzelter Versuch wurden um 1950 von Gustav Jarnefelt und
Paul Kustaanheimo vorgeschlagen [17, 18], aber bald auch wieder aufgegeben. Neuere finite
Ansitze wie die ,,Causal Set Theory* von Rafael Sorkin haben bisher leider bei weitem nicht
den Grad mathematischer Modellbildung erreicht, der z. B. eine Herleitung der Allgemeinen
Relativitétstheorie oder des Standardmodells auf grofien Skalen erlauben wiirde, um dadurch
ein empirische Adaquatheit nachweisen zu kénnen. Noch viel spekulativer sind das ,,Cellular
Automaton Model“ von Gerard 't Hooft, die ,,Digital Physics* von John Archibald Wheeler,
David Finkelstein’s ,,Space-Time Code®, Pierre Noyes’s ,,Bit-string physics®“ oder Carl Fried-
rich von Weizséicker ,, Ur-Theorie®. Allen diesen Ansétzen ist gemeinsam, dass ihnen keinerlei
Kontakt zur empirisch Welt gelungen ist. Der hier vorgestellte Ansatz entfernt sich von den
Konzepten der Allgemeinen Relativitdtstheorie dagegen nicht sehr weit, sondern nutzt nur
die spezifischen Eigenschaften finiter Geometrien, um im Rahmen der ART nicht nur Raum,
Zeit und Gravitation, sondern auch Materiefelder geometrisch beschreiben zu kénnen. Um
die Moglichkeit dieser Antwort auf die Frage nach einer einheitlichen Theorie zu motivie-
ren, lohnt es sich, zuerst Losungen fiir Fragen zu finden, die im Rahmen der Allgemeiner
Relativitédtstheorie und des Standardmodells bisher gar nicht bzw. kaum gestellt wurden.

10Allein dass die Kontinuumshypothese (Georg Cantor, 1878) im Standardrahmen der Axiome einer
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre weder widerlegt (Kurt Godel, 1938) noch bewiesen (Paul Cohen, 1963) werden
kann, sollte einen vorsichtig bei der Verwendung reeller Zahlen fiir die Beschreibung der Wirklichkeit machen.

HKausalgeodiitische Unvollstindigkeit der kontinuierlichen Mannigfaltigkeit

12Grund ist die Translationsinvarianz der Vakuumpolarisation, die die Nichtexistenz unitéirer Aquivalenz
von Darstellungen impliziert.
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Ungeldste Probleme und ungestellte Fragen

Schon 1917 - gleich nachdem Albert Einstein die Natur von Raum und Zeit in Frage gestellt
hatte, stellte Paul Ehrenfest (zudem) fest, dass nun auch die Dimensionalitit des Raumes zu
einer physikalischen Frage wurde [14]:

Welche Rolle spielt die Dimensionalitit des Raumes in den Grundgesetzen der
Physik? , Warum hat unser Raum gerade drei Dimensionen* oder anders gefragt:
,, Welche singulédren Vorkommnisse unterscheiden die Physik des R3 von der in den
iibrigen R,,7“ So gestellt, sind die Fragen vielleicht sinnlos, jedenfalls fordern sie
zur Kritik heraus.

Den entscheidenden Punkt hat er und auch Einstein dabei leider iibersehen: der kontinuierliche
Raum R? zeigt kaum Besonderheiten in verschiedenen Dimensionen, wohl aber der endliche
Raum Kﬁ, bei dem die Dimension 4 besonders ist.'? Warum sollen wir davon ausgehen, dass der
Raum kontinuierlich ist? Das hier vorgestellte Weltmodell will zwar im wesentlich den Ideen
von Albert Einstein folgen - aber mit dem entscheidenden Unterschied in der Annahme, dass
die Welt aus endlich vielen Punkten aufgebaut ist. Insbesondere wurden in der kontinuierlichen
Geometrie R? der ART und des Standardmodells bestimmte Eigenschaften der Metrik g,
einfach vorausgesetzt, obwohl man sie durchaus in Frage stellen kann:

Woher kommt iiberhaupt die Zeit, bzw. warum gibt es genau nur eine Zeitdimension und
nicht mehrere oder keine? In der ART ist ,Zeit‘ eine notwendig vorausgesetzte Dimension
der Welt, in einer finiten Geometrie folgt sie aus der Aquivalenz quadratischer Formen
(siche A unten).

Wieso leben‘ wir in drei Dimensionen des Raumes? In der ART ist die Dimension d
ein willkiirlich festgelegter Parameter, in einer finiten Geometrie folgt sie aus der Nicht-
Existenz von Eikorpern fiir d > 4 (siehe B. unten).

Warum gibt es iiberhaupt Materie, bzw. was ,ist* Materie eigentlich geometrisch? In der
ART und dem Standardmodell ist Materie keine geometrische Eigenschaft der Welt,
sondern eine eigensténdige Entitdt, die sich im Raum bewegt. In einer finiten Geome-
trie folgt die Existenz von Materiefeldern aus den zusétzlichen Freiheitsgraden einer
notwendig projektiven Geometrie (siehe C. unten und Kap. 4).

Warum erfahren wir ein rdumliches Kontinuum des Raumes? In der ART werden die
Punkte P der kontinuierlichen Welt R? durch reelle Zahlen R dargestellt, was ein Kon-
tinuum unmittelbar impliziert. In einer finiten Geometrie entsteht eine scheinbare Kon-
tinuierlichkeit der Raumzeit nur auf groflen Skalen (siehe Kap. 5).

Warum zeigt die Materie Quanteneigenschaften, bzw. warum koénnen Teilchen ver-
schwinden oder enstehen und sich gegenseitig iiberlagern? Im Standardmodell muf3
zusitzlich angenommen werden, dass Teilchenfelder @2) ,quantisiert’ werden miissen
d.h. mathematisch ausgedriickt, dass sie Operatoren 1(P) und nicht einfach klassische
Felder ¢(P) sind. Niemand weif allerdings, was dies fiir die Einstein-Gleichung (8) be-
deuten soll, wenn links und rechts in der Gleichung mathematisch verschiedene Objekte
stehen? In einer finiten Geometrie folgt die Quantisierung aller Teilchenfelder aus der

13 Auch fiir kontinuierliche Mannigfaltigkeiten ist die Dimension d = 4 ein Sonderfall: fiir d < 3 sind sie stets
geometrisierbar und fiir d > 5 klassifizierbar.
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geometrischen Struktur der Welt, die aus einer Raumzeit als Basis und Feldern als
Fasern besteht. (siche Kap. 6).

e Warum gibt es iiberhaupt eine Geometrie, bzw. wofiir stehen ,Punkte’ und ,Linien‘?
In der ART wird der Raumzeit (nicht den Absténden in ihr) ontologisch Realitét als
eine topologische Mannigfaltigkeit zugesprochen. Der topologische Raum ist quasi eine
préexistente Biihne, in der die Materie und die Metrik sich bewegt und alles Geschehen
vor sich geht. Eine finite Geometrie erlaubt eine andere Ontologie, die einen Prozess
von Ereignissen anstelle der Existenz von Dingen zum Grund der Welt erklart, was der
Erfahrung von Freiheit in einer offenen Zukunft besser entspricht (siche Kap. 7).

e Wie kommt Neues in die Welt, bzw. welche zukiinftigen Ereignisse sind durch die Geo-
metrie der Welt festgelegt? Im Standardmodell sind die Teilchenfelder (12) eindeutig
durch Anfangswerte bestimmt.!* Ein Laplacescher Damon kennt daher nicht nur die
Vergangenheit sondern auch schon die Zukunft vollstdndig, bzw. die Wahrscheinlichkei-
ten aller moglichen Ereignisse. In einer finiten Geometrie von Ereignissen ist die Zukunft
dagegen prinzipiell offen (siehe Kap. 7).

Um diese neuen Antworten geben zu konnen, miissen wir die Unterschiede zwischen kon-
tinuierlichen und finiten Geometrien betrachten, da letztere interessante Alternativen zum
Standardmodell bieten.

Unterschiede kontinuierlicher und finiter Geometrien

Trotz der gemeinsamen Grundlage sind die beiden geometrischen Modelle, die kontinuierliche
Mannigfaltigkeit R? und die endliche Punktmenge Kg, in ihren Eigenschaften sehr verschieden.
Ein wichtiges Beispiel dafiir ist die Losbarkeit der 2-dimensionalen quadratischen Gleichung
r? + y* = —1. Sie ist mit reellen Zahlen (z,y) € R? nicht 16sbar, wohl aber iiber endlichen
Kérpern (z,y) € K2, so da8 quadratische Formen @ in finiten Geometrien deutlich ,grofier
sind, d. h. mehr Punkte enthalten als in kontinuierlichen Geometrien. Die Bedeutung wird an
drei geometrischen Fragen deutlich:

Warum kénnen Kreise in Hyperbeln iibergefiihrt werden? Weil 22 + y?> = —1 lésbar in Kg
ist, gibt es Koordinatentransformationen, die eine jede quadratische Form in eine beliebige
andere iiberfiihrt und insbesondere auch die Transformation aller quadratischer Formen (6)
in die kanonische Form (17) erlaubt.

Warum gibt es Kugeln in beliebigen Dimensionen? Weil 22 + y?> = —1 keine Losung im R?
hat, sind lineare Unterrdume in quadratischen Formen nicht erlaubt und ein Unterschied in
der Dimension kontinuierlicher Rdume nicht mehr vorhanden. Die Gleichung ist aber sehr
wohl in Rédumen {iber endlichen Kérpern K, 16sbar, was komplexere Formen von Quadriken
in héheren Dimensionen zulaft.

Warum sind Winkel zwischen Geraden nicht bereits durch Absténde zwischen Punkten fest-
gelegt? Weil 2° +y* = —1 mehr Lésungen im K2 als in R? hat, sind selbst bei festgehaltenen
Absténden noch Transformationen der Richtungen moglich. So ist auch das Zentrum einer
Ellipse nicht bereits durch die Ellipsenpunkte festgelegt wie in der euklidischen Ebene, son-
dern erst durch Definition von Winkeln zwischen Geraden.

14Diese determinierende Kausalitit kommt von der globalen Hyperbolizitit der relevanten partiellen Diffe-
rentialgleichungen: Die Werte auf einer Cauchy-Hyperfliche der Raumzeit erlauben eindeutige Retrognosen
und Prognosen.
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Abbildung 7: Ein Lichtkegel priagt der Welt eine kausale Struktur auf: er markiert (lokal)
alle Punkte vergangener Ereignisse, die ein Lichtsignal an einen bestimmten Zeit- und Raum-
punkt (;hier und heute') schicken kann. In der kontinuierlichen Raumzeit R'™ ist der (ho-
rizontale) rdumliche Querschnitt notwendigerweise ein Kreis (d = 2) bzw. eine Kugel fir
einen 3-dimensionalen Raum. In finiten Geometrien Kg hat der rdumliche Querschnitt aber
fiir Dimensionen d > 4 eine zylindrische Form und enthélt auch ganze Dimensionen bzw.
Raumrichtungen, die gar nicht mehr als Raum wahrgenommen werden kénnen, da Raum-
zeitpunkte auf dem Lichtkegel nicht voneinander unterschieden werden kénnen. (Quelle:
de.wikipedia.org/wiki/Lichtkegel)

Diese geometrische Struktur quadratischer Formen in finiten Geometrien ist der tiefere mathe-
matische Grund, warum physikalische Aussagen iiber die Dimensionalitéit des wahrnehmbaren
Raumes und die Existenz einer Zeitkoordinate moglich sind:

A. Aquivalenz: Wihrend es in kontinuierlichen Geometrien verschiedene Typen von Qua-
driken gibt (Kegelschnitte wie Kreis, Ellipse, Hyperbeln), sind sie in finiten Geometrien
stets hyperbelartig.'®> Man kann in finiten Geometrien KZ stets ein solches Koordina-
tensystem verwenden, in dem die Menge aller Nachbarpunkte an Stelle der allgemeinen
Form (6) die ,kanonische‘ quadratische Form

s =—po+pi+p3+p; bzw. s*=—t"+pl +p5+ps (17)

15Das Theorem von Sylvester iiber die Invarianz der Signatur einer quadratischen Form gilt nicht in finiten
Geometrien, so dass alle quadratische Formen dquivalent und durch geeignete Koordinatentransformationen
ineinander iiberfithrbar sind. Zwar kann auch der Charakter w = {0,1,2} einer Quadrik @ nicht veréndert
werden, in geraden Dimensionen d = 2n ist der Charakter aber stets w = 1, widhrend man in ungeraden
Dimensionen d = 2n + 1 zwei Typen, w = 0 und w = 2 unterscheiden miiflte. Insbesondere in 4 Dimensionen
haben aber alle Quadriken den Charakter w = 1 und damit eine Signatur (-4+++) wie die Minkowski-Metrik,
d. h. eine finite Welt hat notwendigerweise einen Lichtkegel.
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mit s = £1 erfiillt. Hier ist die Koordinate p, ausgezeichnet, da sie die einzige mit
einem Minuszeichen in der Form ist, weshalb sie ein eigenes Symbol ¢ anstelle von pq
erhélt und als ,Zeitkoordinate® bezeichnet wird. Es ist allein dieses Minuszeichen, was
die Zeit in der Relativitdtstheorie vom Raum mit seinen drei Koordinaten p;, p, und
ps unterscheidet. Allerdings muf} die spezielle Signatur (-4+++), d.h. die Anzahl der
negativen und positiven Vorzeichen in der quadratischen Form (17) postuliert werden
und kann durch die Relativitdtstheorie im Kontinuum nicht weiter begriindet werden.
In finiten Geometrie folgt dies dagegen aus der Aquivalenz aller quadratischen Formen.

. Existenz von Eikoérpern: Wihrend in kontinuierlichen Geometrien R? es stets auch
eiformige’ Quadriken (Kreis, Ellipse, Kugel,...) gibt, enthalten sie in finiten Geome-
trien Kg immer auch ganze Geraden, wenn die Dimension der Welt gréfler als 3 ist.
Das bedeutet insbesondere, dass der Lichtkegel (siehe Abb. 7) in hoheren Dimensionen
keine (sphérischen) ,Kegel‘ mehr sind, sondern (zylindrische) ,Keile‘, die ganze linea-
re Unterrdume enthalten, die alle weiteren als die drei bekannten Raumdimensionen
verschlucken‘.'6 In anderen Worten, die Punkte in héheren Raumdimensionen haben
keinen Abstand voneinander und kénnen gar nicht rdumlich unterschieden werden, da
sie alle Jlichtartig® miteinander verbunden sind. Hohere Dimensionen ,vergrofiern‘ daher
nur den Lichtkegel, nicht aber den Raum auflerhalb von ihm.

. Winkelmafle: Wihrend in kontinuierlichen Geometrien R? mit der Quadrik @ nicht
nur Absténde zwischen Punkten, sondern stets auch Winkel zwischen Geraden und
Ebenen festgelegt sind, miissen diese in finiten Geometrien K;l durch die Bestimmung
von ,Nachbarlinien‘ und ,Nachbarebenen‘ extra definiert werden. Mit anderen Worten,
es gibt nicht nur eine Quadrik @ fiir Punkte, sondern eine ganze Sequenz von Quadriken
Q*, die die Anordnung von Geraden (k = d — 1), Ebenen (k = d — 2) und Riumen (k =
d—3) bestimmt.'” Die Anordnung von Nachbarschaft ist deswegen in finiten Geometrien
aufwendiger, weil die moglichen Symmetrie-Transformationen des Raumes nicht durch
weitergehende Kontinuumsannahmen eingeschriankt sind und die ordnungserhaltenden
Transformationen erst durch Quadriken QF definiert werden miissen. Es bietet sich an,
allen parallelen Geraden einen gemeinsamen ,Punkt im Unendlichen‘ zuzuordnen und
die Menge K¢~! aller dieser ,Unendlichkeits-Punkte' zu den normalen‘ Punkten K¢
hinzuzunehmen. Genauso kann man alle parallelen (d — k)-dimensionalen Ebenen durch
zusétzliche Punkte K’; repréasentieren, so dass die finite Geometrie Kg eigentlich ein
groferer Raum, der sogenannte projektive Raum

PKI=KIUKI'U---UK] (18)

ist (siehe Abbildung 9), wobei jeder Unterraum K’; durch eine eigene Quadrik Q* fiir die
notwendige Festlegung von Nachbarschaften der (d — k)-dimensionalen Ebenen struktu-
riert ist.

Es ist etwas ungewohnlich, sich vorzustellen, dass der so anschauliche Euklidische Raum R?
mathematisch betracht eigentlich eine hochspezialisierte Geometrie mit vielen zusétzlichen

6Der projektive Index ¢(Q) einer quadratischen Form gibt die maximale Dimension der Unterriume in Q
an und ist in finiten Geometrien Kg durch ¢(Q) = (w + d — 3)/2 gegeben mit dem Charakter w = {0, 1,2}
einer Quadrik @. Fiir d > 4 ist g > 1, so dass kein Eikorper (ohne ganze Unterrdume) mehr existiert.

1"Die Isometriegruppe einer reellen Metrik ist stetig, wihrend in finiten Geometrien eine Permutation von
Linien und Hyperebenen (gerade, d.h. lineare Unterrdume) méglich ist, deren Anordnungen daher durch
zusétzliche (entartete) quadratische Formen festgelegt werden miissen.
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Annahmen iiber den Zusammenhang (Topologie), die Abstande (Metrik) und Ordnung der
unendlich vielen Punkte ist, die viele geometrische Aspekte einer Menge Kg von endlich vielen
Punkte schlicht zum Verschwinden bringen. Die wenigen und einfachen Annahmen (i)-(iv)
iitber die Nachbarschaft endlich vieler Punkte erlauben dagegen noch Eigenschaften, die spe-
zifische Unterschiede z. B. in verschiedenen Dimensionen méglich machen.

Existenz des Lichtkegels: Dimensionalitit von Raum und Zeit

Alle Metriken g, weisen in finiten Geometrien also notwendigerweise genau eine Zeitkoordina-
te auf und sind dariiberhinaus dquivalent, d. h. unterscheiden sich nur durch die Konvention,
welche Koordinatenwerte den Punkten zugeordnet werden. In dieser Welt gibt es offensicht-
lich Punkte, die den Abstand s = 0 vom Ursprung O bei t = 0 und p; = ps = p3 = 0
haben. Man nennt sie den Lichtkegel, da er die Orte im Raum angibt, die ein Lichtblitz im
Ursprung durchlaufen wiirde. Zu jedem Zeitpunkt ¢ ist es eine Kugel im Raum mit Radius
p? + pi + p3 = 2, die also im Laufe der Zeit konzentrisch anwichst. In Abbildung 7 ist ein
Vergangenheits-Lichtkegel gezeigt, der alle Punkte angibt, in denen ein Lichtblitz ausgesendet
einen bestimmten Ort zu einer bestimmten Zeit (,hier und heute') erreicht.

Mathematisch driickt sich die Aquivalenz aller quadratischen Formen darin aus, dass man
durch eine einfache Wahl geeigneter Koordinaten p, jede Quadrik anstelle der Matrixform (7)
in die Minkowski- Einheitsmatrix

~1 0 0
0 1 0

I=| o (19)
0 0 1

bringen kann, d.h. dass die Komponenten der Metrik g;; in der Matrix (7) alle Null sind
bis auf die Diagonalelemente goo = —1, g11 = 1, g2 = 1, g33 = 1. Die notwendige Existenz
eines Lichtkegels liegt an dem Minuszeichen im ersten linken oberen Eintrag, weshalb wir
dieses wichtige Vorzeichen auch im Index von I_ vermerken im Unterschied zur Standard-
Einheitsmatrix I, bei der nur positive Einser auf der Diagonale stehen.

Die drei geometrischen Unterschiede A-C erlauben nun eine logisch stringente Argumen-
tation, dass ein Weltmodell, das auf einer Geometrie endlich vieler Punkte beruht, notwendi-
gerweise

A. genau eine Zeitdimension und damit einen Lichtkegel enthélt;

B. héchstens drei Raumdimensionen zeigt, da jede hohere Raumdimension in finiten
Geometrien vom sogenannten Lichtkegel ,verschluckt’ wird und daher als Raum nicht
sichtbar ist;

C. projektiv mit zusatzlichen Freiheitsgraden in Geraden- und Ebenenanordnungen ist,
die als Materie- bzw. Eichfelder interpretierbar sind.

In Abbildung 9 ist eine solche 2-dimensionale finite Geometrie gezeigt, die aus 49 Weltpunk-
ten, einem 2-dimensionalen Lichtkegel (zwei Geraden aus gelben Punkte) und projektiven
Freiheitsgrade als Punkte im ,Unendlichen® (aulerhalb des Punktequadrates) zeigt.
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Abbildung 8: Ein Hyperboloid besteht aus Geraden, die ,gekippt‘ im Kreis herumgefiihrt
werden. Wihrend in kontinuierlichen Geometrien es in jeder Dimension Kugeln unter den
Kegelschnitten gibt, in denen keine Geraden eingebettet sind, enthalten in finiten Geometrien
fiir d > 3 quadratische Formen stets lineare Unterrdume. Durch eine geeignete Wahl von
Koordinaten, kénnen daher im Lichtkegel ganze Unterrdume identifiziert werden, was fiir
eine Begriindung der Dreidimensionalitidt des Raumes herangezogen werden kann.

4 Ursprung der Materie:
Vielfalt einer inhomogenen Welt

Scheinbar ist Farbe, scheinbar Siifligkeit, scheinbar Bitterkeit:
wirklich nur Atome und Leeres.
Demokrit, Fragment 125

Die Annahme endlich vieler Punkte ist wohl das einfachste geometrische Modell, das die
Grundeigenschaften einer geordnet zusammenhéngenden Welt erfiillt. Eine notwendige lo-
gische Konsequenz der vier oben genannten Annahmen (i)-(iv) ist, dass die Welt aus drei
Raumdimensionen und einer Zeitdimension besteht - mehr ist bisher nicht gefolgert, insbeson-
dere wissen wir noch nichts iiber die moglichen Eigenschaften von Materie in dieser Welt. Seit
der Antike mit den Atomisten Leukip und Demokrit von Abdera wurde die Materie von Zeit
und Raum getrennt, der nur als leerer Behilter vorgestellt wurde, in dem sich punktférmige
Teilchen bewegen und damit die Vielfalt der Erscheinungen der Materie hervorbringen. Hei-
senberg meint, dass die moderne Physik diesen Grundgedanken teilt, und stellt durchaus
bedauernd fest:

Die alte groBartige Idee, dal Raum und Zeit gewissermafien von der Materie auf-
gespannt und mit ihr wesensgleich seien, hat in der Demokritischen Lehre keinen
Platz.

Das scheint allerdings etwas kurzgeschlossen, da man sehr wohl versuchen kann, Raum, Zeit
und Materie gemeinsam zu beschreiben, wenn man die Interpretation der atomaren Teilchen
als Substanzen hinter sich 148t und sie mehr als elementare Bestandteile einer geometrisch
strukturierten Welt versteht.
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Abbildung 9: Eine 2-dimensionale finite Geometrie Kf, kann man sich als ein Quadrat von p?
Punkten vorstellen (hier p = 7). Der Lichtkegel zum zentralen Punkt (,hier und heute*) besteht
aus den zwei Geraden aus gelben Punkten, die ein 2-dim. Schnitt des in Abb. 7 gezeigten 3-
dim. Lichtkegels sind. Die Quadrik (Nachbarpunkte zum Zentrum), d.h. die Losungsmenge
der quadratischen Gleichung 1 = —p3 + p? (siehe Gl. (17) fiir d = 2) sind als rote Punkte
eingezeichnet. In einer finiten Ebene miissen nicht nur die Punkte, sondern auch die Geraden
explizit angegeben werden (siche C.): sie werden hier durch zusétzliche Punkte ,auerhalb’
des Quadrates der n? Weltpunkte symbolisiert. (Quelle: Alexander Laska)

Wechselwirkungen: Nachbarschaftssymmetrie

Geht man davon aus, dass die Welt von jedem Punkt aus betrachtet ,gleich® aussieht, dann
ware sie tatséchlich ziemlich einfach und vor allem leer. Diese Annahme der Gleichheit in je-
dem Punkt ist aber gar nicht notwendig, denn mit den vier obigen Annahmen ist es durchaus
vertriglich, dass die Nachbarschaftsordnung an jedem Punkt eine andere ist. Denn die Fest-
legung von Nachbarn legt nicht die weiteren Nachbarpunkte der Nachbarn fest. Mit anderen
Worten, man kann in jedem Punkt P eine andere Quadrik (quadratische Form) Q(P) haben,
die seine Nachbarpunkte festlegt, ein sogenanntes Quadrik-Feld QQ(P). In der Physik spricht
man seit Michael Faraday von einem ,Feld’ wenn eine physikalische Gréfle - wie bei einem
,Getreidefeld* oder wie bei dem in Abb. 13 gezeigten ,Faserbiindel’ - sich in jedem Ort P
befindet. So hat z.B. das elektromagnetischen Feld E (P) in jedem Punkt P eine Feldstérke
E , das u. a. eine Kraft auf eine Ladung ausiibt, die sich in P befindet. Wie bei einem Getrei-
defeld kann ein physikalisches Feld ,gleichméflig geordnet’ oder wild durcheinandergewirbelt
sein. Nun ist aber nicht jede beliebige Nachbarschaftsordnung an jedem Punkt moglich, da
sonst alles in unabhéngige Punkte zerfallen und gar nichts zusammenhéngen wiirde. Es ist
sinnvoll, eine Symmetrie der Nachbarschaftsbeziehung als fiinfte Annahme zu fordern:

(v) ein Nachbarpunkt eines Punktes hat als Nachbar auch diesen Punkt.

Umgangssprachlich bedeutet dies, dass man immer der Nachbar seines Nachbarn ist. So selbst-
verstindlich diese Annahme klingt, so weitreichend ist ihre Konsequenz: sie impliziert, dass
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Garn Filamente

glatt stark leicht
gebogen gebogen Wwirbelt

Abbildung 10: Die Uberlagerung von Fiden zu einer texturierten Welt, um bestimmte physi-
kalische Erscheinungsformen zu erzeugen, ist bei Stoffen ein altbekanntes Verfahren (Quelle:
de.wikipedia.org/wiki/Texturierung).

die Quadriken ,zusammenhéngen‘, die Materiefelder untereinander wechselwirken, was sym-
bolisch durch die Wechselwirkungsrelation

P =QoQ(P) (20)

geschrieben werden kann. Die Verkniipfung @) o ) bedeutet, dass der Schritt zum néchsten
Nachbarn (€ Q) auf der gleichen Linie wiederholt wird - allerdings in die umgekehrte Richtung,
d.h eine involutive Hintereinanderausfithrung darstellt. Nur aufgrund der Annahme (v) gibt
es ein Netzwerk von Nachbarschaftsbeziehungen.

Ein wichtiger Test der Annahme (v) wire, sie als das finite Analogon der Einstein-
Gleichung (8) und des Energie-Impuls-Tensors (11) im Standardmodell zu zeigen. Zuerst
miifite die Beziehung (9) geklirt werden, d.h. die genaue Funktion G|-| zwischen der Me-
trik g, - gegeben durch eine Quadrik in der finiten Geometrie - und dem Einsteinschen
Kriimmungstensor G, der kontinuierlichen Raumzeit hergeleitet werden (siche S1 auf Sei-
te 59). Zweitens miiite dann zudem der Energie-Impuls-Tensor 7),, durch die Freiheitsgrade
einer Quadrik Q(P) ausgedriickt werden, d.h. die genaue Funktion 7[-] in einer finiten Geo-
metrie abgeleitet werden (siehe S3). Dies ist gerade die Aufgabe, vor der die Forschung zu
finiten Weltmodellen steht und die im Abschnitt 5 iiber den Kontinuumslimes ausfiihrlicher
diskutiert wird. Niemand weifl zum jetzigen Zeitpunkt, ob dies gelingt, oder ob die Annahme
(v) durch eine andere ersetzt, oder gar der ganze finite Ansatz modifiziert werden muf. Die
Funktionen G[-] und 77| sind zwei der momentan fehlenden Puzzelsteinchen, deren Fehlen
das Scheitern des ganzen Ansatzes bedeuten wiirde. Die weiteren Schritte S1-S3 fiir einen
Test des finiten Weltmodells werden wir unten auf S. 59 im Kapitel ,Auf dem Weg zum
Standardmodell® diskutieren.

Linearisierung der Wechselwirkung: elementare Wellenfunktionen

Das hier vorgestellte Weltmodell beruht einzig auf der Strukturierung von Punkten durch
quadratische Formen, dem Feld von Quadriken Q(P), das die Nachbarschaft jeden Punktes P
angibt. Die sogenannte ,Feldtheorie’ der Physik versucht, die moglichen Konfigurationen von
physikalischen Feldern zu beschreiben, die Felder Q(P) moglichst vollstéindig zu klassifizieren.
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Eine elegante Methode dafiir stellt die ,Linearisierung’ von quadratischen Formen dar. Aus
der Aquivalenz aller quadratischen Formen (siche A. oben) folgt, dass diese Quadriken

Q(P) = VY(P)I_¥(P) (21)

durch eine Transformationsmatrix (Projektivitéit) W(P) dargestellt werden kénnen, die quasi
die ,\Wurzel der quadratischen Form Q(P) ist.'® Mathematisch sind die Wurzeln ¥(P) wie
die Quadrik (7) eine Matrix, d.h. ein quadratisches Schema. Dieses kann als eine lineare
Abbildung eines Punktes X € ‘BKg d. h. eines linearen Schemas (2) auf einen anderen Punkt
X' = U (P)X verstanden werden kann:

o o(P)

N . d d . L1 . xll(P)
(P):PK » PK!  mit  U(P) - (22)

T z4(P)

Anschaulich stellen die Transformationsmatrizen W(P) eine ,Deformation‘ der kanonischen
Form (17) dar, analog wie im Anschauungsraum eine Ellipse ein ,deformierter’ Kreis ist.
Die Punkte X des Kreises werden dabei durch W(P) auf Punkte X'(P) einer Ellipse mit
Mittelpunkt P ,verschoben‘.

Die Starke der mathematischen Sprache ist neben ihrer Exaktheit, die Fahigkeit einfa-
che Verfahren zu verallgemeinern und dadurch neue Beschreibungsmoglichkeiten zu schaf-
fen. Das Ziehen der Wurzel einer Zahl ist von der elementaren Schulmathematik vertraut;
die Erweiterung des Konzeptes auf andere mathematische Objekte als einfachen Zahlen war
oft ein wichtiges Erkenntnismittel. Bereits Paul Dirac stand 1928 bei der Formulierung ei-
ner relativistischen Quantentheorie vor dem Problem eine ,Wurzel‘ aus einer quadratischen
(Dispersions-)Relation zu ziehen, was ihn mit Hilfe von Gamma-Matrizen zur Formulierung
der beriihmten Dirac-Gleichung fiir elementare Teilchen fiihrte und ihn motivierte, die Exi-
stenz von ,Antimaterie’ wegen der zusétzlichen (symmetrischen) Losungen zu postulieren.
Auf diese ,Linearisierung’ der quadratischen Nachbarschaftsordnung (iv) bzw. der Quadrik
Q(P) durch ¥(P) werden wir im Kapitel 6 iiber Quantenphdnomene zuriickkommen und eine
Erklarung der sogenannten Bornschen Regel (54) fiir die Wahrscheinlichkeitsinterpretation
des Betragsquadrats |1|* einer komplexen Wellenfunktion 1) € C versuchen. Denn auch die
komplexen Zahlen C kommen in die Physik durch das Problem, fiir die Darstellung der Wellen-
funktionen eine Wurzel von der negativen Einheitszahl —1 ziehen zu miissen, um sogenannte
,unitdre Transformation® eines physikalischen Zustandes zu erlauben. Zunéchst miissen wir
aber kliaren, was die ,Wurzeln‘ ¥(P) einer Quadrik Q(P) physikalisch bedeuten.

Wieviele verschiedene Nachbarschaftsordnungen gibt es, die eine durch die Einheitsquadrik
(19) gegebene, homogene Ordnung storen? Hier impliziert die Geometrie endlich vieler Punkte
eine eindeutige Antwort:!¥ Da die Ordnung nicht nur von 0-dimensionalen Punkten (d—k = 0),

8Die Verkniipfung ist die iibliche Matrixmultiplikation mit der Minkowski-Einheitsquadrik I_ in Gl. (19),
d.h. eine Koordinatentransformation mit ¥(P). Eine beliebige Quadrik @ ist durch p + 1 Punkte und ei-
ne Projektivitit ¥ durch d + 2 Bildpunkte eindeutig festgelegt (Hauptsatz der projektiven Geometrie). Die
zusitzlichen Freiheitsgrade in ¥ erlauben Isometrien wie Translationen mit Tilt (Eichtransformationen) und
Lorentz-Transformationen.

Die Symmetriegruppe PGL(d,K) der d-dimensionalen projektiven Geometrie besteht im wesentlichen
aus der allgemeinen linearen Gruppe GL(d + 1,K) der reguliren (d 4+ 1) x (d 4+ 1)-Matrizen. Diese 148t sich
neben den Translationen und Lorentz-Transformationen vor allem in k-dimensionale Tilt-Transformationen
zerlegen, wobei k die Dimension des Darstellungsraumes der dazugehorigen Materiefelder ist: Spinoren (k = 4),
Quarkfarben (k = 3), Isospin (k = 2) und Ladung (k = 1).
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sondern auch von 1-dimensionalen Linien (d—k = 1), 2-dimensionalen Ebenen (d—k = 2) und
3-dimensionalen Raumen (d — k = 3) gestort werden kann, kann man die Inhomogenitéten

QN(P) = WM (P)IEUH(P) (23)

in Gl. (21) mit der k-dimensionalen Einheitsquadrik I* danach klassifizieren, welche Quadrik
Q" in der Sequenz (18) von k-dimensionalen Unterrdumen K¥ betroffen ist, wobei ¥*(P) nur
in PKF operiert. Die Stérung W' (P) von Q' kann durch eine 1-komponentige Funktion e(P)
parametrisiert werden, von W?(P) zusiitzlich durch eine 2-komponentige Funktion v;(P), von
U3(P) zusitzlich durch eine 3-komponentige Funktion ¢; und von W*(P) zusétzlich durch
eine 4-komponentige Funktion ;. Diese Funktionen entsprechen gerade den beobachtbaren
Typen F1-F4 von Teilchenfeldern v in Gl. (12), die nun aber eine rein geometrische Bedeutung
erhalten:

F4: 4-komponentiges ,Spinor-Feld* ¥;(P) legt die Quadrikpunkte Q*(P) und damit in jedem
Punkt P eine Nachbarrelation als Ordnung fest;

F3: 3-komponentiges ,Quark-Feld* ¢;(P) legt die Nachbarlinien Q*(P) in P fest und definiert
damit im affinen Raum parallel gemif3 W*(P) fiir alle Linie L durch P ihre Winkel
zueinander;

F2: 2-komponentiger ,Isospin-Feld* v;(P) legt die Nachbarebenen Q*(P) in P fest und be-
stimmt damit wie Ebenen zueinander orientiert sind;

F1: 1-komponentiges ,Ladungs-Feld* e(P) legt ¥!(P) und damit die Zeitachse im Verhiltnis
zum Raum in der Welt fest.

Zusammenfassend kann man die Teilchenfelder wie die Quadrik @) in Gl. (7) in ein quadrati-
sches Schema (22), eine Transformationsmatrix

ho =1 =1 —t3  —iy
v q3 qz q1
U(P)=|v2 @ hy @ra qn (24)
Y3 @@ @1 hs  gqane
Yy g3 @2 qrie  hy

ordnen. Die Anordnung der Teilchenfelder folgt einem bestimmten Schema, den Lichtkegel-
und Ladungeigenzustandskoordinaten, das unten durch die fundamentalen Wechselwirkungs-
symmetrien G(k) erklart wird. Wir kénnen aber jetzt schon ein paar Spezialfille erkennen:

e Leptonen: ¢; = ¢o = q3 (Farb-Singulett), so dass W(P) farbneutral und invariant unter
G(3) ist;

- rechtshéndiges Elektron: v, = v, (Isospin-Singulett), so daB W(P) nur geladen ist,
da ¥ (P) invariant sowohl unter G(3) als auch G(2) ist;

- linkshéndige Leptonen: v; # vy (Isospin-Dublett), so dal W(P) nicht invariant
G(2) ist;

- Neutrinos: e = 0 wechselwirkt nur schwach, da elektromagnetisch neutral;

e Quarks: ¢; # 2 # g3 (Farb-Triplett) tragen nur‘Drittelladung, da ¢, nicht an e koppelt;
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e Dunkle Materie: ¢; = 0, v, = 0, e = 0 beschreibt ein Teilchen mit Spinor v; # 0, dass
aber keinerlei Ladungen trigt und daher mit keinem anderen Teilchen wechselwirkt.

Wenn ¥ (P) zu einem Nachbarpunkt P € Q(X) von X transformiert, dann sind die Teilchen-
felder notwendigerweise normiert,

—

wobei die Kopplungskonstanten ¢; (Ladungen wie z. B. ¢c3 = e) die raumartigen Absténde in
der komplementéren Quadrik @)~ festlegen, wobei die Normierung fiir @; immer auf 1 gesetzt
werden kann. Allerdings kénnen fiir andere Punkte P andere jinvariante Massen‘ h; auftreten,
so dass die Massen-Disperionsrelationen

V2=hd F=htP=hE=h (26)

gelten, wobei das Higgs-Feld h; immer so normiert werden kann, dass h;(X) =1 und hy = 1
ist (Normierung einer Projektivitit). Das Higgs-Teilchen ist besonders, da es nur auf der
Diagonale lebt’ und daher weder Spin, noch Ladungen trdgt und mit den anderen Teilchen
nur durch die Dispersionsrelation (26) iiber die Masse koppelt.

Die im Standardmodell per Hand eingefithrten Teilchenfelder (12) sind nach dieser geo-
metrischen Deutung daher nicht etwas, was zusétzlich zu Raum und Zeit hinzukommt und
sich in ihnen verdndert, sondern sie driicken gerade durch die Transformationsmatrix W(P)
(bzw. durch das in (21) bestimmte Quadrikfeld Q(P)) die Struktur von Raum und Zeit aus:
das Vorhandensein von Teilchen ist eigentlich nur eine bestimmte Textur der jeweiligen An-
ordnung von Punkten, Geraden und Ebenen. Ihre physikalischen Eigenschaften wie z. B. ihre
Ladung, Masse oder Spin sind dann bestimmte geometrische Parameter dieser Stérung einer
homogenen Weltstruktur, deren Werte aus den geometrischen Annahmen (i)-(v) abgeleitet
werden konnen. Diesen wichtigen Test des finiten Weltmodells werden wir unten im Kapi-
tel 8 ,Auf dem Weg zum Standardmodell“ unter den Punkten W1-W8 weiter diskutieren.
Auch wenn dieser Test noch nicht bestanden wurde, eroffnet dieses finite Weltmodell neue
Denkmoglichkeiten: wie bei Textilien durch Kréauselung der Fasern sehr verschiedenes Ausse-
hen erzielt werden und selbst Kunststoffe den Charakter von Naturfasern erhalten konnen, so
wird die Strukturierung der Weltpunkte als vielfaltige Erscheinungsweisen der Materie wahr-
genommen. Hingegen ist in kontinuierlichen Geometrien diese Bedeutung von Teilchenfeldern
(12) gar nicht moglich, da die Struktur der Welt bereits durch eine Metrik g,, eindeutig
festgelegt ist (siche den Unterschied C. Winkelmafle auf S. 21 in dem Abschnitt iiber die Un-
terschiede kontinuierlicher und finiter Weltmodelle). Dies geniigt, um in der Allgemeinen Rela~
tivitdatstheorie die Gravitation als geometrischen Effekt zu beschreiben, fiir die Erklarung der
anderen Teilchen mit ihren Kréaften bzw. Wechselwirkungen sind in kontinuierlichen Welten
aber keine Freiheitsgrade mehr iibrig, da die zusiitzlichen Quadriken Q*(P) im Unendlichen
mit ihren Stérungen W*(P) nicht (unabhiingig) vorhanden sind.

Doch wo finden sich in finiten Geometrien die in Abbildung 5 aufgefiithrten Eichbosonen:
die Gluonenfelder g/,(P), schwachen Vektorfelder W (P) und Z}(P) sowie das Photonenfeld
v,(P)? Hermann Weyl meinte in seinem Buch Raum - Zeit - Materie von 1918, dass die Allge-
meine Relativitatstheorie strikter lokalisiert werden miifite, als das Einstein getan hat, indem
auch der Paralleltransport in jedem Punkt definiert wird und invariant unter Eichtransfor-
mationen formuliert werden miifite. Er erkannte, dass das Photonenfeld v, (P) dann als ein
notwendiges Fichfeld (14) zur komplexwertigen Wellenfunktion angesehen werden muf [9]:
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v iibernimmt jetzt die Rolle, welche in jener alten Theorie das Einsteinsche ds
spielte. Es scheint mir darum dieses nicht aus der Spekulation, sondern aus der
Erfahrung stammende neue Prinzip der Eichinvarianz zwingend darauf hinzuwei-
sen, dafl das elektrische Feld ein notwendiges Begleitphénomen nicht des Gravita-
tionsfeldes, sondern des materiellen, durch v dargestellten Wellenfeldes ist.

Um dies zu verstehen, miissen wir auf ein wichtiges Prinzip der Physik zu sprechen kommen,
das fiir die Feldtheorie im 20. Jahrhundert leitend war: die Symmetrien physikalischer Ge-
setzméfBigkeiten insbesondere der Eigenschaften der elementaren Teilchen in Abbildung 5. Es
war neben Felix Klein und Emmy Noether vor allem Hermann Weyl, der die Bedeutung von
Symmetrien in der Physik erkannte und deswegen 1925 eine Darstellungstheorie der kontinu-
ierlichen Lie-Gruppen entwickelte, insbesondere der unitdren und orthogonalen Gruppen, die
fiir die Eichsymmetrie (15) des Standardmodells zentral wurde.

Symmetrie: Translationen, Eich- und Lorentztransformationen

Bereits bei der mathematischen Bestimmung der Nachbarschaftsrelation in Gl. (4) haben wir
ausgenutzt, dass die Losung einer quadratischen Gleichung zwei Losungen haben kann. So
kann z. B. die Lésung von 22 = 1 sowohl 2 = 1 als auch z = —1 sein. Mit anderen Worten legt
eine quadratische Gleichung die Losung nicht eindeutig fest, sondern 148t eine Wahl zwischen
zwei ,gleichen‘ Losungen. Natiirlich sind die zwei Losungen nicht gleich, sondern gemeint ist
gleichwertig’, da sie durch die sie bestimmende Gleichung nicht unterschieden werden. Die
quadratische Gleichung (21) ist komplizierter als 2> = 1, da die mathematischen Objekte
nicht einfache Zahlen x sind, sondern es sich bei  und ¥ um Matrizen wie das in Gl. (7)
dargestellte Schema handelt. Deswegen ist die Menge gleichwertiger Losungen auch deutlich
grofer und besteht aus den sogenannten Isometrien Wy, die die ,Einheitsgleichungen'

I = U1, (27)

erfiillen, wobei links die Minkowski-Einheitsquadrik (19) steht, die bei Matrizen der 1 bei Zah-
len entspricht.?’ Eine Losung ¥, dieser quadratischen Gleichung gibt eine Transformation des
Koordinatensystems an, die die quadratische Form @ in Gl. (6) und damit die Nachbarschafts-
relation (iv) nicht &ndert. Anschaulich entspricht eine solche Symmetrie-Transformation einer
Quadrik der Drehung eines Kreises im kontinuierlichen Anschauungsraum, d. h. einer Trans-
formation des Kreises, die seine Form nicht verédndert, ihn z. B. nicht in eine Ellipse deformiert,
was eine beliebige Transformationsmatrix ¥ tun wiirde. Die Menge solcher gleichen Lésungen
Uq bilden die Symmetriegruppe der Welt

S — {\Ijo ‘ qjé[,qjo — I,} y (28)

die alle Abbildungen enthélt, die Nachbarn eines Punktes nur auf andere Nachbarn abbilden.
Die Anzahl dieser Isometrien ist nun nicht zwei wie bei 2 = 1, sondern sehr gro8 und beinhal-
tet nicht nur Rotationen des Raumes, sondern auch sogenannte Lorentz-Transformationen und
Translationen mit Tilt (Eichtransformationen), auf die wir am Ende von Kapitel 5 genauer zu
sprechen kommen, da sie fiir das symmetrische Schema der Elementarteilchen in Abbildung

20Djese Gleichung mufl in projektiven Riumen mit homogenen Koordinaten nur bis auf einen konstanten
Faktor N erfiillt sein, d.h. NI_ = W4T ¥, mit N € K,,. Dies wird fiir die Quantisierung eine wichtige Rolle
spielen, da N eine ,Besetzungszahl’ darstellt.
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5 verantwortlich sind.?! Die Existenz solcher Symmetrie-Transformationen ¥, liegt im finiten
Weltmodell also allein an der quadratischen Struktur (6) der Nachbarschaftsbeziehung (iv),
die viele Linearisierungen durch Transformationen ¥ als Losungen von Gl. (21) erlaubt.

Lorentz- und Eichtransformationen

Ohne in die Details der Klassifizierung dieser Symmetrie-Transformationen ¥y zu gehen,
miissen fiir das weitere Verstiandnis des finiten Weltmodells ihre Eigenschaften diskutiert wer-
den, da in ihnen - wie Hermann Weyl oben generell feststellte - die interssante geometrische
Struktur erst sichtbar wird. Zunéchst gibt es die sogenannten Lorentz-Transformationen

WA (X) = (/3 (1)) s, (29)

die nicht nur die Minkowski-Einheitsquadrik 7 (19), sondern auch den gewéhlten ,Zen-
trumspunkt X invariant (unveréndert) lassen, wobei die d x d-Matrix A die Gleichung
I = ATEMA erfillen muB und daher eine Einheitswurzel in d — 1 Dimensionen ist.??
Die Menge der Lorentz-Transformationen bildet eine Unterruppe der Symmetriegruppe (28)
bzgl. der Hintereinanderausfiihrung, die sogenannte finite Lorentzgruppe

L(d) :={W¥y |[NI_A=1} C S=G_(d) (30)

mit der Dimension dim L(d) = @. Es gibt aber noch mehr Symmetrie-Transformationen
des Wechselwirkungsgesetzes (20), da es ,quadratisch® ist. Offensichtlich kann das Wechsel-
wirkungsgesetz auch invariant bleiben, wenn die Nachbarpunkte P’ = Q(P) eines beliebigen
Nachbarpunktes P € Q(X) von X miteinander vertauscht werden, da X = QoQ(X) invariant
bleibt, wenn der Punkt X wie auch P bei diesen Transformationen nicht verdndert werden.

Diese sogenannten Fich-Transformationen
Vp(X,P) = \Ilffl(_xu)\lll“(xu) (31)

lassen sich durch zwei (spezielle) Transformationsmatrizen

Up(a,) = <é 3) s, (32)

darstellen, die die Einheitsgleichung Iﬁf‘l = Ftlj'f_ll“ erfiillen. Sie lassen sowohl X und P als
auch die Wechselwirkungsrelation Q o Q(X) in Gl. (20) invariant, aber nicht Q(X) oder Q(P)
einzeln. Die wesentliche Grofle, die unter diesen Eichtransformationen aber invariant bleibt,
ist der Schnitt

QX P) = Q(X)NQ(P) € PW(X, P) (33)

der beiden ,wechselwirkenden’ Quadriken Q(X) und Q(P) in den benachbarten Punkten
X und P, die entartet vollstdndig in einem linearen (projektiven) k-dimensionalen Unter-
raum PWE (X, P) liegen. Die Menge der Eich-Transformationen (31) bilden wie die Lorentz-
Transformationen (29) bzgl. der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die sogenannte finite

21Die finiten Lorentztransformationen A sowie die finite Eichtransformationen sind Untergruppen der all-
gemeinen linearen Gruppe GL(d+ 1,K). Wihrend die Lorentztransformationen auch die Hyperebene H* im
Unendlichen invariant lassen, nutzen die Eichtransformationen die Quadrikpunkte im Unendlichen um eine
Isometrie ¥y in Gl (27) mit einem Tilt von H* zu realisieren.

2ZFiir Symmetrien W (d.h. Q ist invariant) impliziert die Invarianz von X (Lorentz-Transformation), dass
auch die Hyperebene im Unendlichen und damit der Parallelitdtsbegriff invariant ist.
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FEichgruppe
G(k) == {Vp(X,P) | Vp(X,P) = V' (—z,)Vr(z,) } (34)

wobei alle Eichgruppen zusammen eine Produktstruktur
G(3) x G(2) x G(1) (35)

haben wie die fundamentale Eichgruppe (15) des Standardmodells. Die Anzahl dim(G(k))
der Generatoren G, von Eichtransformationen Wp(X,x,) im k-dimensionalen Raum PKE ist
dim(G(k)) = k* — 1 (bzw. dim(G(1)) = 1) und entspricht damit gerade fiir ¥ = 3 der Anzahl
8 von Gluonenfeldern gL(P), fiir k£ = 2 der Anzahl 3 der schwachen Wechselwirkungsfelder
W(P) und Z)(P) sowie fiir k = 1 der Anzahl 1 des elektromagnetischen Feldes v, (P) (Pho-
ton) in Abbildung 5. Diese Symmetrie-Transformationen, bzw. die sogenannten Generatoren
GL ((bZ(P)) der finiten Eichgruppe (34) lassen sich daher parameterisieren durch sogenannte
vektorielle Fichfelder (16)

Yu(P) fir k=1
gbZ(P) = Wui(P), ZE(P) fir k=2 (36)
g%.(P) fir k=3

Es ist bemerkenswert, dass das Wechselwirkungsgesetz (20) offensichtlich invariant unter den
Symmetrie-Transformationen (28) ist, da diese gemé&f ihrer Definition (27) und Gl. (21) die
Quadrik Q(X) bzw. ihr ,Quadrat’ Qo Q(X) gar nicht &ndern. In dem Wechselwirkungsgesetz
betrifft die Lorentz-Transformation nur die Invarianz des 1. Argument, d. h. nur von Q(X) und
X (so dass X = QoQ(X) automatisch erfiillt ist), wéhrend eine Eichtransformation auch das
2. Argument verwendet, d. h. Q(P) und Q(X) synchron so transformiert, dass X = Qo Q(X)
giiltig bleibt. Eine beliebige Transformationsmatrix ¥ dndert aber sehr wohl Q(X), so dass das
Wechselwirkungsgesetz (20) eine Einschrankung an mogliche Felder ¢;(P), ¢;(P), v(P) und
e(P) in Gl. (24) bedeutet. Es bleibt ein wichtiger Schritt zu zeigen, dass diese Einschrankungen
gerade die gemessenen Wechselwirkungen (11) des Standardmodells sind (siche S2 unten auf S.
59). Zu jedem Typ der elementaren Teilchen wiirde sich dann diese Nachbarschaftssymmetrie
als eine Kraft duBleren, die wir als Gravitation (k = 4), starke (k = 3), schwache (k = 2) und
elektromagnetische (k = 1) Wechselwirkung kennen. Das, was wir in der Natur als Kréfte
erfahren, sind also Zwangsbedingungen (Restriktionen) an mogliche Nachbarschaftsordnungen
von Punkten, Geraden und Ebenen, die wir in verschiedene Kraftarten zwischen elementaren
Teilchentypen klassifizieren kénnen.

Charakterisierung homogener Geometrien: Translationen

In der Physik spricht man von einem ;homogenen Feld* Q(P) von quadratischen Formen bzw.
von einer einfachen homogenen‘ Welt, wenn das Feld aus lauter verschobenen (&dhnlichen)
quadratischen Formen besteht. Genauer ausgedriickt, wenn die Transformationsmatrix W (P)
fiir die Quadrik (21) in jedem Punkt P jnur' eine Parallelverschiebung nach P ist.?> Wie die

ZBTranslationen sind in projektive Geometrien eindeutig definiert bzgl. einer ,Hyperebene im Unendlichen®,
die als duale Hyperebene zum Zentrumspunkt O einer Quadrik Q(O) gegeben ist. Translationen sind - nach
den Isometrien - die niichstbeste’ Symmetrie: sie lassen neben dem affinen Raum auch die Quadrik Q* im
Unendlichen, d.h. fiir Geraden und Ebenen invariant. Sie werden daher in Kapitel 5 zur Definition einer
Jeeren und flachen Raumzeit B¢ verwendet. Eichtransformationen lassen zusiitzlich Q invariant, aber nicht
mehr den affinen Raum (bzw. die Hyperebene im Unendlichen).
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Isometrien S in Gl. (28) bilden auch diese Transformationen eine Gruppe, die Translations-

gruppe
T = {¥7 | ¥y verschiebt alle Punkte parallel um 7" € K¢} . (37)

Albert Einsteins zentrale Idee in der Allgemeinen Relativitéitstheorie war, dass die Inhomo-
genitdt der Raumzeit, d.h. ihre Kriimmung in der Welt als physikalisches Phdnomen der
Gravitation wahrgenommen wird [7]. Eigenschaften der Materie, z. B. ihre Schwere, werden
damit zu geometrischen Figenschaften des Raumes, in dem sie sich bewegen. Wechselt man
- aus obigen Griinden - die Annahmen iiber die Geometrie des Raumes von einer kontinu-
ierlichen Mannigfaltigkeit R? zu einer Menge Kg endlich vieler Punkte, ist sogar eine noch
viel weitreichendere Folgerung moglich: die Einheit von Materie mit Raum und Zeit. Die fi-
nite Welt KZ ist notwendig projektiv und hat dadurch mehr Freiheitsgrade, die nicht nur als
Kriimmung der Raumzeit, sondern auch als materielle Freiheitsgrade der Welt verstanden
werden konnen.?* Was wir als Materie und Krifte wahrnehmen, sind nach diesem Welt-
modell nur geometrische Krimmungen von zusammenhéngenden Punkten. Es gibt keinen
prinzipiellen Unterschied zwischen Raum, Zeit und Materie; alle drei sind nur verschiedene
Erscheinungsweisen einer inhomogenen Welt von Punkten, die Nachbarpunkte haben. Diese
Nachbarschaftsordnungen legen fest, welche Weltstruktur wir als Raum wahrnehmen, was als
Zeit erfahren oder als Krifte von Materie erleben. Die materiellen Freiheitsgrade sind da-
bei solche Nachbarschaftsordnungen, die eine homogene Ordnung der Welt stéren, d.h. die
Punkte zu JKlumpen anhéufen’ und die Linien kriuseln‘ wie in einem kunstvollen Gewebe
(siche Abbildung 10). Homogen ist ein Feld Q(P) von Quadriken, wenn die Quadrik Q(P)
an P durch Translation ¥ (P) aus der Quadrik Q(O) am Urspung hervorgeht. Jede andere
Transformationsmatrix W, die nicht eine Isometrie W ist, fithrt zu Inhomogenitéaten der Welt,
die als Teilchenfelder erfahrbar sind.

Doch ganz so einfach ist es in endlichen Geometrien Kg nicht, da dort im Unterschied zu
kontinuierlichen Geometrien R? sogar die homogenen Riaume sehr kompliziert aussehen und
keineswegs einfach mit unserem homogenen Anschauungsraum vergleichbar sind. Wie dieser
aus einer endlichen Punktmenge K¢ entsteht, muff nun untersucht werden.

5 Ursprung des Raumzeitkontinuums:
Nihe und Nachbarschaft

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk.
Leopold Kronecker, Vortrag 1886.

Nach der Einfithrung der Materie als Deformationen der Welt, miissen wir uns wieder
der homogenen finiten Welt zuwenden, bei der es noch einiges zu kldren gibt. Denn das in
Abbildung 9 gezeigte Beispiel einer finiten Ebene K2 sieht nicht gerade aus wie unser kontinu-
ierlicher Anschauungsraum und die roten Quadrikpunkte in Abbildung 11 (links) entsprechen
nicht dem, was wir iiberlicherweise als Kreis oder Hyperbel betrachten. Warum kénnen wir
also in diesem finiten Modell iiberhaupt erwarten, eine (von Materie leere) Welt auf grofien
Skalen als eine kontinuierlich wahrgenommene Raumzeit beschreiben zu kénnen? Wie kommt
man auf natiirliche Weise von ganzen natiirlichen Zahlen zur Beschreibung eines Kontinuums?

24Die Idee einer projektiven (kontinuierlichen) Raumzeit hatte bereits Oswald Veblen 1930 im Anschlufl an
die Vereinheitlichung von Gravitation und Elektromagnetismus durch Theodor Kaluza und Oskar Klein.
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Und warum gibt es iiberhaupt einen Unterschied zwischen Materie sowie Raum und Zeit, wenn
alles nur geometrische Storungen sind? Das Problem der Ordnung in endlichen Geometrien
(Korpern) ist vermutlich das schwierigste Kapitel dieses alternativen Weltmodells.

Ordnung und Umgebung: Topologie finiter Geometrien

Warum beobachten wir einen scheinbar andauernd vor uns liegenden Raum und eine ste-
tig fortschreitende oder ruhig flieende Zeit - im Gegensatz zu den komplex verdnderlichen
Zustdnden der Materie? Permanent erscheint etwas dann, wenn es bei all den Verdnderungen
,gleich® bleiben kann. Eine notwendige Voraussetzung dafiir ist, dass zumindest Drehungen der
Blickrichtung oder Verschiebungen des Standpunktes einer Beobachtung nicht zu Anderungen
der Geometrie des Raumes fithren. Das ist zwar fiir unseren Anschauungsraum der Fall, nicht
aber in finiten Geometrien Kg, da die Begriffe ,Umgebung’ und ,Nachbarschaft’ auseinan-
derfallen und nicht mehr Ahnliches bezeichnen. Der Grund liegt mathematisch darin, dass
zwar fiir eine kontinuierliche Geometrie wie z. B. den Euklidischen Raum R? eine Topologie
(Theorie der Ndhe bzw. der Umgebung) aus einer Metrik (Theorie der Nachbarschaft) ab-
geleitet werden kann, in endlichen Geometrien KZ aber das eine nicht natiirlicherweise aus
dem anderen folgt. Man kann zwar fiir endliche Mengen stets die diskrete Topologie, bei der
alle Punkte isoliert sind, definieren, viel gewonnen hat man dadurch aber nicht, da sie keine
weitere Struktur, z.B. der Nachbarschaft impliziert. Wir werden daher zuerst eine Neuord-
nung der Punkte vornehmen, bevor fiir einen Kontinuumslimes eine addquate topologische
Struktur eingefithrt wird.

Eine irritierende Konsequenz der Geometrie endlich vieler Punkte ist, dass die Ordnung
der Punkte, die durch die Nachbarschaftsdefinition gegeben ist, nicht die einzige implizierte
(existierende) Ordnung ist. Betrachtet man nédmlich wie in Abbildung 11 die fiir eine qua-
dratische Form bendtigten Quadrate der Abstinde von Punkten und sortiert sie nach den
grofer werdenden Werten ihrer Quadratabsténde, dann ist dies in Kg eine andere Ordnung
als wenn man nur gemif den (nicht quadrierten) Absténden sortiert.”® In kontinuierlichen
Geometrien tritt dies nicht auf, da die Quadrierung zweier reeller Zahlen ihre Grélenordnung
nicht umdreht, sehr wohl aber in finiten Geometrien Kg. So sind in Abbildung 11 zwei ver-
schiedene Auftragungen der gleichen finiten Ebene K2 mit n* = 59* Punkten zu sehen: links
sind die Nachbarpunkte (Quadrik @) des zentralen Punktes gezeigt, wie sie ,weit’ in der
Ebene verstreut liegen, wiahrend rechts die Ebene so geordnet ist, dass die Nachbarpunkte,
d.h. die Quadriken @ jhalbwegs glatte’ Geraden bilden. Diese fehlende Eindeutigkeit von
Anordnung von Punkten ist wohl der Grund gewesen, warum finite Geometrien Kg seit ihrer
Entdeckung am Ende des 19. Jahrhunderts nicht fiir Modelle der Physik herangezogen wurden.
Die Uberlagerung verschiedener Ordnungen widersprach zu sehr der alltéiglichen Anschauung
in der klassischen Welt. Erst die Entdeckung von Quantenphénomenen lief es zu, auch iiber
eine Uberlagerung von Zustianden der Materie nachzudenken und letztendlich auch iiber eine
Uberlagerung von Raumen und Zeiten, was im folgenden Abschnitt 6 genauer betrachtet wer-
den soll. Zuerst muf3 allerdings eine Ordnung in die finite Geometrie Kg so eingefiihrt werden,
dass unser klassischer Anschauungsraum in ihr erkennbar wird.

In unserem Anschauungsraum unterscheiden wir kaum zwischen den Begriffen ,N&he® und
JNachbarschaft’ (,Angrenzer’ , Nebenzimmer‘), zwischen Umgebung (,vicinity*,,vicinal‘, ne-

%Der mathematische Grund ist die Zyklizitdit der multiplikativen Gruppe K}, des Primkorpers K, was
erlaubt, dass das Quadrat einer Zahl kleiner als die Zahl selber ist. In den kontinuierlichen reellen Zahlen R
ist dagegen die Abbildung des Quadrierens ordnungserhaltend.
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Abbildung 11: Eine 2-dimensionale Ebene K2 mit p* Punkten (p = 59). Die blauen Punkte sind
die Losungsmenge der Gl. (17) mit s* = —1, wihrend die roten Punkte die Quadrik zu s = 17
(s> = 53 = —6) und die griinen zu s = 20 (s* = 46 = —13) darstellen. Die Geometrie endlich
vieler Punkte ist auf den ersten Blick verwirrend: (a) die Nachbarpunkte zu dem zentralen
Punkt in der Mitte liegen in der gesamten Ebene vertreut, wenn nach den Koordinaten in
einer Basis B = (Bj, By) von zwei ausgwéhlten Nachbarpunkten B; und By geordnet wird
(linearer Spann T%(B) von B). (b) die Ordnung nach den Quadraten der Koordinaten fiihrt
die Nachbarpunkte auf Geraden zusammen. Diese Uberlagerung unterschiedlicher Ordnungen
scheint der geometrische Grund fiir Quantenphdnomene zu sein. (Quelle: Alexander Laska)

ar’ oder close by‘) und unmittelbarer Angrenzung (,neighbourhood‘, ,adjacent’ oder mnext
to'). Wenn etwas ,benachbart’ oder jangrenzend‘ ist, dann ist es auch jnahe‘ (Jlokal‘) und
umgekehrt. In finiten Geometrien KZ kénnen dagegen Nachbarn ,nicht-lokal® verteilt und weit
weg sein sein wie z.B. in Abb. 11 links gezeigt. Insbesondere kann sich die Umgebung ei-
nes Punktes, d.h. die ihn lokal umgebenden Punkte, komplett verdndern, nur allein durch
Verénderung der Schrittrichtungen. Es gibt sehr viele Anordnungen der Punkte, die durch
einen einfachen Wechsel der Basis B entstehen. Das ist anders im Euklidischen Raum R?, in
dem durch ein Basiswechsel (z. B. Drehung der Achsen) keine ,Umordnung' der Punkte statt-
findet (da der Koordinatenwechsel stetig ist). Wéhrenddessen ordnet in finiten Geometrien
jeder Basiswechsel die Punkte um. In diesen verwirrenden Nachbarschaftsrelationen einer fi-
niten Geometrie mufl daher ein Raumkonzept gefunden werden, das eine (unter Symmetrien)
,stabile Lokalitéat zeigt.

Eine Umgebung, d. h. ein ,Bereich um einen Ort, bezeichnet diejenigen Punkte, die man
durch ,wenige® Schritte entlang von fest gewdhlten Richtungen erreichen kann, wihrend eine
Nachbarschaft diejenigen Punkte sind, die durch eine Quadrik geordnet den Abstand 1 ha-
ben, d.h. benachbart sind. In finiten Geometrien KZ liegen diese Nachbarpunkte aber in der
Regel nicht in der Umgebung eines Punktes, d.h. kénnen nicht auch durch wenige Schritte
in andere Richtungen erreicht werden (siche Abb. 11(a)). Die Umgebung eines Nachbarpunk-
tes ist komplett verschieden von der Umgebung des Ausgangspunktes. Der Grund liegt in
der quadratischen Form (6) der Nachbarschaftspunkte, die zwei verschiedene Ordnungen der
Punkte erlaubt; eine lineare und eine quadratische:
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e lineare Basisordnung: Wihlen wir z. B. in einer Ebene zwei Nachbarpunkte (bzw.
Richtungen) eines Zentrumspunktes aus (sieche Abbildung 11 links) und ordnen alle an-
deren Punkten nach der Anzahl der Schritte, die man bené6tigt, um dorthin zu gelangen
- entlang den zwei ausgewéhlten Richtungen. Mathematisch gesprochen wéhlt man eine
Basis B = {B,- -, By} und betrachtet ihre lineare Hiille (Spann) T¢(B), die eine lokale
Umgebung definiert, basierend auf der linearen Ordnung der Koordinaten. Im Gegen-
satz zu kontinuierlichen Geometrien fiihrt die Wahl von zwei anderen Nachbarpunkte als
Referenzrichtungen allerdings zu komplett verschiedenen Umgebungspunkten, d.h. die
Jokalen‘ Punkte einer Umgebung héngen von der Wahl der Basis B von d ausgewéhlten
Richtungen B; ab, in die man eine gewissen Anzahl von Schritten geht. Es gibt daher
sehr viele lineare Hiillen-Umgebungen zu jedem Punkt, die verschiedenen linea-
ren Welten oder besser ,Weltbldattern® entsprechen. Nur alle Weltblatter {ibereinander
gelegt, ergeben die gesamt Welt, was man vielleicht mit Abbildung 15 illustrieren kann.

Eng verwandt mit dem Begriff einer Umgebung ist der Begriff der Lokalitét: Eigenschaf-
ten, die ,nur® auf eine bestimmte Umgebung bezogen sind, nennt man Jokal*, wihrend
bei ,globalen‘ Eigenschaften nie eine geeignet ausgewihlte Umgebung gefunden werden
kann, um sie zu bestimmen. ,(Lokalitdt’ hdngt in finiten Geometrien von der Wahl der
Jokalen‘ Nachbarpunkte ab, d. h. von der gewéhlten lineare Hiillen-Umgebung. Lokalitét
ist daher etwas anderes als Nachbarschaft.

e quadratische Nachbarordnung: Wir konnen die Nachbarn aber auch so sortieren,
dass sie geméaf ihres quadratischen Abstandes (6) ,beieinander’ liegen (siehe Abb. 11
rechts). Mit anderen Worten, wir definieren die Raumpositionen der Nachbarpunkte
mit der quadratischen Invariante s2, so dass die Nachbarschaftsrelation stabil unter
Symmetrie-Transformationen ist. Dafiir miissen wir (anstelle der Koordinaten der Punk-
te selber wie in Abb.11 links) nur die Quadrate der Koordinaten (sogenannte Quadrat-
oder Quadrikkoordinaten - wie in Abbildung 11 rechts gezeigt) auftragen, in denen die
quadratische Nachbarordnung ,linear® ist. Diese Ordnung gibt die metrische Stuktur ei-
ner Quadrik an, die allen lokalen Hiillen gemeinsam ist, die bei jedem Koordinatenwech-
sel erhalten bleibt und auf grofle Skalen in den vertrauten kontinuierlichen Minkowski-
raum iibergeht (siehe Abbildung 12). Allerdings sind Nachbarn von zwei benachbarten
Punkten nicht unbedingt auch nahe beieinander liegend, sondern kénnen tiberall (in ei-
ner linearen Hiille) liegen: Punkte z. B. einer Geraden oder Ebene, die man schrittweise
von Nachbarpunkt zu Nachbarpunkt durchlduft, d.h. der lokale Spann (Hiille) liegen
weit im Raum verstreut.

Fiir einen ,alltagstauglichen‘ (gemeinsamen) Umgebungsbegriff ist es aber sinnvoll, dass nicht
nur die Nachbarn in ihr sind (wie in der quadratischen Nachbarordnung), sondern auch die
Nachbarn der Nachbarn (wie in der linearen Hiillen-Umgebung). Dies ist in finiten Geometrien
aber nur fiir eine Untermenge von Punkten moglich, die wir nun genauer bestimmen wollen.

Struktur finiter Geometrien: Basisraum und Fasern

Diese verschiedenen Ordnungen und Umgebungsbegriffe motivieren, eine geeignete Darstel-
lung der finiten Geometrie Kg zu suchen, die einerseits ihre verschriankte, nicht-lokale Uberlagerungsstruktur
anschaulich macht, andererseits auch einen Raum definiert, der unserem Anschauungsraum
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Abbildung 12: Darstellung der Quadrikpunkte in der quadratischen Nachbarordnung. Im Kon-
tinuumslimes geht die Quadrik im Basisraum B? in die hyperbolischen Kegelschnitte der Min-
kowski Raumzeit iiber. Rechts ist Kg fiir p = 10007 zu sehen, wobei die reelle Wurzel aus den
Quadratkoordinaten gezogen wurde, die links fiir p = 59 gezeigt sind. (Quelle: A. Laska)

mit seiner eindeutigen Ordnung und Topologie entspricht?S.

Ordnungsstruktur der Welt: Basisraum

Wie bereits bei der Diskussion der Symmetrien in Kapitel 4, wo die Translationen (37) nur
durch die Auswahl eines affinen Raumes (einer Hyperebene im Unendlichen) definiert werden
konnten, so bietet es sich nun an, bestimmte Raumzeit-Punkte X € B? fiir einen finiten
Anschauungsraum oder Basisraum B? C Kg auszuwéhlen und alle anderen Punkte P €
Kg\IB%Z der finiten Geometrie Kg nur durch ihre Nachbarschaft Q(X) zu diesen Punkten mit
einzubeziehen. Dies entspricht der Definition, was ein Jeerer Raum’, d. h. das ,Vakuum‘ sein
soll, némlich der finite Anschauungsraum B¢, und was Materie ,ist‘, ndmlich die vielfiltigen
Freiheitsgrade der Nachbarschaftspunkte P € Q(X) zu den Raumzeit-Punkten X € B?. Dass
wir iiberhaupt so etwas wie einen Jeeren Raum‘ wahrnehmen, liegt an den Wechselwirkungen
(v) der Quadriken, die gebundene Systeme hervorbringen, die den finiten Anschauungsraum
]B%g auf groflen Skalen zu einem persistenten Ereignis machen, denn makroskopische Korper
kénnen als gebundene Systeme nicht so ohne weiteres den Anschauungsraum verlassen. Dass
dies tatséchlich so ist und eine klassische Raumzeit existiert, mufl aber erst noch im finiten
Weltmodell gezeigt werden (siehe unten das Problem W8 in Abschnitt 8).

Nun kommen wir zu der entscheidenden Frage, wie die Raumzeit-Punkte X € B? fiir
einen finiten Anschauungsraum B¢ ausgewihlt werden sollen. Das entscheidende Kriterium
ist die Ubereinstimmung der Nachbarschaften und linearen Umgebungen, d. h. der Basisraum
mufl als diejenige Untermenge von Punkten in Kg identifiziert werden, fiir die lineare und

26Dje mathematische Disziplin Topologie klirt, was zusammenhéngt; physikalisch sind dies die makrosko-
pischen Korper, weshalb man sinnvollerweise einen Umgebungsbegriff definiert, der sich nicht nur an den
Nachbarschaftspunkten einer Quadrik orientiert, sondern auch an der linearen Hiille, die von bestimmten
Nachbarschaftspunkten aufgespannt wird und ,zusammenhéngende, Punkte beinhaltet.
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quadratische Ordnungen zusammenfallen. Dies sind z.B. die Punkte in der quadratischen
Nachbarordnung, deren Quadratkoordinaten $i in einem endlichen Kérper K, tatséchlich
Quadrate von ganzen Zahlen x, (gerechnet in Z) sind. Diese entsprechen den Koordinaten in
einer speziellen linearen Hiille, d. h. der Anzahl z,, der Schritte entlang einer speziellen Basis
B. Diese eine lineare Hiille (Tangentenraum) T%(B) kénnten wir als Basisraum B¢ nehmen.
Allerdings liegen die meisten Punkte P der anderen linearen Hiillen T¢(B’) gar nicht in die-
sem Basisraum. Wir kénnen aber alle Punkte P € Kg immer denjenigen Punkten X € IB%Z
im Basisraum zuordnen, fiir die sie Nachbarn sind. Mit anderen Worten, die quadratische
Nachbarordnung definiert eine Quadrik-Umgebung Q(X) von X, in der P liegt.

Eine Moglichkeit, die unterschiedlichen Ordnungen zu vereinigen, liegt also - mathematisch
ausgedriickt - in der Einteilung aller Weltpunkte P € Kg in einen (externen) Basisraum
mit Punkten X € BY und viele (interne) Faserrdume F(X), die an jedem Basispunkt X
;angeheftet’ sind und seine Nachbarpunkte P € F(X) = Q(X)\B{ enthalten; symbolisch als
Vereinigung

Finite Geometrie K¢ = Basisraum B U Fasern F(X) (38)

XeBg

geschrieben. Anschaulich nennt man einen Raum intern‘, weil er ,in‘ jedem Punkt sich be-
findet, wiahrend ein Raum, den man jiiberblicken‘ oder ,durchfahren‘ kann, ausgebreitet oder
‘extern’ ist. In der Mathematik nennt man eine solche geometrische Struktur ein ,Faserbiindel’,
da sie - wie in Abbildung 13 illustriert - wie ein gekniipfter Teppich aussieht. Allerdings ist
ein Punkt P Nachbarpunkt zu mehreren Basispunkten X, so dass die Fasern an bestimmten
Stellen verkniipft sind, was in der Quantenphysik fiir den Ursprung der Nicht-Lokalitat P3
in Abschnitt 6 wichtig ist.

Zusammenfassend kann man sagen: die kontinuierliche Raumzeit R? ist ein ,unscharfes’
Bild des endlichen Basisraums B¢, der durch makroskopische Kérper zusammengehalten®
wird, da diese als gebundende Systeme die Nachbarpunkte der Nachbarpunkte in einer (!)
linearen Hiille zusammenhalten. Die Freiheitsgrade der Punkte in den Fasern [ erscheinen
dann als wechselwirkende Quanten in der gleichbleibenden Raumzeit. Durch die Unterschei-
dung von Basisraum Bg und Faserraum ' bei den Punkten in der finiten Welt Kg gewinnen
wir die physikalisch wichtige Definition, was als Raumzeit und was als Materie erscheint:

Die Punkte P in den Fasern stellen somit Teilchen dar, die in Basis-
punkten X € IB%g raumzeitlich auftauchen und geméif} der Transformation
U(P) der Quadrik, d. h. der Teilchenfelder ¢(P), {(P), #(P) und e(P) be-
stimmte elementare physikalische Eigenschaften (Spin, Ladungen und
Masse) tragen.

Mit anderen Worten, die Quadriken Q(P) bzw. ihre Linearisierungen in den Transformati-
onsmatrizen W(P) verleihen den Punkten P der Faser ihre physikalische Bedeutung - nicht
als Orte in einer Raumzeit, sondern als Materiepunkte.

Kontinuumslimes:

von endlichen Punktmengen zu metrischen Mannigfaltigkeiten

Die diskrete Mathematik mit ihren Subdisziplinen Kombinatorik, Graphen- und Zahlentheo-
rie stand lange im Schatten der kontinuierlichen Mathematik mit den Spezialisierungen in

Geometrie und Analysis. Dies dnderte sich etwas im 20. Jahrhundert mit der Entwicklung
des Computers, der per se nur diskrete Operationen durchfithren kann. Aber bereits gegen
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Abbildung 13: Basisraum BY (grau) mit Fasern F(X) (farbig) an jedem Punkt X € BZ. In der
Untermenge der Punkte im Basisraum entspricht die lineare Basisordnung der quadratischen
Nachbarordnung, wobei Punkte P, die in anderen linearen Hiillen erreicht werden kénnen,
den Fasern F(X) = Q(X)\B? ihrer Nachbarpunkten X € Q(P) N BY zugeordnet werden.
Der Basisraum néhert sich daher fiir grole Skalen der vertrauten Topologie des kontinuierli-
chen Anschauungsraumes an, wobei die komplexe Nachbarschaftsordnung durch gemeinsame
,Verkniipfungs- oder Schnittpunkte’ der Fasern wiedergegeben ist. Wahlt man eine ande-
re Basis B = {By, -, By} (lineare Hiille), dann erhélt man einen anderen ,Schnitt’ durch
dieses Faserbiindel, indem X und P ihre Rolle bzw. Position in der Faser vertauschen. Die
verwirrenden Unterschiede der verschiedenen linearen Hiillenumgebungen sind nun in Fasern
sortiert, wodurch anschaulich wird, dass zwar alle Punkte einer Faser geméafl der quadrati-
schen Nachbarordnung benachbart zum Basispunkt X sind, die Punkte einer Faser aber nicht
vom Basispunkt durch Schritte erreicht werden kénnen, da die Schritte nur im Basisraum

erfolgen. (Quelle: A. Laska)

Ende des 19. Jahrhunderts entziindete sich ein Streit {iber die Grundlagen der Mathematik
nachdem Georg Cantor 1874 die naive Mengenlehre und transfinite Zahlen einfiihrte, um das
,Unendliche‘ in den Griff zu bekommen. Leopold Kronecker - als frither Anhénger eines Fi-
nitismus und Vorlaufer des mathematischen Konstruktivismus - griff seinen Schiiler scharf
an und wollte nur mathematische Objekte zulassen, die explizit konstruiert werden konnen.
Doch wie beschreibt man mit natiirlichen Zahlen das Kontinuum unendlich vieler dicht lie-
gender Punkte? Bevor wir diese wichtige topologische Frage im néchsten Abschnitt ab S. 40
diskutieren, miissen wir die verschiedenen Zahlensysteme genauer betrachten.

Rolle von Zahlen: Darstellung von Koordinaten und Nachbarschaftsrelationen

An verschiedenen Stellen wurden verschiedene Konzepte von ,Zahlen‘ verwendet: reelle Zahlen
R fiir die Koordinaten einer kontinuierliche Mannigfaltigkeit (2), komplexe Zahlen C fiir die
Darstellung von Teilchenfeldern (10) und natiirliche Zahlen N bzw. endliche Zahlen K, defi-
niert in Gl. (3) fiir die Darstellung finiter Geometrien mit einer kanonischen Einheitsquadrik
(17). Aufgrund ihrer unterschiedlichen mathematischen Eigenschaften impliziert die Verwen-
dung eines bestimmten ,Zahlenkorpers auch bestimmte algebraische, topologische oder geo-
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metrische Eigenschaften. Man mufl daher strikt zwischen einer physikalischen Welt (Natur),
einer geometrischen Welt (mathematische Struktur wie z. B. eine projektive Ebene) und ihrer
Darstellung in einem Modell (z.B. durch Verwendung von Koordinaten) unterscheiden. In
der Regel implizieren Modelle weitere Eigenschaften, die zu den intrinsischen Eigenschaften
einer geometrischen Welt (mathematischen Struktur) hinzu kommen, die ihrerseits jnur‘ ein
Modell der physikalischen Welt ist.

Zu den reellen Zahlen gehdren auch sogenannte jtranszendente’ Zahlen wie die Kreiszahl
7 oder die Eulersche Zahl e, die nicht als Losungen einer algebraischen Gleichungen definiert
werden konnen. Georg Cantor bewies 1874, dass die Menge solcher transzendenten Zahlen
Jjiberabzéahlbar* ist und setzte damit das Kontinuum deutlich von den abzéahlbaren Mengen ab.
Die Frage, ob es transzendente Zahlen in der Natur gibt, kann allerdings nur empirisch geklart
werden, indem z. B. ein Kreis mit einer Prézision genauer als die Plancklange vermessen wird.
Aber selbst dies wire kein ,Beweis’ der Existenz von 7 in der Natur, so dass die Annahme
der Realitét von reellen Zahlen eine ontologische und keine physikalisch notwendige bleibt.

Es ist eine nicht vermeidbare Entscheidung, welche mathematischen Objekte man fiir re-
al® héalt und ihnen physikalische Bedeutung zuspricht. Das ist bei reellen Zahlen wie e und
7 eine offensichtliche Annahme, aber nicht wesentlich anders als auch bei endlichen Zahlen.
So kann man die Primzahl p eines endlichen Kérpers K, als eine ,fundamentale Primzahl®
mit ontologischer Bedeutung fiir die natiirliche Welt verstehen oder nur als eine mogliche
Darstellungsweise der endlichen Punktmenge von elementaren Ereignissen durch einen Zah-
lenkorper K,. In letzterem Fall darf dann allerdings keine physikalisch relevante Konstruktion
von der Primzahl p abhéngen. Dies ist z. B. der entscheidende Grund, warum die Struktur
der Welt lokal durch einen Basisraum mit einer Faser der benachbarten Punkte konzipiert
wird (siehe Abschnitt 5) und nicht global durch eine Zellenbildung wie noch in Ref. [13]. Ein
wichtiger Grund, neue Zahlen zur Beschreibung der Natur einzufiihren, war oft das Bediirfnis
nach der Losungsmoglichkeit bestimmter Gleichungen, z.B. fiir die Diagonale eines Quadra-
tes (Einfithrung der irrationalen Zahl v/2), fiir den Umfang eines Kreises (Einfithrung der
transzendenten Zahl ) oder fiir die Wurzel 22 = —1 (Einfiihrung der komplexen Zahl ). Im
finiten Weltmodell, das auf der quadratischen Form (21) als fundamentalem Strukturierungs-
prinzip beruht, ist vor allem dieser letzte Fall des Wurzelziehens als die Umkehroperation der
quadratischen Form relevant.

Das Kontinuum: Topologie reeller Zahlen

Es wird vor allem René Descartes zugeschrieben begonnen zu haben, Geometrie mit Hilfe
von (reellen) Zahlen und Koordinatensystemen zu betreiben. Insbesondere beschrieb er als
erster die in Abb. 4 gezeigten Kegelschnitte durch die Koordinatengleichungen (6). Diese Ver-
bindung von Geometrie und Algebra war zwar ein wichtiger Schritt in der Entwicklung der
Mathematik, er fithrte aber wohl auch dazu, dass insbesondere den reellen Zahlen R eine
so herausragende Stellung in der Theorie von Raumzeiten eingerdumt wurde, dass fast ver-
gessen wurde, dass ein geometrisches Modell von Raum und Zeit auch ohne die Einfiihrung
von reellen Zahlen als Koordinaten moglich sein sollte, wenn man nicht von vornherein dem
Kontinuum ontologisch eine physikalische Existenz zusprechen mochte. Der Begriff des Kon-
tinuums*® ist eng mit dem Begriff der reellen Zahlen R verkniipft, da die reelle Zahlenachse
als der geometrische Ausdruck eines Kontinuums gilt. Die reellen Zahlen R als Modell ei-
nes physikalischen Raumes zu verwenden ist durchaus problematisch, da sie als Punktmenge
Aspekte zeigen, die wir nicht aus dem Anschauungsraum kennen und daher kontraintuitiv
oder paradox wirken (siehe Abbildung 14). So zeigten 1924 Stefan Banach und Alfred Tarski,
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Abbildung 14: Kontinuum und Zahlen: die reellen Zahlen R sind topologisch vollstindig: sie
enthalten mit jeder konvergierenden Folge von Zahlen auch ihre Grenzwertzahl. Die Topologie
ist die Wissenschaft vom ,Zusammenhang’, sie definiert ,Umgebungen‘ und damit Grenzpro-
zesse. Die MafBitheorie ist dagegen die Grundlage fiir Male von Punktmengen wie Volumen
oder Fliacheninhalte. Beide mathematische Disziplinen wurden im 19. Jahrhundert eingefiihrt,
um scheinbare Probleme des Kontinuumsbegriffs angehen zu koénnen: z.B. (a) die Nichtbe-
weisbarkeit der Méchtigkeit des Kontinuums; (b) das Banach-Tarski-Paradox des Volumen-
begriffs im Kontinuum. Wichtig ist beidesmal die Invarianz unter den Bewegungssymme-
trien des Raumes: sowohl der Umgebungsbegriff als auch der Malbegriff sollten sich nicht
dndern, wenn eine Symmetrie-Transformation (Drehung, Verschiebung, Spiegelung) vorge-
nommen wird. (Quelle: wikipedia)

dass man eine Kugel so in nur sechs Teile zerlegen kann, dass man diese wieder liickenlos zu
zwei gleichen Kugeln mit gleichgebliebenen Radius zusammensetzen kann, d. h. das Volumen
sich scheinbar verdoppelt hat. Die Mathematik 16st diesen Widerspruch auf, indem sie zwi-
schen messbaren Punktmengen und nicht-messbaren unterscheidet, wobei letzteren gar kein
Volumen zugeordnet werden kann. d.h. nicht jeder Teilmenge der rellen Zahlen R kann ein
Maf3 zugeordnet werden. In finiten Geometrien Kz muf} diese Unterscheidung nicht gemacht
werden und alle Punktmengen haben ein natiirliches Volumenmaf, ndmlich die Anzahl ihrer
Punkte. Ein Kontinuumslimes muss daher nicht nur darauf achten, dass der topologische Um-
gebungsbegriff erhalten bleibt, sondern dass auch z. B. die Menge der Quadrikpunkte messbar
bleibt.

Bereits oben auf S. 18 sind wir bei den ungelosten Problemen des Standardmodells auf
die Kontinuumshypothese gestoflen und dass man sie aus den Axiomen der Mengenlehre we-
der beweisen noch widerlegen kann. Fiir den Kontinuumslimes unseres finiten Weltmodells
bedeutet dies, dass wir die reellen Zahlen nur als Hilfsmittel fiir den Grenzfall eines Kontinu-
ums betrachten, nicht aber die mathematischen Probleme des Kontinuums fiir unsere finite
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Geometrie ernst nehmen miissen. Nach diesem Exkurs iiber die Problematik reeller Zahlen R
und des Kontinuum, die in finiten Geometrien Kg aber gar nicht auftritt, miissen wir uns um
eine andere Problematik kitmmern: die Uberlagerung von (linearen) Ordnungen, was uns zu
den Quantenphénomenen in Kapitel 6 fithren wird. Zunéchst miissen aber die jklassischen’
Theorien der Physik in einem Kontinuumslimes aus dem finiten Weltmodell hergeleitet wer-
den.

Herleitung der Allgemeinen Relativitidtstheorie und Feldtheorie

Wir haben in Abbildung 12) gesehen, dass in der quadratischen Nachbarordnung die Orte der
Quadrikpunkte @ sich so sortieren, dass sie auf groie Skalen (d.h. kleine Auflésung des Bildes)
wie die vertrauten Hyperbeln der Euklidischen Geometrie aussehen (siehe Abb. 4). Genauso
muf gezeigt werden, dass in einem solchen ,Kontinuumslimes® die vertraute Physik erscheint,
die empirisch so hervorragend getestet wurde. Ziel dieses Kapitels ist also der Kontinuumlimes
des finiten Weltmodells und damit die Herleitung sowohl der Einsteinschen Allgemeinen Re-
lativitatstheorie als auch der (nicht-abelschen) klassischen Eichtheorie des Standardmodells.

Einsteins Gleichungen einer gekriimmten Raumazeit

Der Basisraum B¢ ist die Menge der gewihlten Basispunkte B, die rekursiv bestimmt wird,
indem zu jedem Basispunkt X wieder eine Basis B(X) gewiihlt wird. Mit anderen Worten, B¢
ist die Menge aller Punkte, die erreicht werden, wenn Schritt fiir Schritt zu den als Basis aus-
gewdhlten Nachbarpunkten gegangen wird. Die Existenz von starren Koérpern verlangt, dass
zumindest auf der Léngenskala des Kérpers (d.h. fiir ein Proton ca. 1 Femtometer oder 1071
Meter) die Raumzeit flach ist und die Tilts der Hyperebenen im Unendlichen auf dieser Skala
nicht grof sind, so dafl der Basisraum B¢ (niherungsweise) als eine klassische (gekriimmte)
Raumzeit betrachtet werden kann.

Die Herleitung der Riemannschen Mannigfaltigkeit M? als Kontinuumslimes des Basis-
raums B? scheint natiirlich moglich, wobei die Translations- oder Tangentenriume T¢(B) in
jedem Punkt P zu den Tangentialraumen der Differentiale werden. Identifiziert man in der ka-
nonischen Basis die nicht-verschwindenen Komponenten der Quadriken Q(P) mit der Metrik
g, (P), dann scheint ein Kontinuumslimes im B¢ moglich, in dem Differenzen zu Differentialen
werden und Christoffelsymbole I', (Zusammenhang bzw. ,connection‘), Kriimmungstensor
Ry, sowie der Einstein-Tensor G, = Glgu] in Gl (9) aus Differenzen der Quadriken
Q(P) ableitbar (siche Schritt S1 auf S. 59). Fiir die Herleitung der Einstein-Gleichung (8),
Gw(P) = KT, (P), mufl allerdings auch der Energie-Impuls-Tensor 7, (P) aus Differenzen
der Projektivitaten W(P) abgeleitet werden, was der spannendere Teil des Kontinuumlimes
ist (Schritt S3 auf S. 59). Interessanterweise sind die Standardausdriicke fiir den Energie-
Impuls-Tensor und die Materie-Stréme

T.,(P) = i}Z'Yuavw
Ji(P) = YTy (39)

(als erhaltene Noether-Strome) quadratisch in den Teilchenfeldern ¢ (P), was die Moglichkeit
der Herleitung aus Q(P) = W'(P)I_¥(P) plausibel macht.

Yang-Mills-Gleichungen des Hauptfaserbiindels SU(3) x SU(2) x U(1)

Mit dem Kontinuumslimes miissen nicht nur das finite Analogon der Einstein-Gleichung
(8) und der Energie-Impuls-Tensor (11), sondern auch die ,Zusammenhénge in Hauptfa-
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serbiindeln“ und die Yang-Mills-Gleichungen (13) aus den Quadriken QQ(P) abgeleitet werden
(siehe Schritt S2 auf S. 59). Wahrend die Metrik g, (7) der Raumzeit relativ einfach mit
den entsprechenden Komponenten der Quadrik (in ihrer lokalen Standardbasis) identifiziert
werden kann, ist die analoge Definition der kontinuierlichen Eichfelder ¢4 (P) (14), d.h. der
differentialgeometrischen Zusammenhénge A,, des Hauptfaserbtindels SU(3) x SU(2) x U(1)
(anstelle der Christoffelsymbole I'%,) und der Feldstérke-Tensoren F, = F[¢}(P)] (anstelle
des Kriimmungstensors R}, ) nicht so einfach. Das liegt daran, dass die Eichfelder ¢f(P)
- im Gegensatz zur Metrik g,,(P) - keine Komponenten der Quadrik Q(P) sind, sondern
Eich-Transformationen Wg (P, z,) parametrisieren. Wenn dies im Einzelnen gelingt, ist der
wesentliche Schritt fiir eine einheitliche Beschreibung von Raum, Zeit und Materie gemacht.

6 Ursprung der Quantenphinomene:
Zustinde in iiberlagernden linearen Hiillen

Es scheint hart, dem Herrgott in die Karten zu gucken. Aber dass
er wiirfelt und sich telepathischer Mittel bedient (wie es ihm von
der gegenwiirtigen Quantentheorie zugemutet wird), kann ich keinen
Augenblick glauben.

Albert Einstein, Brief an Cornelius Lanczos vom 21. Mérz 1942.

Eine Eigenschaft der beobachtbaren Materie ist bisher nicht erwéhnt worden: die in Ab-
bildung 5 aufgefiihrten elementaren Teilchen sind ,Quanten’, die nicht-lokal verschrénkt sind,
sowie erzeugt und vernichtet werden konnen. Materie ist daher nicht einfach da, sondern kann
spontan verschwinden sowie umgekehrt aus dem ,Nichts® entstehen. Physiker sprechen lieber
vom ,Vakuum‘, um eine ,leere’ Raumzeit ohne Materie zu bezeichnen. Diese sogenannten
,Quantenfluktuationen‘ zeigen zudem eine von Einstein so genannte ,spukhafte Fernwirkung',
da die Korrelationen der Teilchenentstehung und -vernichtung instantan iiber beliebig grofle
Entfernungen korreliert sind. Um diese bemerkenswerte Eigenschaft der Qquantenbahnen ver-
stehen zu kénnen, mufl nun abschlieBend die Quantisierung des Weltmodells diskutiert werden.

Kanonische Quantisierung: Wo bleibt die Einheit der Physik?

Um Quantenphénomene im Rahmen des oben in Kap. 2 skizzierten Standardmodells ma-
thematisch beschreiben zu koénnen, werden iiblicherweise die in Gl. (12) eingefiihrten Teil-
chenfelder 1 (P) mathematisch zu Quantenfeldern 1/3(P), die nicht mehr einfach Zahlenwerte
einer physikalische Groéfle am Punkt P der Welt sind, sondern Operatoren, die Teilchen mit
den physikalischen Eigenschaften von ¢ am Punkt P erzeugen. Dafiir wurden 1925-1930 von
Werner Heisenberg und Paul Dirac die sogenannten kanonischen Quantisierungsregeln

W(P) — O(P) = Y ap®(P) (40)

)

mit den sogenannten (Anti-)Kommutatoren
[di, &t}i - 51']' (41)

J

eingefiithrt, die mathematisch beschreiben, was unter Teilchenoperatoren 1@ zu verstehen ist
und wie man von den klassischen physikalischen Grofien, den sogenannten ,Observablen‘ O(1))
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der Teilchenfelder, zu den zugeordneten Operatoren O kommt. Man kann sich einen Teilchen-
operator ¢(P) als ein Ensemble & = {1)(P)} von allen méglichen Werten ¢ (P) fiir ein
Teilchenfeld vorstellen. Eine wichtige Konsequenz der Quantisierung ist, dass physikalische
GroBen O(1) dadurch junbestimmt‘ sind und keine bestimmten Werte mehr haben, sondern
nur noch Wahrscheinlichkeiten ,besitzen‘, bestimmte Werte bei einer Messung zu zeigen.

Diese Quantenfeldtheorie der Materie ist mittlerweile nicht nur mathematisch konsistent
und iiberzeugend formuliert, experimentell getestet und in allen Aspekten hervorragend bestétigt
worden?”, sondern sie hat auch zahlreiche Anwendungen in Festkérperphysik und Nanotech-
nologie gefunden 2 und véllig iiberraschende Effekte vorhergesagt, die vorher gar nicht denk-
bar waren.?? Alle seltsamen Aspekte des Quantenverhaltens der Materie wurden empirisch
bestétigt, insbesondere die Interferenz, Kontextualitdt und Nicht-Lokalitdt physikalischer
GroBen (siche unten die Probleme P1-P3), so dal man abschliefend sagen muss: elemen-
tare Teilchen sind Quanten.

Was bedeutet aber die Quantisierungsregel (40) fiir die Einstein-Gleichung (8), wenn auf
der rechten Seite durch den Energie-Impulstensor (11) der Materie mathematisch nicht mehr
Teilchenfelder (12) sondern Operatoren ¢ stehen, wihrend auf der linken Seite sich aber
klassische geometrische Groflen wie die Metrik g,, befinden. Dies ist die Frage nach der
Einheit der Physik, nach der Einheit von Raum, Zeit und Materie, fiir die mit der Allgemeinen
Relativitédtstheorie und der Quantenfeldtheorie zwei mathematisch ,wesensfremde’ Theorien
in Einklang gebracht werden miissen.

Die meisten Antwortversuche der letzten 100 Jahre gehen davon aus, dass die Quanten-
theorie wegen ihrer oben aufgefithrten empirischen Uberzeugungskraft giiltig ist und die ART,
d. h. die linke Seite der Einstein-Gleichung (8) dementsprechend modifiziert werden muss. Die
Wheeler-DeWitt Gleichung, die ,Loop Quantum Gravity‘ oder die ,.Dynamischen Triangulie-
rungen‘ sind solche Versuche einer Quantengravitationstheorie, die zwar bemerkenswerte Erfol-
ge erzielen konnten, es aber nachwievor nicht geschafft haben, eine mathematisch konsistente
Quantenversion der Einstein-Gleichung (8) zu formulieren. Einen vollig anderen Weg ging die
String-Theorie‘, die zwar auch von der Richtigkeit der Quantisierung ausging, aber anstelle
von ,Teilchen‘ vollig neue physikalische Objekte, sogenannte ,Strings‘ oder ,Branes‘ einfiihrte
und versuchte, die Geometrie von Raum und Zeit nur als emergente Eigenschaften dieser fun-
damentalen neuen Materieart zu begriinden. Heute mufl man sagen, dass es der Stringtheorie
nicht gelungen ist, irgendeine Evidenz fiir ihre empirische Adédquatheit aufzuzeigen und sie hat
sich zudem mathematisch als gar nicht erkldrend fiir irgendeinen Aspekt der Welt erwiesen.
Auch Theorien der Supersymmetrie bzw. der ,Superrdume’ und der ,Grand Unified Theories’
des Standardmodells waren in keiner Weise erfolgreich, eine empirisch adédquate Ordnung in
die verwirrende Vielfalt des in Abbildung 5 dargestellten Teilchenzoos zu bringen.

Das hier vorgeschlagene finite Weltmodell geht den umgekehrten Weg als die bisherigen
Versuche, indem es Einsteins geometrischen Ansatz der Allgemeinen Relativitédtstheorie als
grundlegend ansieht und die Quantenphysik nur als ein emergentes Phanomen der Geome-
trie. Die Einstein-Gleichung (8) mitsamt dem Energie-Impuls-Tensor (11) wird in ihrer finiten
Version als weitgehend richtig angenommen, wihrend die Quantisierungsregel (40) als effekti-

2TLinienspektren (Bunsen, Kirchhoff), diskrete Energieniveaus in Atomen (Franck-Hertz-Experiment, 1914),
gequantelter Drehimpuls (Stern-Gerlach-Experiment, 1922), Photonen haben Teilchenimpuls (Compton,
1922), Interferenz von Elektronen am Doppelspalt (Davisson-Germer-Experiment, 1927).

Z8Supraleitung (Kamerlingh Onnes, 1911; Bardeen, Cooper, Schrieffer, 1957), Transistor (Shockley, Brat-
tain, Bardeen, 1945), Quantenhalleffekt (Klaus von Klitzing, 1985), Quantencomputer.

GQuprafluiditit bei tiefen Temperaturen (Kapiza, 1938), Laser (Maiman, 1960), Bose-Einstein-
Kondensation (Cornell, Ketterle, Wiemann, 1995), Quantenteleportation (Zeilinger, 1997).
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ve Beschreibung eines spezifischen Aspektes einer finiten Geometrie angesehen wird, ndmlich
der Uberlagerung der linearen Hiillen-Umgebungen, wobei die Nicht-Lokalitét gerade der Ver-
schiedenheit der linearen Ordnungen in ihnen entspricht. Es soll also nun versucht werden,
fiir die Quantenphénomene einen geometrischen Grund im Rahmen des finiten Weltmodells
anzugeben.

Quantisierung in finiten Geometrien: Zustand ,realisierter* Punkte

Fiir einen permanent erscheinenden Raum ist es unabdingbar, dass ,Nachbarschaft’ und ,Néhe*
zusammenfallen. Um dies zu erreichen, wurde im vorherigen Abschnitt durch das Konzept der
Jinearen Hiille* der Begriff der ,Umgebung eines Punktes’ prézisiert und die verschiedenen
Umgebungen der Nachbarpunkte in einen Faserraum ,iibereinander gelegt’, wobei genau eine
lineare Hiille als Basisraum B? ausgew#hlt wurde (siehe Abb. 13), in dem die lineare und
quadratische Ordnung zusammenfallen und der im Kontinuumslimes in unseren Anschau-
ungsraum iibergeht (siehe Abb. 12).

Welche ,physikalische’ Bedeutung haben aber die anderen linearen Hiillen? Eine lineare
Hiille gewinnt erst eine ,physikalische’ Bedeutung als Anschauungsraum, wenn durch einen
makroskopischen Beobachter (ein gebundenes System) eine Umgebung als jklassischer® Basis-
raum eindeutig und stabil ausgewéhlt wurde: dann erscheinen alle geometrischen Freiheits-
grade in den Fasern als physikalische Phénomene, d.h. die Punkte in den anderen linearen
Hiillen erscheinen in dieser ,klassischen® Umgebung als Teilchen oder Materie: allerdings nicht
mit bestimmten Bahnen, sondern nur als Wahrscheinlichkeit in einem bestimmten Punkt des
Basisraums zu erscheinen.

Anstelle der Nachbarpunkte P € Q(X) eines Punktes X € B¢ (in der Faser F(X) von
X) sollte man wegen der projektiven Struktur (18) vollstéandigkeitshalber auch die Quadriken
Q) (X) bzw. ihre Lineariserung U(")(X) angeben, wobei P nur noch ein Index zur Un-
terscheidung der verschiedenen Nachbarpunkte in der Faser F(X) von X ist.>Y Anstelle des
Quadrik-Feldes Q(P) iiber den Punkten P € K;f einer endlichen Geometrie Kg geniigt es, ein
Ensemble

E(X) == {QW(X) = Q(P) mit P € Q(X)} (42)
der Quadriken Q(P) in den Nachbarpunkten P € Q(X) von Punkten X € BY im Basis-
raum anzugeben, da es die gleiche Information wie im vollen Feld Q(P) enthélt, wenn jeder
Punkt P zumindest einen Nachbarpunkt X € B? im Basisraum hat. Der Punkt P bzw. die
Quadrik Q(P) wird dadurch jedem Punkt X zugeordnet, der Nachbarpunkt zu P ist. Da
dies keine eineindeutige Zuordnung ist,* ist die Umkehrung X — P bzw. QW) (X) vielfiltig
und kann nur durch ein Ensemble (42) ohne Informationsverlust beschrieben werden. Dieses
Ensemble entspricht gerade der (linearen) Uberlagerung vieler Zustéinde in der kanonischen
Quantisierungsregel (40)

W(P) = U(X) = {UPI(X) = W(P) | PeF(X)} = E(X). (43)

Im Quantenfeld ¥(X) ist die gleiche Information enthalten wie in ¥(P), nur anders sortiert:
die Vielfalt liegt nicht mehr in den Punkten P, sondern in den moglichen Werten von W (X).

30Um den Nachbarpunkt anzugeben, muss auch die Nachbargerade zu der Verbindungsgerade, etc. angeben.
Aufgrund der Nachbarschaftssymmetrie (v) und den gemeinsamen Nachbarschaften im Unendlichen, ist die
vollstindige Angabe des Nachbarschaftspunktes P gerade die Quadrik Q(P) in diesem Nachbarpunkt. Mit
anderen Worten Q")(X) ist Q(P) im besetzten Punkte P € Q(X).

31Die Abbildung P — X ist surjektiv aber nicht injektiv.
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Bisher wurde die finite Geometrie Kﬁ eingefiihrt, um ;mogliche’ Nachbarpunkte von Punk-
ten zu beschreiben. Ob diese méglichen Punkte iiberhaupt auch realisiert sind in einem Raum
Kg, scheint aber eine physikalische Frage zu sein. Empirisch offensichtlich ,gibt es‘ die Punkte
X unseres Anschauungsraumes und auch andere Punkte sind als Materie realisiert. Ob aber
alle moglichen Punkte in diesem Netz von Nachbarschaftsbeziehungen auch tatséchlich existie-
ren, ist schwierig zu entscheiden. Wenn die Punkte in den Fasern den vielfiltigen Phdnomenen
der Natur entsprechen, dann muf} es in den Fasern moglichst viel Freiheit in der Struktur der
Punkte geben. Es macht daher Sinn, die Mdoglichkeit in Betracht zu ziehen, dass nicht alle
moglichen Punkte auch in der Welt realisiert sind, und eine weitere geometrische Annahme
iiber den Zustand der Welt zu machen:

(vi) Ein Zustand der Welt ist die Untermenge von realisierten’ Punkten P in Kg.

Insbesondere bedeutet dies, dass ein Zustand in jedem Punkt nur eine Untermenge
Z(P)=2Z"(P)UZ (P) C Q(P) (44)

von allen moglichen Nachbarpunkten Q(P) von P darstellt.>? Diese Untermengen kénnen
nicht beliebig ausgewéhlt werden. Um die Annahme (iv) weiterhin zu erfiillen, muf} sie aus
zwei gleichgroBen Teilen Z*(P) bestehen, da die Nachbarpunkte von P immer als Paare
auftreten. Weiterhin impliziert die Annahme (v), d.h. die Involution (20) die modifizierte
Wechselwirkungsrelation

P=27 oZ%(P) (45)

fiir alle Punkte P. Diese Konzeption eines Zustandes des Ereignisprosses der Welt induziert
eine Quantisierung der Projektivitdten W(P), die die Quadriken an den besetzten Punkten P
erzeugen.

Fermionische Besetzungszahlen der Quadriken:
Anti-Kommutation der Teilchenfelder

Um den Zustand (eindeutig) zu bezeichnen, kann man auch fermionische Besetzungszahlen
n(P) €{0,1} (46)

fiir jeden Punkt P einfiihren, so dass der Zustand

Z(P)={P' € Q(P)|n(P)=1} mit|Z(P)|= ) n(P) (47)

P'eQ(P)

gerade die Menge der ,besetzten Nachbarpunkte P’ von P mit n(P’) = 1 ist. Diese Einfiihrung
von Besetzungszahlvariablen (46) ist die Quantisierung im finiten Weltmodell. Im Unterschied
zur kanonischen Quantisierung (40) ist die finite Quantisierung keine zusétzliche Forderung,
sondern nur eine Beschreibung eines (klassischen) Zustandes (44) und ein Umsortieren (43)
des Quadrikfeldes Q(P). Aufgrund der Wechselwirkung der Quadriken (Annahme (iv) und
(v)) kann wie bei Z(P) der Wert von n(P) nicht unabhéngig von den Besetzungszahlen der
anderen Punkte gewéhlt werden. Es bleibt eine wichtige Aufgabe, solche Funktionen n(P) oder

32Diese Annahme (vi) entspricht der moglichen Existenz von ,Null-Quadriken‘ O(P) in Punkten P €
Kg, d.h. von maximal entarteten Quadriken, die Jleer' sind. Formal lassen sie sich in der Sequenz QF von
entarteten Quadriken als die Quadriken Q°(P) (im 0-dimensionalen Raum) einsortieren, die nur ihren eigenen
Zentrumspunkt P enthalten.
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Z(P) anzugeben, die ,elementaren’ Zustinden wechselwirkungsfreier Felder entsprechen. Dies
sind gerade solche, die zwar die Annahme (iv) aber nicht (v) erfiillen und vermutlich durch
Symmetrie-Transformationen ¥y € S erzeugt werden konnen.?

Fithrt man die Besetzungzahl n(P) als Vorfaktor n(P)Q(P) fiir die Quadrik Q(P) an
diesem Punkt ein, muB die Linearisierung n(P)Q(P) = ¥(P)I_V(P) zu Vorfaktoren ap der
Transformationsmatrizen apW(P) fithren, die die Teilchenzahlrelation

n(P) =a'a (48)

erfiillen. Die Besetzungszahlen n € {0, 1} kénnen nur 0 oder 1 sein, d. h. ein Nachbarpunkt P
von X kann da sein oder nicht. Deswegen folgt aus der quadratischen Relation (48) bereits,
dass die Anti-Kommutatoren

lap, dp ], = dppr (49)

erfiillt sein miissen. Mit anderen Worten, ap und dL miissen notwendigerweise fermionische
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren sein wie in der kanonischen Quantisierungsregel (40)
mit dem Antikommutator (41) fiir Fermionen gefordert wird. Die Teilchenfeld-Operatoren
lauten dann

VX)) = Y apX)UP(X) wmd ¥i(X) = ) ahu?(X), (50)
PeZ+(X) PeZ-(X)

wobei die Punkte X € B? nur aus dem Basisraum sind, withrend die Punkte P € F(X) in
den Fasern zu Quantenzahlen fiir den Zustand Z(X) in X werden. Anschaulich bedeutet der
Erzeugungsoperator a’(X), dass in X ein Teilchen durch die Nachbarschaft zu P € Z~(X)
entsteht, wihrend der Vernichtungsoperator ap(X) anzeigt, dass das Teilchen in X verschwin-
det indem es zum Nachbarpunkt P € Z*(P) weitergeht, bzw. dort entsteht. Man beachte,
dass der Vernichtungsoperator eigentlich ein Erzeugungsoperator in die raumzeitgespiegelte
Richtung ist: von P aus betrachtet, erzeugt ap(X) ein Teilchen in P. Die Felder W(P) sind
dann nicht mehr Funktionen iiber alle Punkte P der Welt, sondern Operatoren W(X) iiber den
Orten X € IB%Z der lokalen Raumzeitdoméne, die die Wahrscheinlichkeit angibt, ein Teilchen
in X zu erzeugen.

Bosonische Besetzungszahlen der Schnittquadriken:
Kommutatoren der Eichfelder

Eine wichtige Frage bleibt, wie die Eichbosenen (siche oben F2-F4: Gluonfelder g/, (P), schwa-
chen Vektorfelder Wi (P) und Z}(P), Photonenfeld ~,(P)) im Teilchenzoo der Abbildung 5
mit ihren kanonischen Vertauschungsrelationen [di, &ﬂ L =03 in der Quantisierungsregel (40)
fiir Bosonen im Rahmen der finiten Geometrie eingefiithrt werden konnen.

Wihrend die Quantisierungsregel fiir Teilchenfelder W(P) durch Besetzungszahlen (46)
der Punkte P € Q(X) gegeben ist und damit die Nachbarschaftsstruktur Q(X) charakteri-
sieren, markieren die Eichfelder (36), welcher Punkt der Schnittquadrik Q¥ (X, P) ausgewihlt
wird. Eichfelder parametrisieren daher die Symmetrie-Transformationen Wy und nicht die
Transformationsmatrix (24) in X. Im Gegensatz zu den nicht-singuldren Quadriken Q(P)

33Ein wichtiger Test der Zustandsannahme (vi) wiire die Herleitung einer sogenannten Dispersionsrelation
fiir wechselwirkungsfreie Felder, die im Kontinuumslimes in die Diracgleichung iibergeht (siche Schritt S2
unten auf S. 59).
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sind die Wechselwirkungsquadriken Q*(X, P) € W entartet und Jleben‘ nur in einem linearen
(projektiven) Unterraum PWE (X, P). Die Invarianz von

ULOMX, P)Vp = NQ*(X,P) mit N €K, (51)

unter einer Eichtransformation Vp € G(k) mufl daher nur bis auf einen beliebigen Faktor
N e K, erfiillt sein, da die projektive Normierung von Q(P) davon unberiihrt bleibt. Wie die
fermionische Besetzungzahl n(P) als Vorfaktor n(P)Q(P) einer Quadrik, kénnen wir Vorfak-
toren l;p der Transformationsmatrizen I;p\IJ £(X, P) einfithren, die die Teilchenzahlrelation

N(P) = blbp (52)

erfiillen miissen. Im Gegensatz zu n(P) € {0,1} in Gl. (46) muf nun allerdings N € K, gelten.
Damit folgt aus der quadratischen Relation (52) bereits, dass die Kommutatoren

[ép, B ] = Sppr (53)

erfiillt sein miissen. Mit anderen Worten, bp und l;} miissen notwendigerweise bosonische
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren sein wie in der kanonischen Quantisierungsregel
(40) mit dem Kommutator (41) fiir Bosonen gefordert wird.

Sowohl fiir fermionische Teilchenfelder wie fiir bosonische Eichfelder folgt also in dem fini-
ten Weltmodell ihre kanonische Quantisierung in natiirliche Weise. Die Menge der Basispunkte
X mit ihren Punkten im Unendlichen, d. h. die kanonische Basis ist der Vakuumzustand, der
invariant unter der Translationsgruppe (37) ist. Im weiteren nehmen wir an, dass die Punk-
te X € B¢ alle (!) existieren, d.h. n(X) = 1 ist und keine (Besetzungszahl-)Fluktuationen
aufweisen. Wir verlassen damit das Regime der Quantengravitation und betrachten nur Quan-
tenphédnomene in den Materiefeldern. Natiirlich kénnen weiterhin die Quadriken Q(X) in den
Punkten X verschieden sein, so dass Phianomene der Allgemeinen Relativitdtstheorie einer
gekriimmten Raumzeit, d.h. der klassischen Gravitation auftreten konnen, aber keine der
Quantengravitation.

Es bleibt zu untersuchen, wie in dieser Quantenwelt der finiten projektiven Geometrie auch
fiir die Materie-Freiheitsgrade ein klassischer Limes erreicht wird, der zu klassisch sich verhal-
tenden Feldern auf dem Basisraum fiihrt. Ein wichtiger Schritt dahin ist zu zeigen, dass eine
Dekohirenz von Quantenzustinden durch Festlegung einer bestimmten linearen Hiille
(Basisraum) fiir grofie gebundene Systeme entsteht. Der Messprozess entspricht dann nur
der ,Anbindung’ von Quanten an diese gebundenen Systeme und damit ihrem permanenten
Verbleiben im Basisraum.

Quantenphinomene: Interferenz, Kontextualitit und Nicht-Lokalitit

In gewisser Weise kann das hier vorgestellte Weltmodell als eine ,Theorie verborgener Varia-
blen‘ der Quantenphdnomene angesehen werden, da ihr eine klassische Geometrie der Welt
zugrunde liegt. Ein wichtiger Test wére zu zeigen, dass die Quantisierung (46) durch die
Uberlagerung (43) der linearen Hiillen genau auf die gleichen Quantenphinomene wie die
kanonischen Quantisierungsregeln (40) fiithrt. Durch diese sind mindestens drei neue physi-
kalische Fragen entstanden, die bis heute nicht befriedigend beantwortet und teilweise als
,No-Go-Theoreme‘ oder ,Unmoglichkeitsbeweis iiber verborgene Variablen‘ bezeichnet wor-
den sind. Jede alternative Theorie von Quantenphdnomenen mufl diese experimentell gut
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Abbildung 15: Eine Blitterwelt’ besteht aus Uberlagerung vieler verschiedener
(ahnlicher aber nicht kompatibler) Inhalte an einem Ort. Die verschiedenen ,Welt-
blatter der finiten Geometrie verschmelzen allerdings fiir grofle Abstéinde in ei-
ne gemeinsame Raumzeit mit klassischen (elektromagnetischen) Feldern. (Quelle:
www.stadtmagazin.com/homburg/blaetter_welt)

iiberpriiften Quanteneigenschaften erkldren konnen. Es gibt drei zentrale Eigenschaften, in
denen Quantensysteme sich von klassischen Systemen unterscheidet und die aufgrund ihrer
Abweichung von der natiirlichen Anschauung zu philosophischen Interpretationsproblemen
der Quantentheorie wurden, insbesondere ihrer Ontologie und Erkenntnistheorie.

P1. Interferenz und Wahrscheinlichkeitsamplituden

Was bedeutet die Uberlagerung von physikalischen Eigenschaften? Wenn die fundamentalen
physikalischen Objekte Operatoren 1& sind und die physikalischen Zustédnde aus einer (linea-
ren) Superposition von Eigenschaften bestehen, wie kommen dann bestimmte Werte fiir die
dazugehorigen physikalischen Grofien zustande? Dies ist die Frage nach der Bedeutung der
Wahrscheinlichkeit P(M) von Messwerten M sowie nach der Interpretation der Quantenphy-
sik, die diese Unbestimmtheit physikalischer Gréfien sinnvoll begriindet.

Berithmt wurde dieses Interferenzproblem physikalischer Gréflen neben dem Dop-
pelspaltexperiment vor allem durch ,Schrédingers Katze® und das Paradox, dass sie quan-
tentheoretisch sowohl lebt als auch tot ist - solange keine Messung ihres Status ,wirklich
erfolgt.

Frither wurde dieses Paradox durch die ,Kopenhagener Interpretation‘ (Niels Bohr, 1927)
dahingehend gelost, dass einem ,Beobachter’ eine fundamentale Bedeutung zugeschrieben
wurde, der durch (bewufite) Messungen die Wahrscheinlichkeit moglicher Werte spontan in
einen wirklich existierenden eindeutigen Wert verwandelt. Heute wiirden die meisten Phy-
siker hingegen sagen, dass dieser ,Kollaps der Wellenfunktion® ¢ (P) quantendynamisch von
selber erfolgt ohne die Einwirkung eines Beobachters, da Dekohdrenz eine intrinsische Ei-
genschaft von Quantensystemen ist, die dazu fiihrt, dass makroskopische Objekte sich in
empirisch-eindeutige Zustédnde mit (nahezu) bestimmten Werten ihrer physikalischen Eigen-
schaften entwickeln. Diese Dekohérenz jeglicher Quantendynamik ist mittlerweile in der Tat
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experimentell gut bestétigt worden. Es bleibt aber die prinzipielle ontologische Frage nach
dem Ursprung der Unbestimmtheit physikalischer Grofien, selbst wenn sie durch Dekohérenz
zu klein wird, um jemals gemessen werden zu kénnen. Bereits 1957 schlug Hugh Everett eine
Viele- Welten-Interpretation der Quantenphysik vor, die davon ausgeht, dass die Welt sich
zu jedem Zeitpunkt in viele alternative Welten verzweigt und jeder Wert einer physikalischen
Observablen in einer dieser Welten tatsichlich realisiert wird, d. h. ein Kollaps gar nicht statt-
findet. Ein bisher wenig iiberzeugender Aspekt dieser Idee sind allerdings die ontologischen
Fragen, was ,zu jedem Zeitpunkt’ bedeutet und wieso iiberhaupt stdndig unzihlig neue Wel-
ten entstehen sollten, die ontologisch nur eingefiithrt werden, um ein Paradox aufzulosen, aber
ansonsten keine weitere Erklarungskraft haben und deswegen Ockhams Rasiermesser zum
Opfer fallen miifiten.

In der kanonischen Quantisierungsregel (40) driickt sich diese neue Eigenschaft der In-
terferenz und Unbestimmtheit der physikalischen Teilchenfelder &(P) darin aus, dass sie als
Operatoren ein Ensemble {1/ (P)} von Werten darstellen und man nur noch nach der soge-
nannten Bornschen Regel

P(M) = |[v(M)]* (54)

die Wahrscheinlichkeit P(M) angeben kann, dass ein bestimmter Messwert M (¢(P)) gemes-
sen wird. Jede Theorie iiber den Ursprung der Quanteninterferenz mufl vor allem auch eine
natiirliche Erkldrung der Bornschen Regel (54) geben, dass P(M) durch das Betragsquadrat
der sogenannten Wellenfunktion 1p(M) der physikalischen Grofle gegeben ist, die sich aus den
oben eingefiihrten Teilchenfeldern ¢ (P) iiber den Orten P (i(P) ist die Wellenfunktionen fiir
die Messgrofie ,Ort* P) ableiten ldt. Woher dieses Quadrat kommt, ist bisher vollig ungeklért
und man erinnert sich an die Frage von Ehrenfest nach dem Grund fiir die Bedeutung des
Quadrats in der Abstandsbestimmung (6) der Allgemeinen Relativitétstheorie [14].

Das hier vorgeschlagene finite Weltmodell kann vielleicht eine natiirlich erscheinende Ant-
wort darauf geben, woher die Fluktuationen der Quanten und damit die Unbestimmtheit der
physikalischen GroSen kommen: durch die Uberlagerung (lineare Superposition) der verschie-
denen linearen Hiillen-Umgebungen, die in jedem Raumzeitpunkt miteinander verbunden sind
und dadurch den Anschein vieler Welten erzeugt. Fiir grofle makroskopische Objekte wird eine
lineare Hiille fixiert.

Das Theorem von Veblen und Young besagt, dal jede endliche Geometrie eine Vektor-
raumstruktur aufweist, d.h. als BK? iiber einen endlichen Kérper K, koordiniert werden
kann. Dies ist ein entscheidender Unterschied zu kontinuierlichen Goemetrien. Zwar gibt es
auch z.B. den reellen projektiven Raum PBRY als eine kontinuierliche homogene Geometrie
iiber den reellen Zahlen R, aber die inhomogenen Geometrien weisen eine Vektorraumstruktur
- wie von Riemann eingefiihrt - nur lokal als Tangentialraum auf. Um (Vektor-)Felder fiir Teil-
chen mit linearen Bewegungsgleichungen (Maxwell, Schrodinger, Dirac) einfithren zu kénnen,
bleibt daher als Moglichkeit nur, Vektorbindel fir Teilchenfreiheitsgrade zu definieren, d.h.
eine zusétzliche Vektorraumstruktur an die Punkte einer Riemannschen Mannigfaltigkeit zu
heften. In endlichen Geometrien erhélt man hingegen auch fiir inhomogene Réume eine li-
neare Vektorraumstruktur intrinsisch, da der finite Tangentenraum der lineare Spann T%(B)
einer ausgewihlten Basis B im finiten Raum und deswegen automatisch in ihm eingebettet
ist. Mit anderen Worten, ein finites Vektorbiindel entsteht auf natiirliche Weise in jeder finiten
Geometrie durch die Wahl einer Basis B(X) in jedem Punkt X € B¢ eines Basisraums B<.

Mit den finiten Geometrien KZ haben wir also eine geometrische Grundlage, um Interfe-
renz anders zu denken, néamlich als Uberlagerung der vielen linearen Basisordnungen und nicht
als zusétzlich zu postulierende Vektorbiindelstruktur von Wellenfunktionen. Eine Dekohérenz
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dieser Interferenz findet dann natiirlicherweise durch die fiir grofle zusammenhéngende Ob-
jekte zwingende Persistenz einer dieser linearen Welten statt. Die Existenz vieler Welten ist
damit kein zusétzliches Postulat einer Vielen-Welten-Interpretation der Quantisierungsregeln
(40), sondern nur die Verschiedenheit der vielen linearen Basisordnungen innerhalb einer fi-
niten Geometrie. Ein makroskopischer Beobachter bzw. Messapparat legt eine dieser linearen
Basisordnungen fest, den Basisraum bei Gl. (43), da er als gebundenes System nur in einer Ba-
sis seine (miteinander wechselwirkenden) Teile zusammenhalten kann. Schrodingers Katze ist
daher weder tot noch lebending, sondern beides je nachdem in welcher Ordnung sie von einem
Beobachter betrachtet wird. Anschaulich bedeutet die Dekohérenz, dass die vielen Blétter in
der Blétterwelt von Abb. 15 an manchen Stellen verschmelzen und identisch werden, d.h. ein
Quanten (Punkte verschiedener Bléttes) an das Blatt (lineare Hiille) eines makroskopischen
Objektes angeheftet werden.

Ein wichtiger Test des finiten Weltmodells wére die Erklédrung der Bornschen Regel (54)
aus der Quadrik @, d. h. wie beim geometrischen Abstand (6) aus der Nachbarschaftsrelation
(iv). Dass dies moglich ist, wird durch die Darstellung (21) einer Quadrik @ = WU durch
das Quadrat einer Transformationsmatrik ¥ nahegelegt, die durch ein Teilchen-Feld ¥(P)
parametrisiert werden kann. Die Wahrscheinlichkeit P(P) ein Teilchen am Ort P zu erzeugen,
wire dann einfach die Anzahl der (besetzten) Nachbarpunkte.

P2 Kontextualitat und Realitiat

Was bedeutet der Messprozess? Auch wenn das erste Problem P1 des Ursprungs der Inter-
ferenz und Wahrscheinlichkeit geklédrt wére, wiirde ein zweites Problem bestehen bleiben: die
Unbestimmtheit bestimmter Messwerte, die durch Heisenbergs Unbestimmtheitsrelation

Ardp> C[o((2.5)] = & (59)
fiir die Streuung der Werte von Ort x und Impuls p eines Teilchens berithmt geworden ist.
Manche physikalische Grofien sind komplementér bzw. inkompatibel, d. h. ihre Wert schlieflen
sich bei einer Messung gegenseitig aus und koénnen nicht gleichzeitig gemessen werden. Da
erst bei einer Messung entschieden wird, welche, der nicht miteinander vertréglichen Werte,
tatsédchlich realisiert werden, kann man dies das ,Realismusproblem‘ bzw. besser Kontex-
tualitiatsproblem physikalischer Grofien nennen. In der kanonischen Quantisierungsre-
gel (40) driickt sich diese neue Quanteneigenschaft der Kontextualitdt der physikalischen
Teilchenfelder ¢)(P) darin aus, dass das Ensemble {¢)(P)} nicht allein die zukiinftigen Mes-
sungen bestimmt, sondern erst der Messprozess eine entscheidende Rolle spielt. Es gibt daher
keinen Zustand eines quantenphysikalischen Systems, in dem Ort und Impuls zugleich be-
stimmte Werte haben. Im quantenphysikalischen Modell findet diese Unbestimmtheit ihren
mathematischen Ausdruck in der Nichtvertauschbarkeit der Operatoren.?* Wie paradox die
Uberlagerung nicht kompatibler geometrischer Gréfen (wie unterschiedliche Perspektivrich-
tungen) in einem gemeinsamen Raum erscheint, hat Maurits Cornelis Escher in seinem Bild
Relativity (1953) gut dargestellt (Abb. 16). Die vielen Blitter in der Blétterwelt von Abb. 15
sind sicherlich nicht miteinander vertriaglich, sondern einander widersprechend.

Mit den finiten Geometrien Kg haben wir aber nun eine geometrische Grundlage, um
Kontextualitit neu zu denken, ndmlich durch die Auswahl einer bestimmten linearen Ba-
sisordnung durch einen makroskopisch gebundenen Messapparat. Welche der inkompatiblen

34[2,p] = ih: Wenn alle Operatoren kommutieren wiirden, kénnte man gemeinsam diagonalisieren und alle

Werte geméf ihrer Wahrscheinlichkeit nach der Bornregel (54) messen.
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physikalischen Groflen tatséchlich gemessen wird, héngt natiirlicherweise von der Auswahl
einer bestimmten linearen Basisordnung auf grofien Skalen ab, d.h. von der Wahl des Basis-
raums in Gl (43). Ein wichtiger Test des finiten Weltmodells wére die Herleitung der quan-
tentheoretischen Kommutatoren [z, p| = ¢k in Gl. (55) fiir physikalische Gréfien wie Ort und
Impuls im finiten Basisraum B? aus der finiten Quantisierungsregel (49) fiir die Amplituden
ap und al,.

P3. Verschrinkung und Nicht-Lokalitit

Der unversténdlichste Aspekt der Quantenphysik ist sicherlich die Nicht-Lokalitéit von Effek-
ten. Albert Einstein schrieb am 3. Mérz 1947 an Max Born:

Ich kann aber deshalb nicht ernsthaft daran glauben, weil die Theorie mit dem
Grundsatz unvereinbar ist, dass die Physik eine Wirklichkeit in Raum und Zeit
darstellen soll, ohne spukhafte Fernwirkungen.

Beriihmt wurde dieses Problem durch das Einstein-Podolsky-Rosen-Paradox, dass ndmlich die
Spins zweier weit voneinander entfernten Elektronen verschrénkt sind und sich nur gemein-
sam dndern. Dies ist im Rahmen der geometrischen Allgemeinen Relativitétstheorie zwar
nicht unmoglich, solange keine klassische Information durch den Effekt {ibertragen werden
kann, aber warum eine solche (relativistisch konsistente) Nicht-Lokalitéit dennoch méglich ist,
blieb bis heute prinzipiell unverstanden, weshalb Albert Einstein sie ,,spukhafte Fernwirkung*
nannte und er die Quantentheorie nicht als eine grundlegende Theorie akzeptieren wollte.
Generell spricht man von verschrinkten Zustédnden, bzw. von Verschrinkung von Quanten
an verschiedenen Raumzeitpunkten, die zwar in der Vergangenheit durch eine lokale Wech-
selwirkung entstanden ist, aber globale instantane Anderungen an weit auseinanderliegenden
Raumzeitpunkten méglich macht.

1964 gab John Stewart Bell ein quantitatives Maf3 fiir die Nicht-Lokalitdt verschrankter
Zusténde an und machte dadurch einen experimentellen Test der Nicht-Lokalitdt moglich. Die
sogenannte Bellsche Ungleichung

1+ P(b,é) > |P(d,b) — P(@,d) (56)

fiir bestimmte Korrelationen P(g, ) physikalischer Gréen mufl bei allen realistischen lokalen
Theorien erfiillt sein, wird aber in der Quantentheorie verletzt. Experimentell ist mittlerweile
die Nicht-Lokalitdt der Quantenphysik, insbesondere der EPR-Effekt, sehr gut bestéitigt wor-
den. Vor allem die Messungen von Alan Aspect zur Verletzung der Bellschen Ungleichung so-
wie die Experimente von Anton Zeilinger zur Quantenteleportation sind bekannt und in vielen
popularwissenschaftlichen Biichern medienwirksam dargestellt worden. Da die quantentheo-
risch mogliche Verschriankung und die dadurch resultierende Nicht-Lokalitdt von Quanten-
Fluktuationen dem Lokalitatsprinzip der Allgemeinen Relativitdtstheorie widerspricht, haben
wir fiir jedes klassisch geometrisches Weltmodell ein ,Verschrinkungsproblem* bzw. besser ein
Lokalitatsproblem physikalischer Groéfien.

Mit den finiten Geometrien Kg haben wir aber nun eine geometrische Grundlage, um
Nicht-Lokalitdt anders zu denken als in der kontinuierlichen Allgemeinen Relativitatstheorie,
namlich als ein Auseinanderfallen von Nachbarschaft und Nihe: Nachbarpunkte miissen eben
nicht in der lokalen Umgebung eines Punktes liegen. Fernwirkung und Nicht-Lokalitét (der
Quantenphysik) kann man erst in Bezug auf einen lokalen Raum definieren: in kontinuierlichen
(metrischen) Geometrien ist dies der Raum selber, da ein lokaler Umgebungsbegriff bereits
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aus der Metrik folgt; in finiten Geometrien ist dieser lokal stabile Bezugsraum definiert durch
die Auswahl einer linearen Hiillenumgebung als ein Basisraum B¢, wodurch allerdings eine
Nicht-Lokalitét der néchsten Nachbarn entsteht.

In der kanonischen Quantisierungsregel (40) driickt sich diese neue Eigenschaft der Ver-
schrankung und Nicht-Lokalitéit physikalischer Teilchenfelder zﬂ(P) darin aus, dass ihre
Werte ¢(P) des Operators ﬁ(P) Funktionen des Ortes P sind, an denen sie z. B. bei einer
Messung instantan gemeinsam realisiert werden.

Mit den finiten Geometrien K;l haben wir aber nun eine geometrische Grundlage, um
Verschrinkung neu zu denken. Im kontinuierlichen Anschauungsraum R¢ haben zwei Krei-
se mit Radius 1 keinen gemeinsamen Schnittpunkt, wenn der Abstand ihrer Mittelpunkte
grofer als 2 ist. In endlichen Geometrien Kg aufgrund der Nicht-Lokalitdt der Nachbarpunkte
(Quadrikpunkte, siche Abb. 11 links) kénnen die Zentren der Quadriken beliebig entfernt
sein und dennoch eine niederdimensionale Quadrik als gemeinsamen Schnitt haben. Aber ob
diese geometrische ,Verschrinkung' der quantenphysikalischen entspricht, ist vollig offen. Ein
wichtiger Test des finiten Weltmodells wére die Verletzung der Bellschen Ungleichung (56)
fiir Korrelationen der in Gl. (43) eingefiihrten Felder ¥(")(X).

Diese drei fundamentalen Fragen - nach dem Ursprung der Quantenfluktuationen bzw. der
vielen Welten, nach der Kontextualitéit der physikalischen Gréflen und nach dem Grund ihrer
Nicht-Lokalitét - kénnen hoffentlich durch das hier vorgestellt finite Weltmodell iiberzeugend
beantwortet werden. Zumindest ist ein Weg denkbar geworden, die Operatoreigenschaft von
¥ nicht als eine zusiitzliche Forderung an die Materiefelder U(P) zu verstehen, sondern als
Ausdruck der komplizierten Ordnung von Punkten P in finiten Geometrien Kg. Quantenma-
terie sind dabei nur Punkte P von quadratischen Form Q(X), die Nachfolgebeziehungen fiir
Raumzeitpunkte X regeln. Materieverteilungen, d.h. Teilchenfelder W(P) sind automatisch
quantisiert aufgrund der Uberlagerung verschiedener geometrischer Ordnungen. Mit anderen
Worten, Quantenphidnomene sind Ausdruck der Geometrie der Welt und keine zusétzlich zu
fordernde Eigenschaft der Materie.

Paul Ehrenfests anfanglich gestellte Frage nach dem Grund fiir die Bedeutung ,des Qua-
dratischen‘ [14] angesichts der Metrik (6) in Einsteins Allgemeiner Relativitéatstheorie wurde
durch die quantenphysikalische Bornregel (54) und die Eichsymmetrie der Wechselwirkungen
im Standardmodell noch dringlicher. Durch das finite Weltmodell bekommt sie eine funda-
mentale Antwort: Alle drei Fille haben ihren Ursprung in der Nachfolgerrelation (iv) von
Ereignissen, die durch eine quadratische Form, eine Quadrik (7) ausgedriickt werden kann.
Die Quantentheorie ist die Linearisierung dieser quadratischen Nachbarschaftsre-
lation (iv). Die Metrik (6) der Allgemeinen Relativitdtstheorie findet sich dadurch auch in
der Bornregel (54) und der eichinvarianten Wechselwirkung (45) von Quantenfeldern wieder.
Abschlieend kann man sagen

Quanten sind linearisierte Quadriken.

Richtig versténdlich ist dieser ,quantenphysikalische’ Aspekt des finiten Weltmodells zuge-
gebenermaflen nicht. Es sind bisher nur vage Ideen, die mathematisch ausgearbeitet werden
miissen. Noch spekulativer wird es, wenn man sich die ultimative Frage stellt, woher iiberhaupt
die geometrische Struktur der Welt kommt. Die bisherige abstrakte mathematische Diskussion
war notwendig, um zu motivieren, dass unsere Sinne uns eventuell triigen und tatséchlich eine
finite Geometrie Kg unserem Anschauungsraum zugrunde liegt, bzw. zumindest mathematisch
denkmoglich ist. Doch woher kommt die Geometrie der Welt? Wieso sollen wir die obigen
Annahmen (i)- (vi) tiber Punkte und die sie verbindenden Linien und ordnende Quadriken
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Abbildung 16: Maurits Cornelis Escher, Relativity (1953): Inkommensurabilitdt von Rich-
tungen (orthogonale Basen), die im gemeinsamen Raum iiberlagert sind. Heisenbergs Unbe-
stimmbheitsrelation driickt aus, dass zwei inkommensurable Groflen nicht gleichzeitig scharf
gemessen werden kénnen. (Quelle: en.wikipedia.org/wiki/Relativity_(M._C._Escher))

iiberhaupt machen? Eine Antwort auf diese philosophischen Fragen bietet moglicherweise die
eingangs erwihnte Prozessontologie von Alfred North Whitehead [3].

7 Ursprung der Geometrie:
Prozess von Ereignissen im Raum der Mdoglichkeiten

Das durch die Arbeit in den exakten Wissenschaften
geschirfte Erkenntnisgewissen macht es Unsereinem nicht
leicht, den Mut zur philosophischen Aussage zu finden.
Ganz ohne Kompromifl kommt man da nicht durch.
Hermann Weyl, Erkenntnis und Besinnung (1955).

Bisher sind wir von den mathematischen Eigenschaften finiter, projektiver Geometrien
ausgegangen - ohne uns wirklich Rechenschaft iiber die verwendeten Grundbegriffe zu geben.
Wir miissen nun abschliefend kldren, welchen Sinn es macht, von Punkten und Geraden,
von ihren Schnittrelationen und Quadrikstrukturen als der Grundlage der Welt zu sprechen.
Denn ein Weltmodell wie die hier vorgestellte finite Geometrie beruht auf Symbolen und
Begriffen, die nicht von selbst verstehbar sind. Im Rahmen eines Modells kann man zwar be-
stimmte Eigenschaften der Welt ableiten und dadurch Erfahrungen erkléaren, man kann aber
weder iiber Sinn noch Bedeutung reden, die man erst versteht, wenn das Modell in einen
Begriindungskontext {ibersetzt wurde. Ein Weltbild versucht dafiir einen stimmigen Verste-
hensrahmen zu entwerfen, in dem jeder Grundbegriff und jede Aussage eines Weltmodells
konsistent interpretiert werden kann. Es ist nicht Ziel dieses Kapitels die grundlegenden Fra-
gen der Wissenschaftsphilosophie zu diskutieren, sondern nur Interpretationsmoglichkeiten
des eingefiihrten finiten Weltmodells aufzuzeigen.

o4



Elemente der Geometrie: Ereignispunkte und Ereignisfolgen

Nachdem Materie als geometrische Inhomogenitéten (geometrische ,Fluktuationen‘ der Qua-
driken) mit Kréften als Nachbarschaftssymmetrie (Annahme (v)) verstanden wurden, die
kontinuierliche Raumzeit als geometrische Ordnung der Quadriken (Annahme (iv)) und selbst
die Quantenphénome der Materie moglicherweise als Ausdruck der geometrischen Unordnung
(geometrische Fluktuation der Umgebungen) erkannt wurden, stellt sich natiirlicherweise
die Frage, woher iiberhaupt die Geometrie kommt, welchen Grund wir fiir die Existenz von
JLPunkten’ , Linien‘ und ,Quadriken‘ angeben konnten. Primér existieren ,offensichtlich’ nur
die Punkte P, wiahrend Linien L und Quadriken ) ,nur‘ Beziehungen der Punkte unterein-
ander kennzeichnen, die mathematisch eine bestimmte Geometrie der Punkte definieren und
die wir als Raum, Zeit und Materie wahrnehmen. Was aber sind® Punkte? Mit dieser on-
tologischen Frage verlassen wir den Rahmen eines mathematisch-physikalischen Weltmodells
und miissen uns ein Bild von der Welt machen, das das Modell als natiirlich erscheinen 14a8t.
Ein physikalisches Weltmodell ist ja nur eine Ordnung der Phénomene mit dem begrifflich
klaren Instrumentarium der Mathematik, aber keine Interpretation der Grundbegriffe. David
Hilbert soll zu der Frage ,Was sind Punkte’ gesagt haben:

Man muf} jederzeit an Stelle von ,Punkte, Geraden, Ebenen‘ ,Tische, Stiihle, Bier-
seidel’ sagen konnen.

Er verdeutlichte damit, dass dem Begriff Punkt’ in der Geometrie keine eigentliche Bedeu-
tung zukommt, sondern es allein auf die in den obigen Axiomen (i)- (vi) ausgedriickten
(Inzidenz-)Relationen ankommt. Die Geometrie ist zwar urspriinglich als Mathematik von
MafBbestimmungen in Rdumen entstanden, in der modernen Sichtweise ist es aber die Wis-
senschaft von Inzidenzbeziehungen. Die konnen auch fiir andere Elemente als Punkte und
Linien zutreffend sein, z. B. fiir punktuelle Ereignisse als Elemente einer Welt, die prozesshaft
gedacht wird.

Bisher geht die Physik in ihren Standardtheorien davon aus, dass eine kontinuierliche (to-
pologische) Mannigfaltigkeit von Punkten als struktur- und beginnlose Biihne bereits vorliegt,
in der sich dann die Materie und auch die Raum- und Zeitabstéinde entwickeln.*® Begrifflich
ist dies bei der Annahme einer kontinuierlichen Geometrie auch gar nicht anders moglich,
wenn man vermeiden will, iiber ,Rénder‘ einer Mannigfaltigkeit zu sprechen, wenn diese in
einem Prozess {iberhaupt erst entstiinde. Bei einer Geometrie endlich vieler Punkte ist dies
anders, da Punkte stets schon ihrem Begriff nach singulér und vereinzelt sind, so dass endliche
Punktmengen {iberhaupt keine ,Rénder’ haben koénnen bzw. nur aus Réndern bestehen, die
sich um jeden einzelnen singuldren Punkt legen.

Die Annahme, dass die Welt aus endlichen Punkten besteht, macht also die Entstehung
dieser Punkte als ein Prozess singuléarer Ereignisse plausibel denkbar. Der Mathematiker und
Philosoph Alfred North Whitehead schrieb schon 1919 in seiner ersten naturphilosophischen
Schrift Enquiry Concerning the Principles of Natural Knowledge [2]:

Raum, Zeit und Materie sind Attribute der Ereignisse. Nach der alten Theorie
der Relativitdt sind Raum und Zeit Relationen zwischen Materiepartikeln; nach
unserer Theorie sind sie Relationen zwischen Ereignissen.

35 Auch in der Allgemeinen Relativitiitstheorie wird eine vier-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
vorausgesetzt, die dann durch eine Metrik in allen ihren Punkten strukturiert wird. Mit anderen Worten, die
gesamte Welt aller moglichen Punkte existiert bereits vor dem Urknall bzw. gleich nach der Singularitéit, nach
der sich dann die Metrik zwischen allen Punkten entwickelt.

35



Er meinte damit, dass man nicht ,Seiendes‘ als Grundlage der Welt machen sollte, sondern
einen Prozess von Ereignissen, und ,Dinge’ nur als ,permanente Ereignisse’ anzusehen sind.
Allerdings sind fiir Whitehead ,Punkte‘ keine ,atomaren‘ Ereignisse, sondern abstrake Klassen
von Ereignissen, sozusagen, das Abstraktum, das einer bestimmten Menge von Ereignissen ,ge-
meinsam’ ist. Es ist ein ,, Trugschluss einfacher Lokalisierung (Verortung)“ (,,fallacy of simple
location“) wenn einer bestimmten Form Materie ein bestimmter Raumzeitpunkt zugewie-
sen wird. Natur wird nach Whitehead namlich als kontinuierlich® wahrgenommen, aber als
,atomar' wiedererkannt. Nur die Rekonstruktion des Vergangenen geschieht in (unteilbaren)
Punkten, wéhrend die Ereignisse kontinuierlich geschehen. Ereignisse konnen daher geome-
trisch nur mit der Relation des , Ausgedehntseins-iiber* gefait werden, dem eben nicht die
Inzidenz-Relation des ,,Enthaltenseins-in“ entspricht (siehe Punkt-Geometrie von Euklid und
David Hilbert). Whiteheads ,,Methode der extensiven Abstraktion®“3® bietet eine Moglichkeit
iiber Punkte als Ereignisse zu sprechen.

Ein Begriff von ,Zeit® ist fiir einen solchen Prozess von Ereignissen zunéchst gar nicht nétig,
sondern nur eine Folgerelation, d. h. eine Abfolge oder Aufeinanderfolge von Ereignissen. Die
obigen Grundannahmen (i)-(vi) der Geometrie lieflen sich dann umformulieren:

(i) die Welt besteht aus Ereignissen P;

(ii) zwei Ereignisse sind durch eine Abfolge L von Ereignissen verbunden;
(iii) zwei Folgen L von Ereignissen haben in einem gemeinsamen Ereignis P ihren Ursprung.
(iv) jedes Ereignis in einer Abfolge hat genau ein Vorginger- und ein Nachfolgeereignis.
(v) ein Ereignis ist stets das Vorgéangerereignis seines Nachfolgeereignisses.
(vi) die realisierten Ereignisse sind nur eine Untermenge aller moglichen Ereignisse.

Jede dieser Annahme erscheint als natiirliche Bestimmung im Begriff des ,Ereignisses’ be-
reits enthalten zu sein, weshalb sich eine weitere Begriindung eriibrigt. Das Faszinierende
an Mathematik ist, dass sie die logischen Konsequenzen dieser als natiirlich angenommenen
Relationen zwischen Ereignissen deutlich macht: Ereignisse bilden eine finite projektive Geo-
metrie, deren Aspekte uns als kontinuierliche Raumzeit, als wechselwirkende Materie mit ihren
Quantenfluktuationen erscheinen. Was wir als Eigenschaften von Materie, die sich in Raum
und Zeit bewegt, wahrnehmen, sind dann aber nur die Spuren vergangener Ereignisse - keine
Dinge, sondern Erscheinungsbilder des bereits stattgefundenen Prozesses an Ereignissen, die
sich unseren Sinnen als mehr oder weniger permanente, geometrische Strukturen zeigen.

In dem finiten Weltmodell gibt es somit zwei vollig verschiedene Typen/Arten von Zeit:
(i) die Koordinaten-Zeit der Minkowski-Raumzeit und (ii) die Prozess-Zeit der Abfolge von
Realisierungen einzelner Ereignisse. Dass beide zusammenfallen ist das Ergebnis der Schaffung
einer Wahrnehmungsraumzeit durch gebundene Systeme (starre Korper), die zu einer Perpe-
tuierung von Raumzeitereignissen fiihrt, so dass jedes Ereignis einen Basispunkt in der Wahr-
nehmungsraumzeit induziert. Die umfangreiche philosophische Diskussion zur ,Zeit‘ kann hier
nicht gefithrt werden. Es soll nur darauf hingewiesen werden, dass die Koordinaten-Zeit ei-
gentlich kein fundamentaler Zeitbegriff ist, da sie ein ,Blockuniversum‘ impliziert, in dem alles
statisch festgelegt ist - ohne jede eigentliche Entwicklung. Dagegen entspricht die Prozess-Zeit
unserer unmittelbaren Zeiterfahrung, wird aber bisher in der Physik als jnicht-physikalisch’

30giehe vor allem Part II1, Kapitel 8-13 in den Enquiry [2] und Part IV, Kapitel I-11I in Process and Reality
(3]
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angesehen. Thr Weltbild eines Block-Universums ist der klassische Gegenentwurf zu White-
heads Prozess-Universum.

Wenn die finite Geometrie Kg den Raum moglicher Ereignisse beschreibt, ergeben sich
natiirlich weitere Fragen, die mit den Formulierungen (i)-(vi) einhergehen, aber bisher nicht
expliziert wurden:

ad (i) Woher kommt dieser ,Atomismus‘ von Ereignissen? Ist eine ,punktfreie’ Geometrie nicht
angemessener zur Beschreibung der Welt? Was ist denn der Grund der Endlichkeit der
Ereignisse in einer Abfolge, bzw. was ist der Ursprung einer fundamentalen Skala?

ad (ii) Muf im Raum der Moglichkeiten jedes Ereignis mit jedem anderen verbunden werden
konnen, oder gibt es auch sich ausschlieBende Ereignisfolgen?

ad (iii) Warum gibt es windschiefe Linien im hoherdimensionalen Raum der Moglichkeiten, die
sich nicht schneiden?

ad (iv) Kann ein Ereigniss nicht mehrere Folgen haben? Wie geschehen ,Verzweigungen® von
Abfolgen?

ad (v) Ist Nachbarschaftssymmetrie eine zu einschréinkende Forderung an die Abfolge von Er-
eignissen?

ad (vi) Konnen Ereignisse aus der Welt wieder verschwinden, der Zustand der Welt kleiner
werden?

Was bringt ein solches neues Welthild? Es sollte Fragen beantworten kénnen, die wir in unse-
rem bisherigen physikalischen Weltbild kaum bzw. gar nicht mehr stellten. Man koénnte z. B.
iiber die Ereignis-Begriindung der Annahme (iii), bzw. den Ursprung der Kausalitat weiter
spekulieren: zwei Ereignisketten (Abfolgen L) haben stets einen gemeinsamen Ausgangspunkt,
das Ereignis aus dem zwei Abfolgen (Linien) von Nachfolgeereignisse folgen. Was sind aber
die Punkte auf der anderen Seite‘ dieses Ausgangspunktes? Offensichtlich ist die Natur sym-
metrischer als unsere Zeitwahrnehmung: Prozesse konnten sich immer in beide Richtungen
einer ,Linie‘ entwickeln. Diese erschienen dann als ,Antimaterie’ fiir die Ordnung stérenden
Freiheitsgrade und als negativer Abstand im Raum. Aber warum gibt es dann keine ,negative
Zeit'? Vermutlich, weil eine Dimension das Voranschreiten des Prozesses ausdriicken muf3,
in dessen Begriftf die Gerichtetheit bereits liegt. Was wir als Zeit wahrnehmen, wire dann
die fortschreitende Realisierung von Ereignissen, d.h. das Phdnomen, dass {iberhaupt etwas
passiert.

Solche Fragen konnen heuristische Wegweiser sein, um das oben ausformulierte finite Welt-
modell umzubauen oder zu erweitern. Dafiir miifiten den Begriffen ,Atomismus‘, ,Liicken‘ oder
,Verzweigungen® in diesem Weltmodell eine mathematisch prézisere Bedeutung gegeben wer-
den. Was muss aber ein physikalisches Weltmodell auszeichnen, um iiberzeugend zu sein? Es
muss aus wenigen Axiomen ableitbar sein und vor allem alle quantitative messbaren Grofien
und Strukturen genau so deduzieren konnen. Wir miissen uns abschlieffend in Kapitel 8 Auf
dem Weg zum Standardmodell der Physik also der Frage stellen, wie weit das bisher formu-
lierte Weltmodell empirisch tatséchlich addquat ist. Vorher erlauben wir uns aber noch zwei
spekulative Fragen iiber die Geschichtlichkeit der Welt und wo der Geist bleibt?
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Vorhersagen in einer offenen Zukunft: Freiheit und Geschichtlichkeit der Welt

Wenn diese Prozessinterpretation der geometrischen Grundbegriffe sinnvoll ist, dann hat dies
Konsequenzen fiir unser Verstédndnis, was Physik bedeutet: sie ordnet bereits geschehene Er-
eignisse in ihre geometrische Ordnung, die wir als Naturgesetze formulieren, kann aber keine
Ereignisse voraussagen. Die Zukunft ist offen und kann nicht durch Naturgesetzlichkeit fest-
gelegt werden, da diese nur die Vergangenheit betrifft und letztlich nur aus den Annahmen
(i)-(vi) iiber die Natur von Ereignissen bestiinde. Auch der durch die Annahme (vi) ein-
gefithrte Zustand (44) beinhaltet nur vergangene Ereignisse und legt zukiinftige nicht fest.
Dies ist anders als in der klassischen Mechanik oder auch der kanonischen Quantendynamik,
bei denen der Zustand eines Systems (Ort und Geschwindigkeit der Teilchen bzw. Anfangs-
werte der Wellenfunktion) aufgrund der differentiellen Bewegungsgleichungen die zukiinftige
Entwicklung determiniert. In der finiten Geometrie von Ereignissen bestimmen die vergange-
nen Ereignisse (der Zustand der Welt) durch die ,Naturgesetze® (i)-(vi) (Bewegungsgleichun-
gen) die Realisierung von zukiinftigen Ereignissen aber nicht eindeutig. Die Vorhersagekraft
der Physik beruht allein darauf, einen Rahmen fiir mogliche zukiinftige Ereignisse setzen zu
konnen, die eben nicht beliebig sind, sondern den Eigenschaften (i) - (vi)) von ,Ereignissen’
(,Punkten‘) geniigen miissen. Insbesondere miissen die moglichen Ereignisse die finite projek-
tive Geometrie erfiillen, so dass Kg als der Raum der Moglichkeiten betrachtet werden kann.
In bestimmten Situationen legen diese bereits viel fest, in anderen so gut wie gar nichts. Was
zukiinftig passiert, ist aber prinzipiell offen und kann keinen Naturgesetzen unterliegen, da die
Naturgesetze (i) - (vi)) von Ereignisprozessen immer noch einen Raum vieler Moglichkeiten
erlauben. Diese Physik wire insbesondere nicht pradiktiv. Die meisten bisherigen Theorien
der Physik setzen voraus, dass Anfangsbedingungen die Zukunft eindeutig bestimmen (z. B.
globale Hyperbolizitét in der ART). In diesem finiten Weltmodell lige die Vorhersageféhigkeit
der Physik aber nur an der technischen Moglichkeit, durch Ereignisse Randbedingungen fiir
weitere Ereignisse zu stellen. Determiniert wére aber nur die Vergangenheit.

Die Interpretation von ,Punkten‘ als Ereignisse und ,Linien‘ als Prozessabfolgen, ermdoglicht
damit eine neue Weltsicht, die bisherige Annahmen in Frage stellt. Gibt es wirklich einen
Raum, der sich in die Zukunft erstreckt und dort bereits vorliegt, um von unseren Handlun-
gen mit Ereignissen gefiillt zu werden? Oder ist nicht alles, was wir sehen, Vergangenes, das
unsere Sinne nur fiir uns festhalten? Es gibt nichts in der Zukunft, auch keinen Raum und
keine Zeit, denn sie sind auch nur permanent erscheinende Ereignisse der Vergangenheit. Die
Zukunft ist dagegen véllig offen.

Die Frage, was die Realisierung von Ereignissen im Prozess bestimmt, scheint iiber die
Moglichkeiten der Physik hinauszuweisen, da sie keine Frage der Strukturierung der bereits
geschehenen Phénomene betrifft. Physik beschéftigt sich nur mit dem Beobachtbaren, d. h.
der Vergangenheit, nicht mit den zukiinftigen Ereignissen. Es ist wichtig zu betonen, dass die
grundlegenden Naturgesetze (i)-(vi) eben nur’ Eigenschaften von vergangenen Ereignissen
sind, die sich in RegelméfBigkeiten von Ph&nomenen ausdriicken. Durch ihre geometrische
Struktur beeinflussen sie zwar zukiinftige Ereignisse aus dem Raum Kg der Moglichkeiten, da
diese sich in Vergangenes einfiigen miissen, sie determinieren sie aber nicht. Wie wird dann
aber die Realisierung eines konkreten Ereignisses aus der Unendlichkeit der Mdoglichkeiten
ausgewahlt? Es konnte purer Zufall sein, oder ein véllig unbekanntes, nicht-physikalisches
Prinzip, oder eventuell die Intention eines Bewufltseins. Empirisch scheint dann aber das
grofite ungeloste Problem zu sein, wie genau das Bewufltsein und der freie Wille des Menschen
im Rahmen eines finiten Weltmodells wirkt, wie Intentionen in die Welt kommen. Bei solchen
Fragen scheint die Physik momentan in der Tat an ihr Ende gekommen zu sein.
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Jenseits von Raum und Zeit: Geist und Seele

Zum Schluf} bleibt eine Frage, die sich schon zu Beginn der Geschichte die Vorsokratiker
stellten: in welchem Verhéltnis steht der Geist zur Welt, sei es die kognitive Psyche - von
Plato ,nous‘ genannt - oder die intentionale und bewegende Lebenskraft - von Anaximenes
Pneuma - genannnt? Was ist Intention von Punkten? Was ist raumloser Geist? Gibt es eine
Seele? Und letztlich, wo ist Gott in einer finiten Welt? Erlaubt ein finites Weltmodell, zu
solchen Fragen etwas beizutragen, was nicht frither schon formuliert war?

Man koénnte dariiber spekulieren, ob in dieser Welt der Ereignisse es nicht auch Ereignisse
gibt, die sich nicht in Raum und Zeit zeigen: Prozesse der Gefithle und des Bewufltseins, der
Intention und des Willens. Qualia waren raumszeitlose Ereignisse, die aber ,verbunden‘ sind
mit neuronalen Gehirnaktivitidten als den (korrelierten) Ereignissen in Raum und Zeit. Die
Welt finiter projektiver Geometrien wiirde solche Geistereignisse zulassen, z. B. als Ereignisse
im ,Unendlichen‘, die auflerhalb von Raum und Zeit liegen aber als Ereignisse von Linien oder
Hyperebenen dennoch mit ihnen verbunden wéren. Denkmdoglich sind solche Fragen im Rah-
men eines finiten Weltmodells geworden, aber was sind die definierenden Eigenschaften solcher
Geist-Ereignisse und wie genau nehmen sie Einflufl auf die Welt der Raumzeit-Ereignisse? Nun
kann man iiber mogliche Antworten trefllich spekulieren und debattieren. Entscheidend ist,
ob das vorliegende Weltmodell mit den empirisch feststellbaren Fakten konsistent ist.

8 Auf dem Weg zum Standardmodell der Physik

Nur im Unendlichkleinen diirfen wir erwarten auf die elementaren iiberall
gleichen Gesetze zu stoflen, darum mufl die Welt aus ihrem Verhalten im
Unendlichkleinen verstanden werden.

Hermann Weyl, Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft, 1927.

Im Gegensatz zur Allgemeinen Relativitétstheorie und der Quantenfeldtheorie der ele-
mentaren Teilchen ist das hier vorgestellte Weltmodell bisher nicht in seinen physikalischen
Vorhersagen ausgearbeitet oder gar empirisch getestet. Es ist bisher nur ein theoretischer
Ansatz, der vielversprechende Aspekte aufweist, eine einheitliche Theorie der physikalischen
Phénomene der Welt zu erklaren. Ob das Weltmodell einer projektiven Geometrie endlich
vieler Ereignispunkte tatsdchlich mit allen empirischen Daten vertraglich ist, wird gerade
studiert. Ziel ist dabei, sowohl das Standardmodell der Elementarteilchenphysik als auch die
Allgemeine Relativitatstheorie der Kosmologie aus der grundlegenden finiten Geometrie als
effektive Theorien fiir grofle Skalen abzuleiten. Wenn dies mathematisch gelingt, kann die
bereits vorliegende, hervorragende empirische Bestédtigung dieser Theorien zur Begriindung
des tiefer liegenden geometrischen Weltmodells verwendet werden. Auf dem Weg dahin sind
die folgenden konkrete Schritte zu tun:

S1: Die fundamentalen physikalischen Objekte des kontinuierlichen Standarmodells der
Physik, d.h. die Metrik g,,(X) und der Kriimmungstensor G,, = G[g,.| der Raum-
zeit (siehe Einstein-Tensor (9)) miissen wie die komplexe Wellenfunktionen ¢ (X) der
Quantenfeldtheorie in Gl. (24) als Parameter fiir die moglichen Quadriken Q(X) bzw.
sie erzeugende Projektivitaten W(X) identifizierbar sein. Es diirfen vor allem nicht mehr
Teilchenfelder auftreten, da es vermutlich schwer sein wiirde, ihre bisherige empirische
Nichtbeobachtung zu begriinden.
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S2: Die fundamentalen Symmetriegruppen des kontinuierlichen Standarmodells der Phy-
sik, d. h. die Poincarégruppe der Minkowski-Raumzeit R sowie die Eichgruppe SU(3)x
SU(2) x U(1) der Wechselwirkungen elementarer Teilchen (siche Gl. (15)) miissen als
kontinuierlicher Grenzfall in der projektiven Symmetriegruppe (28) der Quadriken und
der finiten Eichgruppe (34) enthalten sein. Es diirfen vor allem nicht mehr oder weniger
Eichfelder ¢}, bzw. lokale Symmetrien auftreten, da ihre bisherige empirische Nichtbeob-
achtung schwierig zu begriinden wére. Zudem miissen die kontinuierlichen Materiefelder
1 sich als Darstellungsraume der kontinuierlichen Symmetriegruppen erweisen und so-
mit automatisch die Dirac-Gleichung bzw. die freien Yang-Mills-Gleichungen (13) mit
den entsprechenden Feldstérke-Tensoren F}j, = F[¢}] erfiillen.

S3: Die fundamentalen Wechselwirkungen des kontinuierlichen Standarmodells der Phy-
sik, d. h. die Einstein-Gleichungen (8) fiir die Gravitation und der Energie-Impuls-Tensor
(11) des Standardmodells der Elementarteilchen miissen aus der Annahme (v) auf
natiirliche Weise folgen. Insbesondere mufl - wie bereits oben bei der Einfithrung der
Wechselwirkung (v) erwihnt - die finite Version des Funktionals 7),, = 7T [¥] fiir den
Energie-Impuls-Tensor (11) des Standardmodells hergeleitet werden.

Das meiste ist offensichtlich noch zu tun und es ist vermessen anzunehmen, dass diese Her-
leitungen miihelos gelingen werden. Immerhin bietet das finite Weltmodell einen denkbaren
Ansatz, der ein Gelingen der Deduktion der Allgemeinen Relativitdtstheorie und des Stan-
dardmodells plausibel macht. Doch damit nicht genug.

Werte beobachteter physikalischer Groéflen

Abgesehen davon, dass die Grundstruktur einer 34+1-dimensionalen Welt mit Quantenmate-
rie ohne Singularitdten auf natiirliche Weise durch eine finite Geometrie von Ereignissen be-
griindet werden kann, stellt sich offensichtlich die Frage, ob auch etwas Beobachtbares neu er-
klarbar bzw. dieser theoretische Ansatz durch empirische Experimente testbar ist. Dafiir spie-
len vor allem die Vermessungen der elementaren Teilchen an Beschleunigern wie dem CERN
und der grofiraumigen Struktur des Universums wie durch das Weltraumteleskop Hubble ei-
ne entscheidende Rolle (sieche Abb. 17), da nur bei den kleinsten oder grofiten Langenskalen
sich die entscheidenden Eigenschaften der Materie zeigen. Die Hoffnung ist, mit diesem finiten
Weltmodell auch Fragen zu diesen kosmologischen Beobachtungen bzw. gemessenen physikali-
schen Werten elementarer Teilchen beantworten zu konnen, die momentan im kontinuierlichen
Standarmodells der Physik zwar thematisiert, aber nicht beantwortet werden kénnen:

W1: Woher kommen die gemessenen Werte der 24 unbestimmten Parameter im Stan-
dardmodell, insbesondere die Hierarchie der verschiedenen Massen? So stellte z. B. Ri-
chard Feynman bzgl. der Feinstrukturkonstante o ~ 1/137, die die Stérke der elektro-
magnetischen Wechselwirkung angibt, fest:

Sie war stets ein Mysterium, seit sie vor iiber fiinfzig Jahren entdeckt wurde,
und alle guten theoretischen Physiker hédngen sich diese Zahl an die Wand
und zerbrechen sich iiber sie den Kopf.

Sowohl diese Feinstrukturkonstante wie auch die Starken ag und ay der starken und
schwachen Wechselwirkungen (3 Parameter), sowie die Masse des Elektrons wie auch
der aller anderen Teilchen (insgesamt 13 Parameter fiir 6 Quarks, 6 Leptonen und ei-
nem Higgs-Teilchen) miissen in einem finiten Geometriemodell als natiirliche Zahlen
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Abbildung 17: Experimente wie diese Entdeckung des Higgs-Teilchens am CERN durch zwei
unabhéngige Detektoren (CMS oben, ATLAS unten) sowie astronomische Beobachtungen
des Universums legen die Werte W1 - W8 des Standardmodells fest. Jedes mathemati-
sche Modell mufl kompatibel mit diesen Werten sein, um den Anspruch erheben zu konnen,
eine einheitliche Theorie der physikalischen Phdnomene der Welt sein zu kénnen. (Quelle:
cds.cern.ch/record/1630222)

auftreten konnen. Hinzu kommen noch die 8 Parameter der Mischungswinkel zwischen
den Familien (siche néchste Frage). Wahrend die Stérken «; der drei Wechselwirkungen
die drei unbestimmten Normierungsfaktoren ¢ in einer Biquadrik sein kénnten, kénnte
die Masse mpy des Higgs-Teilchens der 4. Normierungsfaktor h, auf der Diagonale einer
Biquadrik sein (siehe Gl. (25)). Auch fiir jeden der vier Teilchentypen mit den Indi-
zes (1, q, 1 und e liefle sich eine charakteristische Wellenldnge als fundamentale Masse
einfithren, die wegen einer Periodizitdtsbedingung an die Wellenfunktion nur bestimmte
Werte annehmen diirften. Die weiteren Komponenten der Felder W sind allerdings Dar-
stellungskomponenten der Symmetriegruppe und sollten daher keine weiteren verschie-
denen Massen haben. Nimmt man dafiir 3 Familien von Teilchen an, erhielte man genau
die 12 Massenparameter fiir Quarks und Leptonen. Die tatséchlich gemessenen Werte
der Massen wiren aber als effektive Massen auf groflen Léangenskalen (niederen Ener-
gien) durch die Wechselwirkung der Felder untereinander zu erkléren (Renormierung).
Im Gegensatz zum Standardmodell miissen aber keine unbestimmten Konstanten der
Wechselwirkungstirken mit dem Higgsfeld angegeben werden, da die Teilchenfelder (12)
nicht ;per Hand* in die Welt eingefiigt werden, sondern als geometrische Freiheitsgrade
in der Quadrik vorhanden sind. Allerdings miissen die gemessenen Werte der Wechsel-
wirkungstéarken mit dem Higgsfeld quantitativ korrekt aus einer Renormierungstheorie

der Geometriefluktuationen herauskommen, was ein starker Test des finiten Weltmodells
ware.
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W2:

W5:

W6:

WT:

Warum gibt es drei Familien von elementaren Teilchen? Insbesondere woher kommen
die Werte der 4 Parameter der Kobayashi-Maskawa Matrix und die 4 Parameter der
Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata Matrix, die jeweils die Zerfallskanéle zwischen den
Quark-Familien und den Leptonen-Familien beschreiben. Man kénnte argumentieren,
dass die baren (nicht-renormierten) Massen nur mogliche Teiler der Anzahl n von Er-
eignissen in einer Abfolge sein konnen, um periodische Eigenfunktionen zu ermoglichen,
d.h. um die geometrische Periodizitat der Welt zu beriicksichtigen.?”. Aus der proba-
bilitischen Zahlentheorie weifl man, dass eine Zahl der Gréfienordnung n ~ 10% typi-
scherweise nur 3 Teiler hat.

: Woher kommt der Vakuumerwartungswert des Higgsfeldes, das die SU(2) x U(1)-

Symmetrie bricht und den schwachen Eichbosonen eine bestimmte effektive Masse ver-
leiht. Die Symmetriebrechung miifite als Vielteilcheneffekt aus der Wechselwirkungs-
theorie folgen und den Vakuumerwartungswert bestimmen.

: Wo sind die rechtshindigen Neutrinos? Wurden sie nicht gemessen, weil sie nicht als

Freiheitsgrade existieren (Majorana-Masse) oder weil sie nur iiber das Higgs-Teilchen
mit den anderen Teilchen wechselwirken und wir noch nicht lange genug nach ihnen
gesucht haben? Im Rahmen des finiten Weltmodells konnte man argumentieren, dass
es prinzipiell nur linkshidndige Darstellungen v;(P) der Isospinsymmetrie gibt, wiahrend
das rechtshindige Elektron (Myon, Tau) die 1-komponentige Darstellung e(P) der La-
dungssymmetrie sei.

Was ist die ,Dunkle Materie‘? Ist dies ein Effekt der moglicherweise durch nicht-
periodische Storungen der Biquadrik entsteht und daher gar nicht als Teilchen mit einer
bestimmten Masse auftreten kann? Oder sind es die Teilchen, die in der Transforma-
tionsmatrix (24) zwar Spinorkomponenten v;(P) haben, aber keine Ladungen tragen
(¢ =0, v, =0 und e = 0) und daher nur gravitativ wechselwirken?

Was ist die ,Dunkle Energie‘? Ist die beobachtete Beschleunigung der Expansion
des Universums moglicherweise ein Effekt der zusétzlichen Dimensionen im Lichtkegel
einer finiten Geometrie, der quasi als zusétzlicher Raum in jedem Raumzeitpunkt der
Welt als ,Hintergrunddynamik® wirkt? Anders gefragt: woher kommt die Kosmologische
Konstante, deren Ursprung im Standardmodell vollig unklar ist? LaSt sich ihr Wert
durch eine zeitabhéingig wachsende Anzahl versteckter Dimensionen bestimmen?

Woher kommt die Asymmetrie von Materie und Antimaterie im beobachtba-
ren Universum? Woher kommt die Brechung der Zeitsymmetrie (bzw. der C- und CP-
Symmetrie)? Per Hand lieBe sich eine Asymmetrie im finiten Weltmodell einfach durch
eine Abwandlung der Nachbarschaftssymmetrie (v) einfithren. Aber ob das eine sinn-
volle Antwort auf die fehlende Antimaterie im Universum ist, kann nur eine konkrete
und aufwendige Rechnung im Modell geben.

: Woher kommen die Groflen der gebundenen Teilchensysteme, insbesondere der

Wert des Protonenradius von 1 Femtometer (1fm = 107" Meter) und des Bohrschen
Atomradius von 1 Angstrém (1A = 107'% Meter)? Diese charakteristischen Léngen set-
zen die Skala fiir den klassischen Limes und teilen die Welt in eine subatomare Quanten-
welt und eine makroskopische Anschauungswelt. Erst die Stabilitéit gebundener Systeme

3TFermats ,Little Theorem‘ besagt, dass zP~! = 1 mod p, so dass die Periode einer Funktion {iber einem
endlichen Primkoérper K, die fundamentale Primzahl p — 1 teilen mu8.
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erlaubt die Existenz einer klassischen Raumzeit als persistentes Ereignis, da sie gebun-
den nur in einer (!) linearen Hiille mit stabiler Nachbrschaft/Umgebung moglich sind.

Es ist noch viel zu tun, alle diese Werte zu berechnen. Auch wenn dies konkret noch nicht
geschehen ist, erlaubt das finite Weltmodell doch zumindest Ideen, woher diese Werte kom-
men konnten und eroffnet damit ein produktives Forschungsfeld fiir die néchsten Jahrzehnte.
Es wiirde an ein Wunder grenzen, wenn alle diese Zahlenwerte wie gemessen aus dem fini-
ten Geometriemodell berechenbar wiren. Selbst wenn sich dieser Ansatz als empirisch nicht
adédquat erweisen sollte, ist er aber nicht wertlos. Es ist ein wohldefiniertes Modell, von dem
es sich lohnt, seine Eigenschaften zu studieren und Konsequenzen zu kennen. Es eréffnet vor
allem auch Denkmoglichkeiten, die vielleicht in eine andere Richtung weisen werden, die dann
hoffentlich erfolgreicher wéren, die Phidnomene zu erkléren.

Ein Ende der Grundlagensuche der Physik?

Wenn dieses Modell und die Interpretation der finiten projektiven Geometrie als ein Prozess
von Ereignissen stimmt, wire dies wohl das Ende der Grundlagensuche der Physik. Die Physik
hebt sich quasi auf, da es keine Naturgesetzlichkeit mehr zu entdecken gibt, wenn die beob-
achtete Welt nur die zuriickbleibende Spur des Geschehenden ist, die sich notwendigerweise
als finite projektive Geometrie strukturiert.

Natiirlich wurde das Ende der Physik schon &fters ausgerufen; am Ende des 19. Jahr-
hunderts mit der Klassischen Mechanik als einer alle natiirlichen Phénomene erkldrenden
Theorie und neuerdings mit der Superstringtheorie und anderen Varianten einer Weltformel
oder 'Theory of Everything’. Wer weifl schon, welche Uberraschungen Natur fiir uns bereit
hélt in immer kleineren oder grofleren Skalen? Es gibt allerdings einen guten Grund, ein Ende
der Grundlagensuche der Physik zu erwarten: die fundamentalen Naturgesetze, aus denen
die Allgemeine Relativitatstheorie und das Standarmodell ableitbar sind, kénnten so .einfach’
sein, dass iiberhaupt kein Bedarf nach einer weiteren Suche da wére. Wenn die benétigten
Grundbegriffe und Grundrelationen gar keine Mathematik mehr benétigen und so evident
einleuchtend sind, dass sich jede weitere Frage eriibrigt. Physik hebt sich dann auf, weil sie
nichts mehr zu erklaren hat, weil die fundamentalen Naturgesetze sich nicht in abstrakter
Mathematik finden lassen, sondern sich auflésen in den Eigenschaften eines Prozesses von
Ereignissen.
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