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Random-Walks, Levy-Flights und Levy-Walks

Tragweite und Eigenschaften von Random-Walks

Random Walks sind nicht nur bei mikroskopischen Phdnomenen, wie beispielsweise der Brownschen
Bewegung oder Zellmigration von hoher Bedeutung, sondern auch in unserem makroskopischem
Alltag erkennbar und von groBler Tragweite. So kann man sie bei der Bewegung von Tieren in der
Wildnis, Fluglinien oder auch Aktienmérkten beobachten. Ein wichtiges Theorem fiir Random Walks
wie beispielsweise der Brownschen Bewegung ist der zentrale Grenzwertsatz. An dieser Stelle und
in der Definition von Levy-Flight und Levy-Walk halte ich mich eng an die Formulierungen aus dem
Buch “Elements of Random Walk and Diffusion Processes™ von Oliver C. Ibe ([1]];[2]). Seien X;
unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert 1, und Varianz

ag(. Dann besagt der zentrale Grenzwertsatz, dass die Zufallsvariable

N O'X\/ﬁ

fiir n — oo gegen die Standartnormalverteilung konvergiert. Die Standartnormalverteilung ist ei-

Ya

ne GauB-Funktion mit Erwartungswert £(X) = 0 und Varianz 0% = 1. Eine Bedingung fiir die
Giiltigkeit des zentralen Grenzwertsatzes ist, dass der Erwartungswert, auch oft als F/(X) gekenn-
zeichnet, und die Varianz Jg( endlich sind. Im nichsten Abschnitt zeige ich, dass der Grenzwertsatz
fiir Levy-Flights und Levy Walks verletzt sein kann, wodurch sie sich von anderen Random Walks
unterscheiden konnen. Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass fiir eine Zufallsvariable mit kon-

tinuierlichen Werten, eine Wahrscheinlichkeits-Dichte-Funktion fx (z) eingefiihrt wird, mit

mmzwzlmwth
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ox :/_ Oodx (a:—E[X])2 fx(z)
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Definition von Levy-Flight und Levy-Walk

Im Folgenden sind der Levy-Flight sowie der Levy-Walk von groer Bedeutung. Um Letzteren genau-
er zu verstehen, muss zunéchst der Begriff des Levy-Flights geklart werden. “Ein Levy-Flight ist eine
mathematische Beschreibung einer Ansammlung von zufilligen, kurzen Schritten welche durch selte-
ne, langere Schritte verbunden sind [3]].“ Bei einem Levy-Flight werden, wie der Begriff Flight schon
impliziert, die Gitterpunkte “iiberflogen”. Es werden nur Anfangs- und Endpunkt bertihrt. Auflerdem
bewegt man sich im Levy-Flight mit unendlicher Geschwindigkeit von Gitterpunkt zu Gitterpunkt.
Des Weiteren kann die Wahrscheinlichkeits-Dichte Funktion fx(z) im Falle des Levy-Flights eine

Potenzfunktion sein [4]:

fx(@)ox (14+2)%, 0<a



Man verschiebt oft die Funktion um einen endlichen Wert, da infinitesimal kleine Werte in der Basis

der Potenzfunktion nicht von Bedeutung sind. Fiir den Erwartungswert folgt mit C' = const.

E[X] = /0+<><> dez C(1+x)™® =

N T G ) L ¢ 5 ) 1
=0 (e S e e )

Betrachtet man noch die Fille « = 1 und o« = 2, so ergibt sich fiir « = 1:

E[X]:/O+Oodxx0(1+x)_120 <x—ln(x+1)> O’o—>oo

Und fiir o« = 2:

o0

) |

E[X]:/O+oodxa:0(1+x)_2:C <ln(x+1)+x+1

Ich integriere ab der Null, da ich in den folgenden Kapiteln Variablen wie den Betrag des Ortsvektors
| 7| und die Zeit ¢ betrachte, welche groBer oder gleich Null sind. Betrachtet man den Erwartungswert
fiir das Intervall o € (0, 2], so muss der Grenzwert lim,_, berechnet werden. Ich nehme dabei an,

dass lim,_,o und lim,_, ., vertauscht werden diirfen:

L (14 )t (1+ x)%@ 1
lim lim z- — + =
200 a—0 -« 1l-a)2—-a) (1-a)(2-«)
1 1 1 2 1 2
= lim x( +2) —( + ) + = lim x——)oo
T—00 1 1-2 1-2 z—00 2

Danun firalle 0 < o < 2und z > 0 gilt: (1 +2)72 < (14 2)™ < lim,_o (1 + 2)~® und die
Spezialfille o = 1,2 wohldefiniert sind, divergiert der Erwartungswert zwischen 0 < o < 2. Fiir

Werte o > 2 divergiert das Integral

I P € ) | o) s !
X =C (Jim 2 5 (-a)Z—a) <1—a>(2—a>)

nicht mehr. Dies kann auf drei Dimensionen verallgemeinert werden. Sei f(x, y, z) eine Wahrscheinlich-

keits-Dichte-Funktion fiir die neue Zufallsvariable g(x, y, z), so gilt nach [5]:

+oo +oo +00
Eg(X,Y,Z)Z/ / / dedydz g(x,y, 2) f(z,y, 2)



Wihlen wir f(z,y, z) = (14 /2% + y? + 22)~%, sowie es spiter noch hiufig vorkommt und betrach-
ten fiir g(x,y, z) den Radius r = /22 + y? + 22, dann ergibt sich:

+o0  ptoo  ptoo r +oo 3
E(r):/ / / dxdydz—a:47T/ dr ———
o S S (1+7) 0 (1+7)

Man kann zeigen, dass sich fiir jede zusitzliche Dimension die rechte Grenze des Intervalls von «,
fiir das der Erwartungswert divergiert, um Eins vergrofert. Aus diesem Grund, ist der zentrale Grenz-
wertsatz in drei Dimensionen mindestens fiir Werte o € (0, 4] verletzt, da in diesem Intervall der
Erwartungswert divergiert. Fiir eine genaue Darstellung der Exponenten zu den unterschiedlichen
Arten von Diffusion verweise ich auf das Paper [[6]. Die Betrachtung der Divergenz ist wesentlich
komplizierter. Ich gehe nicht auf sie ein. Der Levy-Walk unterscheidet sich nun darin, dass das Teil-
chen eine kontinuierliche Trajektorie von Anfangs- zu Endpunkt verfolgt. Die Zeit dafiir ist endlich
und somit auch die Geschwindigkeit des Teilchens. Die Gitterpunkte, welche beim Levy-Flight er-
reicht werden, sind im Levy-Walk-Modell Wendepunkte. Levy-Walks konnen allerdings ebenfalls

den zentralen Grenzwertsatz verletzen.

Ein-Teilchen System

Bei der Beschreibung des Ein-Teilchen Systems halte ich mich eng an das Paper [6] “On moments and
scaling regimes in anomalous random walks* von Michael Schmiedeberg, Holger Stark und Vasily Yu
Zaburdaev. Dort wird die Wahrscheinlichkeits-Dichte (7, t) eingefiihrt, welche den Fall beschreibt,
dass ein Schritt im Intervall [, 7+ d7] und [¢,¢ + dt] endet. Sie beschreibt die Wendepunkte des
Teilchens, welche in Abbildung |1{durch die farbigen Punkte gekennzeichnet sind. Q(7,t) wird durch

folgende Ratengleichung beschrieben:

Q(F,t)://d?’dt’g(?’)f(t’)@(?—r‘”,t—t’)+Q(0,0):

,,‘,‘l tl

= [ [ oot - )+ 503) (1)

,r—,‘l tl

Es wird iiber den gesamten 3-Dimensionalen Ort und iiber Zeiten t' € [0, 00) integriert. Dabei ist
die Initialbedingung, dass das Teilchen im Ort (0, 0) startet. Dies wird durch das Produkt der beiden
Delta-Distributionen realisiert. g(7) ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schritt, der in [, 7 + dF”]
endet und wird oft durch eine Potenzfunktion beschrieben. Selbiges gilt fiir f(¢), wodurch die Wahr-

scheinlichkeit fiir einen Schritt der in [¢,t + dt | endet, angegeben wird. Beispiele fiir solche Potenz-



funktionen sind:

. 1
g(?")0<(1+|m)ﬁ+1, B>0
f(t):(lfw ; >0

In der Ratengleichung wird also die Wahrscheinlichkeits-Dichte () am Raum-Zeitpunkt (7, ¢) durch
alle realisierbaren, vorangegangenen Wahrscheinlichkeits-Dichten (7 — 7/, ¢ — t’) beschrieben.

Q(r—7",t—t) ist die Wahrscheinlichkeits-Dichte, dass der vorherige Schritt in 7—7" und t—¢" endete.
Befinde ich mich also um den Raumvektor 7/ und um die Zeit ¢’ verschoben von (7, t), so ergibt sich
Q(7,t) indem ich g(7”) und f(¢') beriicksichtige. Man summiert iiber alle moglichen Verschiebungen
(7, t') in Form eines Integrals und erhilt (7, ¢). In ihrem Paper stellen die Autoren drei Varianten

von Random Walks vor:

* Wait-first model: Zunichst wartet das Teilchen ein Zeitintervall ¢ und springt dann instantan

entlang des Vektors 7 zur neuen Position

* Jump-first model: Das Teilchen springt instantan entlang des Vektors 7 zur ndchsten Position

und wartet dann dort eine Zeit ¢

* Velocity model: Das Teilchen bewegt sich mit einer konstanten Geschwindigkeit v zur nidchsten
Position (Levy-Walk, Abb. [I))

Abb.1 Levy-Walk zweier unabhiéngiger Teilchen in einer Dimension [[7]]



Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit P nutzt man eine Eigenschaft der Fourier- und Laplacetrans-
formationen aus. Diese seien wie folgt definiert. Dabei soll der Index ¢ angeben, auf welche Raum-
vektoren und Zeiten die jeweilige Transformation wirken soll. Dies ist in Mehr-Teilchen Systemen
notig.

FENE = [ [ [ars@ et [an g et

zeR yeR zeR 7

o0

Li(f(t:)(si) = /dti ft;) - e st

0

Die Laplace-Transformation ist eng verwandt mit der Fourier-Transformation und wird im Folgenden
auf zeitabhingige Funktionen angewendet. F und £ werden von mir als vertauschbar angenommen.

Die Ratengleichung (I)) enthélt Faltungen in 7 und ¢, welche folgende niitzliche Eigenschaft haben:

F(f () % () (k) = F(f) (k) - F(g) (k)

L(f(t)*g(t))(s) = L{f)(s) - L(g)(s)
Mit Ausnutzung dieser Eigenschaft folgt fiir die Ratengleichung (1)) des Ein-Teilchen Systems:
FLQ(Ft) =

— FL (//d?’dt’g(?')f(t')Q(F_F,7t 1)+ 8(8(1)) =

,r_,‘/ t/

— FL / / d7'dt g(F) f(E)Q(F — 7' t —t') + FL 8(7)8(t) =

,r_,‘l t/
- /dfem/dt eSt//df’dt/g(F’)f(t’)Q(f’—F/,t—t')+
I 0 7ot

[e.9]

+/dfe“3”/dt et §(F)(t) =

S
=]

= [are i [aree [arg) (s« Q- 7.0)+

Rl
o
=



+1=

-~ /dFeiEF /df’g(F’) LI - LQF— 7' 1) +1=

=
3

= Lf(t) Fo(F) FLQ(F 1) +1 =

FLQ(T 1) = Fg(r) LI(t) FLQ(TT) =

= FLQE (1 - Fo) £F1) =1 =

1

FEQED =T F g £

2)

Im néchsten Schritt kann man die Wahrscheinlichkeit P(7,¢) berechnen. Diese gibt an, ein Teilchen
zur Zeit t zwischen 7"+ di” zu finden. Im Velocity model wird P(7, t) in Abbildung|l{durch die Linien
zwischen den farbigen Punkten dargestellt. Im Wait-first model, ergibt sich P(7,¢) durch:

t

P(.t) = / Ot — )P ()

0



wobei F'(t) die Wahrscheinlichkeit ist, dass das Teilchen in einem gewissen Zeitintervall ¢ nicht
t

springt: F(t) = 1 — [ dt'f(¢'). Die Wahrscheinlichkeit im Falle des Wait-first Models im Fourier-
0

Laplace Raum P,(k,s) = LF P,(F, ) berechnet sich wie folgt:

t
FL P(Ft) = FL / Q. — ) Fy(t') =

0

L F(t)
1—Fg(r) Lf(t)

= FL (Q 1) « Fi(t)) = FL Q) - £ Fi(t) 2 3)

Will man nun die Wahrscheinlichkeit im realen Raum kennen, so wendet man die inverse Fourier-

Laplace Transformation an. Dies ist selten analytisch 16sbar und benétigt oft Ndaherungsverfahren.
Zwei identische Teilchen ohne Kopplung

Von Interesse bei der Betrachtung zweier identischer, unabhéngiger Teilchen ist unter Anderem, wie
sich die Wahrscheinlichkeits-Dichte zusammensetzt. So wird gezeigt, dass sie mit den Wahrscheinlichkeits-
Dichten der beiden Ein-Teilchen Systeme in Verbindung steht. Aulerdem ist man an der Wahrschein-
lichkeit interessiert. Es muss zuerst die korrekte Ratengleichung fiir das Zwei-Teilchen System auf-

gestellt werden.

Ratengleichung

Die Ratengleichung fiir zwei echt unabhingige Teilchen lautet:

Q(Fla tla FQ) tQ) —

:////dﬁ’dﬁ’dt’ldt;F(Fl’,t’l,FQ’,t;)-

ot Tt

QY — Tt — T — Tty — 1) +
+ Q71 11, o, ty | 71 = 0,81 = 0) +
+ Q(F1, b1, T2, ta | T2 = 0,8 = 0) +

+Q(F17t177?2at2 | Fl = 07t1 - 077?2 = OatQ - O)



Es gibt drei Initialbedingungen. Jeweils eines der Teilchen startete im Ursprung

Q(r1,t1, 7, te | 71 = 0,41 = 0)
Q(Fl7t177727t2 | FQ = O7t2 - O)

Oder beide Teilchen starteten im Ursprung

Q(Fl7t177727t2 | Fl = Oytl == 077?\2 = 07t2 - O)

=/

Das | bedeutet in diesem Kontext “mit der Bedingung”. Bei F'(7;’, ¢}, 75, t}) handelt es sich um eine
Korrelationsfunktion. Im Falle des Ein-Teilchen-Systems schrieb sich diese fiir das jeweilige Teilchen

als
F(ri', ) = g(m') f(t;) i€1,2

( hiangt im Zwei-Teilchen System von den Variablen 77, ¢1, 75, t5 der Teilchen 1 und 2 ab. Wir be-
trachten unabhiingige Teilchen ohne Korrelation, es soll also gelten

F(r /' 1 th) = F(r ', t)) - F(i5', t,). Die Initialbedingungen lassen sich wie folgt schreiben:

Q(Fla tla 7:‘27 t2) =

:////dflldfgldt/ldtéF(Fl/,tll,f'gl,tlz)

10t T2t

' Q(Fl _7?1/7t1_t17F2_F2/7t2_t/2) +

+(5(771)5(t1)'////dﬂ'df'g'dt’ldt’zF(ﬂ’i’p@’ﬁé)'

! t’1 o/ t/2

QT — T2ty — 1) +

woowy [ [ [ [ anan )

At
QP =Tt — 1) +

ar)on) st [ [ [ [aranitas P ) )

Yt



Ich betrachte kurz die Logik hinter dem Ausdruck. Im ersten Summand bezieht man sich ganz allge-
mein auf den Schritt zuvor. Jetzt beginnen die Initialbedingungen. Im zweiten Summanden war Teil-
chen 1 am Anfang in (0,0) was durch die Delta-Distributionen (7 )d(t1) dargestellt wird, wihrend
Teilchen 2 an einer beliebigen Stelle war. Der zweite Summand entspricht Q (7, ¢y, 7, t2 | ™ =
0,t; = 0) . Im dritten Summanden war Teilchen 2 am Anfang in (0,0) und Teilchen 1 war an einer
beliebigen Stelle. Im vierten Summanden sind beide Teilchen in (0,0) gestartet. Mit diesen Initialbe-
dingungen sind die beiden Teilchen echt unabhingig voneinander. Diese Ratengleichung kann man
umformen. Sei hierbei F(7;’,t;) normiert, d.h. [ [ dr;’dt; F(r;',t;) = 1. Ich nehme an, dass ein

. 4!
T ti

Raum-Zeit Punkt (77 o, 1,0, 72,0, t2,0) existiert, an dem gilt:

Q(T1,t1, 75, t2) = Q(71,t1) Q(72, t2)

Da sich die Ratengleichung auf den letzten Schritt bezieht, kann man mit einer dhnlichen Vorge-
hensweise wie bei der vollstandigen Induktion argumentieren, um die allgemeine Separierbarkeit zu

beweisen. Im letzten Schritt war

Q(Fl _Fllatl _t,177?2 _F2,7t2 _tl2) -

=Q(r — 7ty — 1)) Q(Fy — 7% 1y — 1)
Dann folgt fiir den darauffolgenden Schritt mit Hilfe der Ratengleichung

Q(Fla tla 7727 t2) =

////dﬂ’d%’dt dty F(ry ', ) F (7', 1)) -

7 t’ 7! t

QM =Tt =) QT — Tyt — 1)) +

tl ////dfl /dfg /dt dtQ F(?"l N )F(Fgl,té) :

,’,1 t/ ,,—,‘2 / tl

C QT — Tty — 1)) +

t2 ////dfl /dFQ /dt dtQ F(T’l s )F(Fgl,tlz) .

71/ t/ 7ol t /

QU =T — 1) +



+5( )5 tl T2 t2 ////dflldfgldt dtzF(’f‘l, )F(Fgl,tlz)

7/ t’ 7o/ t

//dT’1 /dtl Tl s )Q( 7’1 ,tl tll) .

! t/

// 7o dty F(r' 1) QT — 7ty — th) +

7'2, t/

‘I’(S(Fl)(g(tl) //d_) /dtl F(Tl ,tll) /\/dfgldtg F(Fgl,té) .

71/ tll 7o/ t’2

- QM =Tyt — 1) +

(5(772)5(752) //dfgldté F(Fgl,té) '//dTl dtl F(T’l ,tll) .

Pt A
QM =1t — 1) +

+ 6(71)6(t1)6(7)d(te) =

//dT'l /dtl 7'1 s )Q( 7“1 ,tl tll) .

! t/

//d_) ‘dty (5, ty) Q(ry — 7o'ty — ) +
T2/ /
(o) - [ [ drde P ) QU - it - ) +
;,«2/ /

+0(7)o(E:) //GW1 ‘dty F(7 1) - QU — 7ot — ) +

7’ t,l

+ 6(71)0(t1)6(7%)d(te) =

10



_ / / diy'dty F(7 1) Q(F — 71 by — 1) + 6(7)6(1)

Lt

-//d@'dtg F(R' 1) Qs — 'ty — 1) + 3(7)5(k) = QL) - Q) (5)

7! t/2
Die Separierbarkeit gilt in diesem Fall also fiir alle Zeiten und alle Orte. Es sei angemerkt, dass die
jeweiligen Delta-Distributionen nicht unter den Integralen stehen.

Wahrscheinlichkeit im Fourier-Laplace Raum

Es folgt der Beweis der Behauptung, dass die Wahrscheinlichkeit P, (lgl, S1, I;Q, $9) des Zwei-Teilchen-
Systems im Fourier-Laplace-Raum dem Produkt der Ein-Teilchen Wahrscheinlichkeiten P, (/22, Si)

entspricht. Es soll die Separierbarkeit der Ratengleichung von Q (77, t1, 7, o) gelten ().

ps(];bsla E?a 32) ==

= fl£1F2£2 (PS<F17t17F27t2)) -

t1 to2
= «7:1£1]:2£2(//dt/1dt/262(771,t1 — 1,72, tg — tl2>Fs(t,1)Fs(t/2)> =
00

[

= F1L1F2Ly (Q(Fla t1, 7, 752)) - Ly Fy(t1)LoFy(t2)

8 FiLiF Lo (Q(Fh ty) - Q(F27t2)) Ly F(t1) Lo Fy(ta) =

= FL1Q(r1, 1) - FoloQ(To, ta) - L1Fs(t1) LoFs(ta) =

= FL1Q(r1, 1) L1 Fs(th) - FolaQ(To, t2) LoFy(t2) 2
@ Ly Fy(ty) _ Ly Fy(ts) @
1= Fig(r1) Lif(t1) 1= Fag(ra) Laf(t2)
@Ps(lgl;sl) 'ps(EQaSZ) (6)

11



Zwei identische Teilchen mit Kopplung

Allgemeine Betrachtung
Es geht im Folgenden um die Betrachtung von Zwei-Teilchen Systemen mit einer nicht-separablen

Korrelationsfunktion F'(7 ', ¢}, 7' th) # F(r ', t}) - F(r5',t,). Die Korrelationsfunktion ist nor-

—

miert. AuBerdem fiihre ich zwei Hilfsfunktionen F'4(7, ', ¢}) und Fjp(7% ', t}) ein.

////dﬁ’d@'dt;dtgF(Fﬂ,ti,ﬁ’,t;)=1

P Tt

FA(Fll,tll> = //dfgldtlz F<7—,»1/7t/1’7;»2/’t/2)

7! t/2

Fy(R' 8)) = //dﬂ A, (R AT 1)

7’ t’l

Analog zu Gleichung (@) werden die Initialbedingungen aufgestellt.

Q(Fh tl; F?? t?) —

_ / / / / dr Ry e, dt, PRyt 7 ) -

PRt
QUM =Tt = Ty — Tty — 1) +
+8(71)0(t1) -

- / / / / Ay iy e, dt, FRy 't 7y 1) Q(Fy — 7' s — 1)) +

o !

! t’l T2 t’z

+ 8(7%2)0(t2) -

-////dﬁ’dFQ’dt’ldt;F(Fl’,t’l,Fz’,t’z) Q(ry — 7't — 1)) +

Ot
+ 0(71)0(t1)5(r2)d(t2) -

12



o !

7?1’ t’l 79

:////%ﬂﬁ%%Fﬁ%“&@-

Aty Tt

-////%ﬂﬁ%%Fﬁ%”ﬂ@:
th

QUM =t =t T — Tty — ) +
+0(71)0(t1) -

'//d@/dtlzQ(FQ—le,tz—75/2)//dﬂ/dtiF(ﬁlﬂf/p??z,,t,z)+

2l th Y

+9(r2)d(t2) -

- / / a7, dt, Q(F — 1 4y — 1) / / a7y dt, PR 8 7 1)) +

A R i

+8(r1)0(t1)0(72)d(t2) =

:////dflldfgldt/ldtéF(Fl/,tll,FQI,tlz)

1t T2t

' Q(Fl _Fll)tl_tllaf‘Z_FQ/atQ_t/Q) +

+5()8(t) - / / 07y dty Qs — 't — E) (7’ 8)) +

7o’ t’2

55 (ts) / / 07, Qs — 7ty — ) Fa(F ) +

o !

(&1 tll

+8(r1)5(t1)0(7%)d(t2)

13
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Die Allgemeine Ratengleichung solcher Systeme im Fourier-Laplace Raum lautet

LoFo L1 FyL Q(71, by, 75, 1) =

- EQ.FQ;&]_.F]_ ////d?ﬁ /dFQ /dtlldt,z F(Fl /,tll,’FQ ,,té) .

ilot) T2t
' Q(Tl_rl 7t1_tlar2_r27t2_t2)+

+ LFLFL (3(7)6(h)

. / / A7y dty QT — 7'y — 1) Fi(i',13) ) +

e !

T2’ t)

+ Lo Fy (8(7)3(6)

. //dﬁ ity QU ity — ) FA( 1)) +

A
V LoFo L Fy (5(771)5(@)5(7?2)5@2)) -

= LoFoLa Py F(7y b, s ta) - LoTFalan Fi Q(F1 1, 7, t) +
4 LoFs Fy(fa, ta) - LoFs Q. ts) +
4 LUF Fa(ft) - L1F Q1) +

+1 (8)
Wobei die Faltungen analog zu Gleichung (2) aufgelost werden. Es wurde auch ausgenutzt, dass

FiL;(6(7)d(t;)) = 1. Hier ist £;F; Q(7%,t;) durch die Ratengleichung des jeweiligen Ein-Teilchen
Systems gegeben.

14



Betrachtung anhand eines Beispiels

Fiir die Betrachtung zweier Teilchen, deren Korrelationsfunktion nicht separabel ist, hat mir mein
Betreuer, Herr Professor Doktor Schmiedeberg, einige Kopplungsterme vorgeschlagen. Einer hiervon

lautet
F(r 6, m ) = Fi(| i — ') Fa(f ' b)) o(t) —t5)

Es handelt sich um eine Kopplung, welche vom Abstand der beiden Teilchen in /) abhédngt. Aufgrund
der Delta-Distribution §(t] — t}) ist Teilchen 1 gesprungen, als t| = ¢, gegeben war. Die Teilchen
springen also gleichzeitig. Man kann allgemein schreiben, dass Fy(| 7/ — 75/ |) = F{/ (7', 7). Ich
betrachte den ersten Summanden Sy, welcher in der Ratengleichung (7)) vorkommt, mit der Fragestel-

lung nach Separabilitit im Fourier-Laplace Raum genauer.

Sh :////dﬁ/d?:é/dt;dté F(Tl 7t,17 _»2/’t2)'

! t’l 7’ t’2

: Q(/’?l_F1,7t1_t/1a7?2_7?2/at2_t/2) —

////d’lrlld’lrgldt dtQF (Tl ,7”2 )F2(7;»1/7t/1) 5(t/1 —t/Q) .

it Tl th

. Q(Fl _F1,7t1 _tllaf»Q _FQ/atQ _t/Q) —
///d’l“l /d /dtl (7"1 ,7“2 )FQ(Fl ,7t,1) .
!t ’ 7o’

: Q(Fl _Fl lytl _t/1;F2 _F2/at2 _tll)

Man konnte im letzten Schritt direkt tiber ¢}, integrieren, so dass wegen der Delta-Distribution
o(ty — th) jedes t, zu t} wird. Wendet man die Fourier-Laplace-Transformationen an, so folgt mit

Betrachtung der El, S1, IZQ, 59 Abhingigkeit

£2f2£1f1 Sl = EQ.FQEl.FI (/‘//d'I:i /dfgldtll F1/< ) FQ(?"l R ) .

! t'1 7o’

: Q(Fl - 7?1 latl - t/177_1’2 - FQ /7t2 - t/1)> (Elvsla l;;27 82)
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= ,Cgfgﬁlfl (//d_’ ,dtl (F (Tl,T’Q ) FQ(Fl,tll)) *

t/1 79’

* Q(Flytl - tllaFQ - ’FZIat2 - tll)) (E1a817E2782) —

—52]:251 //dF2/dt1~F1 V(71,7 ) Fo(r, t ))(k’l)

CFL QT ty —th, T — 7ty — ti)@ﬂ) (517122,32) =

= LoFo Ly (/dtl .7:1( [ (71, 7)) Fo(r,t ))(kl)

t
« F1 Q(Th,ty — t), T2, tg — tﬁ)(/gl)) (51, E2’ 89) =

= LoL4 (/dt -7:2-7:1( V (71, 75) Fo(m, t ))(E17E2)
t
B QU t = 1,7, — 1) (R ) ) (51, 52)

Mit dem Verschiebungssatz fiir die Laplacetransformation L f(t — a) = e~ **L f(t) lésst sich folgen-

der Term vereinfachen

Lo Q(71,t1 — 1], 7o, te — t7)(52) = e~ Ly Q(71,ty — t), 72, t2)(s2) 9)

Man kann £, an allen von ¢; unabhingigen Termen vorbeiziehen

LoFo L1 Fy Sy = LoLy (/dt FoFy (B (7, 7) Fa(i, ¢ ))(Eh/%)

t

cFo L Q(Th,ty — B, 7o, ty — 1] )(hJ@)) (51,82) =

— ) / dt, FoFy (F (71, 7) Faliy, 1)) (R, Fo)-

t

=

s FoFy Lo Q(71, b — B, oy ty — t/1)<Ela EQ)) (51, 52)
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=

L (/dt; FoFy (FY (7, 7) Fa(71, 1)) (K, ka)-

t
cefe FaF1 Lo Q1,11 — t/177_’)2,t2)(l_€)1, E2, 32))(51)
Jetzt wird das Integral iiber dt) als Faltung dargestellt

LaFLiFy 1= Ly (Bﬂ GGRARGRANCE (WA

x FoF1 Lo Q(Flathf%t2>(E1»E2732)) (s1) =

= L1F2F <F1/<F17F2) Fy(r, ) - 672&1'52)(/;1, S1, Ez) .

- FoF1 Lo Ly Q(F17t1,772,752)(/;17 51, Ez; S2)

Mit dem Dampfungssatz £ (e‘“t f (t)) = F(s+a) wobei F'(s) = Lf(t) lasst sich noch eine Verein-

fachung erzielen. Der folgende Term kommt nach Umformung im ersten Summanden vor
Ly e7"2 By, 1) (s1) = L1 Fa(F1, 1) (s1 + 52) (10)

Da F} (7, ) nicht von ¢; abhingt, ldsst sich £, in die Klammer ziehen, und somit der Ddmpfungssatz

anwenden

LoFo Ly F1 S1 = Foh1 (Fll(ﬂ,??z) Ly e F2(771,t1)>(/;1> S1, /;2) :
- FoF1 Lo Ly Q(F17t17F27t2)<E17 S1, Ez; S2) Y
Ly FoF <F1/(F1,F2) Fz(fi,tl))(EM ks, 51+ S2)-

- FoF1 Lo Ly Q(F1,t1,F27t2)(E1, E2, $1, 52)

Wobei £; auf e~ 152 F,(7y, t;) gewirkt hat. Der Kopplungsterm ist also symmetrisch in s; und s,.
= ! =/

Setzt man wieder Fi(| 71" — 7' |) = F/(71/,7’) ein, so schreibt sich der erste Summand zusam-

menfassend
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LoFo Ly Fy S1 = LiFoFy (Fl(‘ TG — T |) FZ(Flatl))(Elangasl + 32) :

- FoF1 Lo Ly Q(F17t1,772,752)(/;17 S1, Ez; S2) (11)

Ich sehe keinerlei Separationsméoglichkeit. Auch die Hilfsfunktionen F4 (7 ’,¢]) und Fp(7’, t}) sind
aufgrund der Kopplung nicht separabel und lassen sich daher nicht vereinfachen. Allerdings kann man
versuchen, Ndherungen und Annahmen fiir die Funktion F (| 71 '—7% " |) zu titigen. Sei beispielsweise

F eine Funktion der Form
— — —al™ =75
Rl 7 =7 ) = € e

Es sollen im Folgenden nur kleine Anderungen di,’, di,’ um die festen Vektoren T1,0,T2,0 erlaubt
sein. Dann kann man in diesem Fall den 6 dimensionalen Taylorreihen-Ansatz verwenden. Ich ndhere

den Betrag | 71’ — 7 | in erster Ordnung
o(r ', ") = =

Qﬁ(f’l,o + dFl /, 7_”2,0 + dFQ /> ==

Ty — T,
17 27

+E dxl27i<_%
° |7“1 —7“2|

71 '=71,0,T2 ’Fz,o>

dFll @) (7?170 — 7?270) dFQ ! O (7?270 — 7?170)

| 7?1,0 - 7?2,0 | ‘ Fl,O - 7?2,0 |

=[ 70— 70 | +
Setzt man dieses Ergebnis in unsere Funktion /) ein, so folgt in linearer Ndherung

F1(|Fl’(]—‘l_d’r_’»l/_(FQ’o"i_dFQ/) ]):C-exp (—CL|7_”1,0+d7?1/—(7_”2,0+d7?2/) |> ~
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S . dry" o (g — T~ dity' o (P — 7,
%C'exp(—am?”l,o—?”z,o!-l- 1" 0 (10 2,0)+ 5" 0 (T 1,0))):

| 7?1,0 - 7?2,0 | ’ FI,O - F2,0 ‘

dFllo(?1,0*F2,0)> _ (dFQ/O(FQ,O*Fl,o))
e

=C . e_a(|Fl«0_F270|) . e_a( I71,0—72,0l I71,0—72,0] (12)

Es gilt fiir kleine Abstidnde | 7" — 75" |
Hhm F1<‘771/—772,D—>1
Ry

Das heisst, dass sobald sich die Teilchen sehr nah beieinander befinden, sie dort auch mit gro3er Wahr-
scheinlichkeit bleiben. Es handelt sich um eine Anziehung. Dann ldsst sich fiir sehr kleine dr ’, dry

die Korrelationsfunktion um die Vektoren 7 ¢, 75 ¢ folgendermal3en schreiben

F(FLO—f-d?z’ll,t/l,f»g’o—f—d??g/,té) =

hyd hond — — — —
= F1(| 1,0 + d’l“l, — (7"270 + d’l”g ,) |) FQ(TLD + d?“ll,tll) (S(tll — tl2) =~

7y 'o(7,0—72,0) iy 'o(7 071 ,0)
" C _a(|7"170_7"2a0|) _a( I71,0—72,0] - [71,0—72,0]
~ -e .e , , e , ,

By (T +dry ) 6t —th) =

— . efa(|F1,0*772,0|) . G(dF1 /7 tll) . H(dFQI) . 5(t’1 — t/2) (13)

Wobei fiir G(dr’,t}) und H(dry") gelten soll

dry’ o (771,0 - Fz,o)

| P10 — a0 |

G(dry',t)) = exp (—a ( )) (o +di )

=/ S o
H(diy') = eap ( o (ol n,o>>)

‘ Fl,O - FZ,O |

Es handelt sich um zwei ungekoppelte, normierbare Korrelationsfunktionen G(dry ', ¢}) H (dr ") mul-
tipliziert mit der Delta-Distribution §(¢; — t5). Die Konstante C' - Fy(| 719 — 72, |) kann aufgrund
der Normierung weggelassen werden. Konnte man F'(7 /), 72/, t) = Fy (71, t)) Fy (72, t,) schrei-
ben, so kann man Gleichung (3) benutzen. Die Wahrscheinlichkeit wiirde analog zu (6] folgen. Dies
ist hier allerdings nicht der Fall. Man kann aber versuchen, die neue Korrelationsfunktion direkt
in die Gleichung fiir LoFoL1F; Q(T1, 11,75, t5) einzusetzen. Dabei wird dr;’ als 7;’ geschrie-
ben, wobei nur kleine Vektoren zugelassen sein sollen. Auch die Integrationsgrenzen sollen klein

in der Umgebung um 7,75’ gehalten werden. Betrachtet werden die Terme LoF>L,F; S; so-
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wie Fu (71, t1), Fp(T2, t2) mit der Annahme, dass sogar G(7,t}) = G1(71') - Go(t}) separabel und

normiert ist, genauer

LoFo L1 Fy 51(E17 ka, 51, S2)
o L1 F2Fy <F1(| ™ — T2 |) Fz(F17t1)>(E1752751 + 59) -

o o > - (T3)
- FaF1LoLy Q(7, t, Ta, ta) (K, s1, k2, S2) =

R LFF (G 0) HE) ) (R s+ 52)
 FoF1Loly Q71 by, 7o, ta) (K1, 51, K,y 52) =

= L1 FF (Gl(ﬂ) Ga(ty) H(@))(%,%,sl + 52) -
 FoFiLaly Q(F1, b, 7o, o) (K, 51, ko, 52) =

= FoH (%) FrGy(71) L1Go(t) (R, o, 51+ 52)

- FoF1 Lo Ly Q(FlatlaF%tQ)(Eh 51, Ez, S2)

Die Hilfsfunktionen konnen auch ausgerechnet werden

Fy(r,t) = //d@ ‘dty F(r,t, 7 ty) =

7o/ tl2

://d@’dt’2 G(T1,t1) - H(Ty ") - 0(t — t5)

ol th

FB(FQ,tQ) = //d?’_’i ,dtll F(’I?l /,tll,FQ,tQ) =

!

1’ ]
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://dﬂ’dt’1 G t)) - H(Th) - 6(t) — t2) =

= !

T tll

—H(R) - / dr Gy t) = H(7) - Galty) / dr G() = H(R) - Ga(ts)

/ /

71 7

Hiermit schreibt sich die Ratengleichung im Fourier-Laplace Raum einfacher

LoFo L1 F1 Q(71, 1, T, ta) B

L (sz(FQ) - F1G1(11) '£1G2(t1)>(1217 ks, 51+ S9) - LoFo Ly Fy Q(r1, 11, 7o, t2) +
+ (]:2 H () - £2G2(t2)) (Ezy Sa) - LoFo (Q(@Jz)) (/;2, Sa) +

+ <}"1G1(771) - Ly G?(tl))(l;la s1) - L1F1 (Q(Fl,t1)>(lg1, s1) +1

Diese Gleichung muss man nach Lo Fo L1 F, Q(71, 11,75, t2) auflosen, wobei L;F; Q(7,t;) wie ein-
gangs schon erwihnt aus dem Ein-Teilchen System bekannt ist. Das Ergebnis setzt man in folgende

Gleichung ein um auf eine Wahrscheinlichkeit P, im Falle des Wait-first Models zu gelangen.
Py(k1, 81, k2, 82) = FL L1 Fa Lo (Q(Fl, t1,T2, tz)) L1 F(t1) Lo Fi(t2)

Diese Wahrscheinlichkeit ]55(];1, S1, Eg, S9) ist schon im ungekoppelten Fall (6 vorgekommen. Dort
durfte man allerdings Separieren. Ohne genauere Kenntnis der Funktionen lassen sich keine weiteren
Aussagen treffen. Die Kopplungsfunktion (¢] — t}) stellt eine starke Bedingung an das System dar.
Hiitten beide Teilchen die selbe Korrelationsfunktion f(¢}) in ihren jeweiligen Zeiten ¢;, so wire die-
ses System separierbar. An dieser Stelle sei angemerkt, dass eine gemeinsame Korrelationsfunktion
sowie eine gemeinsame Initialbedingung nicht zu einer simultanen Bewegung fiihren. Lediglich die
Wahrscheinlichkeits-Dichte ist identisch. Aus diesem Grund stellt die Forderung eines gleichzeitigen
Springens einen Spezialfall dar, der meiner Einschédtzung nach auch nicht mit Nidherungen in ein sepa-
rierbares System iiberfiihrt werden kann. Mir ist keine Ndherung der Delta-Distribution bekannt und
es macht auch wenig Sinn, nur kleine Zeitintervalle zu betrachten. Bei Kopplungen, die nicht sepa-
rabel sind, ldsst sich fiir mich kein universelles “Kochrezept* zur Losung feststellen. Ich denke, dass
es zielfiihrend ist, den gekoppelten Fall, falls moglich, auf einen ungekoppelten Fall zuriickzufiihren.
Dies konnte durch Néherungen, oder wie Herr Schmiedeberg vorgeschlagen hat, durch Anwenden

der Storungstheorie herbei gefiihrt werden. Letztere soll im letzten Kapitel nidher betrachtet werden.
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Storungstheorie im Zwei-Teilchen System

Zielistes, Q(7,t1, 7, t2) als Summe eines ungekoppelten Falles Q (7, t1) Q(7%, t2) und einer Stérung

— —

AQ(71,t1, 7, ty) zu schreiben. Der Ansatz dafiir ist die Korrelationsfunktion F'(7/, ¢}, 7', t}) fol-

gendermallen anzundhern
F(Fl /,t/h??g/, tl2) ~ Fl(Fl ,,tll) FQ(FQl,té) + € AF(Fl ,,tll, Fgl,té)

Wobei AF (7', t), 7', t,) klein sein soll. Diesen Ausruck setzt man in eine Potenzreihe von () ein.

Ich nihere bis zur ersten Ordnung.
Q(F1,t1, Pas o) & Q°(F1, tr, Ta, ta) + € Q' (F1, t1, 7o, to)

Fiir ¢ = 0 tritt der ungekoppelte Fall F'(7, /', ¢}, 75", t5) = Fy (71, t}) Fy(r’, t,) in Kraft. Man darf al-
so annehmen, dass die nullte Ordnung dem ungekoppelten System Q° (7, t1, 7, to) = Q°(71, t1) Q° (7, t2)
entspricht. Im Folgenden soll Q%' (7, t1, 7, ty) = QU (7 — 71/, ty — ), 75 — 7', 5 — t}) mit der i-ten

Ordnung gelten. Die allgemeine Ratengleichung wurde in (7) eingefiihrt.

Q(thlaf%t?) ~ QO(FlvthFQatQ) +€ Ql(thhFQ’t?) -

:////Clﬂ/dFQ/Clt,ld’y2 (B 8) Bals ) + € AP 8,7 15))

Mt Tt

: (QO/(FlathFQatQ) +€ Qll(ﬂ,hfg,tz)) +
+6(71)0(t1) -

-////df’l’df’g’dt’ldtg (Fl(Fl’,t’l) FQ(FQ’,t;)+eAF(F1’,t’1,F2’,t’2))-

IR A

: (QO’(FQ,tz) +€ Ql’(Fg,t2)> +
+ 0(75)d(t2) -

. ////dfl /dFQ /dtlldté (Fl(Fl ,,tll) FQ(FQ ,,té) + € A F(’r_'i ,,tll, Fgl,té)> .

Mt Tt

(@) +e QL) +
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+ 6(71)6(t1)6(75)6 (o) -

.////dﬂ'dfz'dt’ldtg (Fl(ﬂ/,t’l) Fy(ry' 1) + e AF(F ), 7,

ot
Der erste Summand liefert

////dﬁ’dfg’dt’ldtg (Fl(Fl’,t’l) FQ(FQ’,t’Q)+6AF(F1’,t’1,F2’,t’2)>-

Aty Tt

(@t ) + € QUL 1, T ta)) =

B ////dfl /df'z /dtlldtlz Fl(Fl /’tll) FQ(F2/7t/2) ’ QOI(F17t1,FQ,t2) +

Mt Tt

+////dﬂ’drz’dt’1dt’2€AF(FI’,t’l,FQ’,t;)-QO’(Fl,tl,FZ,tg)+

™t T2l th

+////da/d@/dt’ldtgﬂ(ﬂ’,t’l) Fy(y 1) - € QU (Pt P ta) +

mt Tt

+ ////dfl /dFQ /dtlldté 62 AF(Fl /,tll,Fg/,tIQ) . Qll(Fl,tl,FQ,tQ)

Tt Tt

Der zweite Summand liefert

0(7)o(t1) -

.////dfl’dfg’dt’ldt; (Fl(ﬂ’,t’l) (' th) +e A F(ry ' ),

Pt Rt

. (QO’(FQ,tZ) +e Q“(@,@)) _

23

@

()

(110

av)



- / / / / Ay e, dt, By (74 Fa(f' 1) - QO (P ta) +

Pt

+6(71)0(t1) -

. \////dflldFQ/dtlldtéeAF(Fll,tll,F2,7t,2)'QO/(FQ,t2>+

Pt Rt

+6(7)d(t1) -

. ////dfi /dFQ /dtlldté Fl(T_’i ,,tll) FQ(FQ ,,té) * € QII(FQ,tQ) +

Pt Rt

+6(m)o(t1) -

. ////dF1 /dFQ /dtlldté 62 A F(Fl ,7t,1,772/,t/2) . QII(FQ,tg)

Pt Rt

Der dritte Summand liefert

6(7)0(t2) -

-////df‘l’df‘g’dt’ldtg (Fl(ﬂ/,t’l) FQ(FQ’,t;)—|—eAF(F1’,t’1,F2’,t’2))-

IR A

- (QO’(ﬁ,tl) te Ql’(ﬁ,tl)> -
— 5(7)0(ts) -

-////dFl’dFQ’dt’ldt’QFl(ﬂ’,t’l) Fy (7, th) - QY (71, t1) +

Mt Tt

+6(7%)d(t2) -

. /\///dflldfgldtlldt,QGAF(Fll,tll,Fgl,té)'QO/(Fl,tl)—{—

oty T2t
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+ 6(7%)6(ta) -

-////dFl’dFZ’dt’ldt’zFl(Fl’,t’l) By (7 th) e QY (71, 1) + (11D

Pt Rt

+ 6(7%)6(ta) -

. ////dfl IdFQ Idtlldté 62 A F(Fl /,tll,Fgl,t/2> . Qll(Fl,tl) (IV)

Pt Rt

Der vierte Summand liefert

0(7)0(t1)d(72)d(t2) -

. ////dfi /dFQ /dtlldt; (Fl(Fl ,7t,1) FQ(FQl,t;) + € AF(’Fi ,,tll,FQ ,7t,2)> =

CERAYA

= (7)) 8(11)8 ()3 (ts) + @

o !

./ t’l 9

+6(F1)5(t1)5(7?2)6(t2)/\///dflldFQ/dtlldtéeAF(Fll,t/177?2/,t/2) (ID
th

Jetzt fasst man alle Summanden nullter Ordnung €° und erster Ordnung ¢! zusammen. Ich beginne
mit der nullten Ordnung. In Betracht kommen alle mit (I) gekennzeichneten Summanden. Ich nenne

die Summe dieser Terme S.o(1).

Seo(I) =

////dﬁ’d@’dt;dt’zFl(ﬂ/,t’l) Fy (7 th) - QY (71, ty, T, ta) + D

! t’1 T/ t/2

- 5(7)5(t) - / / / / 47, diy At ey F(7 ) Fy(i ', ) - Q' (Fovt) + M
th

o !

Fl’ t’l 79

+5(F2)5(t2)-////dﬂ'dFQ'dt’ldt'QFl(Fl’,t’l) Fo (7 th) - QY (71, 1) + )

Mt Tt
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+6(7)6(1)d(7%)d(t2) = )]

= //dﬂ ‘dt) By (7, 1) QY (7L t) + 0(7)6 (1) -

71’ tll

- / / Ay dty By, th) Q' (o, ta) + 8(75)5(t2) = QU (7 11) - Q% (P, £2)

79/ t/2

Dies gilt, falls in einem Punkt Separierbarkeit herrschte. Es wurde auch ausgenutzt, dass
[ Jdri'dt;Fi(7;’,t;) = 1 Dabei soll der Index F', F zeigen, um welche Korrelationsfunktion es

= 4/
T tz.

sich handelt. Man kennt diese Gleichung schon aus (3)). Fiir Terme erster Ordnung kommen die mit IT

und IIT gekennzeichneten Summanden in Frage. Diese Summe nenne ich Sai (11 + I111).

Sa(IT +I11) =

€ ////dfl,dFQIdtlldt,QAF(Fl,7t/1a7?2,7t,2)'QO/(FlathFQatQ)+ (I

At Tt

+66(F1)6(t1)-////dﬁ’dfg’dt/ldtgAF(Fl’,t’l,Fz’,t’Q)-QO/(FQ,tg)+ an

Pt Tt

e 0()5(ts) - / / / / ARy dEdt, A (7 17 1) - OO (7 ) + an

R

—|—€5(7?1)5(t1)5(7?2)(5(t2)////dfl/dFQIdtlldtIQAF(T_"ll,tll,Fgl,tIQ) (H)

! t’l 7o/ t/2

te ////dfl,d772,dt/1dt,2F1(771/,t/1) Fy( th) - QY (Fi, by, 7o, ta) + (II1)

™ t) T2 th

+65(ﬁ)5(t1)-////dﬁ'dfz'dtgdtgFl(a/,t;) Fo(7' 1)) - QY (Fay ta) + (1)

P Tt

e 5(R)3(ts) / / / / dr 'Ry e, dt, Fy (7)) Ba(R' ) - QV(7 ) a0

R
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Man kann die mit (II) gekennzeichneten Summanden zusammenfassen. Es handelt sich um die Ra-

— —

tengleichung (7) von Q°(7, t1, 7, t2) mit der Korrelationsfunktion AF(7,/, ], 7, ). Ich nenne sie
% - Dann folgt mit Addition einer Null 0 = € §(7)0(¢1)d(7%)d(t2) — € 5(71)0(t1)(75)(t2).

Sa(IT+1IT)=
EQ()AF+

te ////dfl "dFy dtydty Fy (7 1)) Fa(' 1) - QU (71, 7o, b)) + (1)

Pt

bSR3k - / / / / A Ry e, dt, Fy (78 Fo(R' 1) - QY (P ta) + am

e !

ot

e 5(7)d(ta) - / / / / dF Ry e dt, Fy (7)) Ba(R' 1) - QY (7o) + a1

+ € 6(71)8(t1)8(72)8(t2)—
—€0(7)0(t1)0(72)0(t2) =

:EQ%F+

+e€ //dfi/dt,l Fl(Fll,tll) Qll(Fl,tl)—l—(S(Fl)(;(tl) .

71’ t/l

. / / di dt, Fy(7', 1) QY (P, ta) + 0(75)0(t2) —

e !

—€0(7)0(t1)0(72)0(t2) =

=€ Qup + € Qp, (P t1) Qp, (o, t2) — € 6(71)8(t1)8(72)d(t)

Wiederum konnte man die mit (III) gekennzeichneten Summanden zusammen mit der Delta-Distribution
+€ 6(71)d(t1)0(75)d(t2) vereinfachen. Es handelt sich um die separierbare Ratengleichung von
Q(7, 11,7, t3) beziiglich der Korrelationsfunktionen Fy (71, t}), F5(7, ', t5) aus (3). Terme, die mit

IV gekennzeichnet sind enthalten ein €2 und konnen vernachlissigt werden.
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Die Niherung von Q(77, t1, T, t2) in 1. Ordnung lautet

Q71 t1, Tay ta) = Q° (71, t, Ta, ta) + € QU (F1, t1, 7o, ta) = Seo(I) + Sa(I1 + I11) + O(e*) =
= Q% (71, t1) - Q% (P2, 1) +

+e <QOAF(F17t177?2a ta) + Qp, (T1. 1) Qp, (T2, t2) — 5(F1)5(t1)5(F2)5(t2)> +O(e?)

Man kann die Terme ohne den Faktor ¢ und mit dem Faktor ¢ vergleichen. Es folgt

Q (71, t1, T, ta) = QY (71, 11) - Q, (T2, 12)

Q' (1, 11, Tay ta) = QA p(F1, t, Ta, ta) + Q}q (71, t1) Q}UQ(FQ,Q) — 0(71)0(t1)d(75)0(t2)

Der Term nullter Ordnung ist also tatsédchlich separierbar und durch die Korrelationsfunktionen £, F5
beschrieben. Das Produkt der Delta-Distributionen 6 (7 )d(¢1)d(7%)0(t2) ist bemerkenswert. Vielleicht
kommt es daher, dass zu viel Fille abgezdhlt werden. So ist in Q(7,t1,72,ty | 7 = 0,t; = 0)
auch der Fall, dass beide Teilchen im Ursprung starteten, enthalten. Dies ist der Fall, da sich ein
Teilchen irgendwo befinden kann, wihrend das jeweils andere Teilchen im Ursprung startete. Aber
verstidndlich machen kann ich es mir nicht. AuBerdem enthélt Q' (7, ¢;, 7, t2) einen ungekoppelten
Summanden Q. (71, t1) Q, (7, t2). Die Korrelationsfunktion AF (7, ¢}, 7, t5) taucht in Form ei-
ner allgemeinen Ratengleichung mit Kopplung in Q% ;- auf. Zusammenfassend mochte ich festhalten,
dass die Storungstheorie scheinbar ein michtiges Werkzeug im Umgang mit Mehr-Teilchen Systemen
darstellt. Die mir gegebene Beispiel-Korrelationsfunktion konnte ich allerdings aufgrund der Delta-
Distribution 6(¢; — t¢,) nicht in eine passende Form Fy (7' t]) Fa(7s' th) + € AF(7y/ ], 77, t))
bringen. Den einen analytischen Losungsweg von Wahrscheinlichkeitsfunktion iiber Wahrscheinlich-
keitsdichte hin zur Wahrscheinlichkeit sehe ich nicht. Man muss wohl sinnvolle Niherungen und
Annahmen titigen. Ich mochte abschliessend Herrn Schmiedeberg fiir die Hilfestellung beziiglich

vieler meiner Fragen danken.
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