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1 Einleitung

In der bisherigen physikalischen Wahrnehmung wurde die Raumzeit immer als 4-dimensionales Konti-
nuum angenommen, sowohl bei Newton schon als auch bei Einstein basierte die Physik immer auf den
reellen Zahlen. Seit der Entdeckung der Quantenmechanik wird immer klarer, dass viele physikalische
Groflen nicht kontinuierlich, sondern diskret sind. Damit stellt sich natiirlich auch die Frage, ob die
Raumzeit nicht auch diskretisiert sein kénnte. Die hier vorgestellte Theorie nimmt deshalb die Raum-
zeit als projektive Geometrie iiber einem endlichen Korper an. Natiirlich stellt sich dann die Frage,
wie die bisher bekannten physikalischen GesetzméifBigkeiten wie Elektromagnetismus, Gravitation und
Quantenmechanik im Rahmen dieses Modells erklédrt werden kénnen. In diesen Kanon soll sich diese
Arbeit einreihen, indem als die Grundlage dieser Uberlegungen die Dynamik von Massepunkten er-
klart werden soll. Wir stellen uns hier noch nicht die Frage, woher die Kriifte stammen, sondern wie
Kraftfelder auf die Bewegung von Massepunkten wirken und wie dies mit der kontinuierlichen Theorie
in Einklang gebracht werden kann. Dazu werden nun zuerst die theoretischen Grundlagen erldautert

und dann am Modell des klassischen harmonischen Oszillators auf den Priifstand gestellt.

2 Projektiver Raum und Biquadrikfeld

Zuniichst soll nun die grundlegende algebraische Struktur eingefithrt werden, auf der wir unsere

Uberlegungen anstellen werden.

2.1 Projektive Geometrie

Eine Geometrie braucht grundsétzlich Punkte, Linien und eine Inzidenzrelation, die Schnitte zwischen
diesen Objekten festlegt. Eine physikalisch sinnvolle Geometrie sollte folgende Axiome (vgl. [1, Kap.
1.2]) erfiillen:

P1 Fiir zwei verschiedene Punkte existiert nur genau eine Linie, die beide Punkte enthélt.

P2 Fiir zwei verschiedene Linien gibt es nur genau einen Schnittpunkt, der in beiden Linien

enthalten ist.
P3 Jede Gerade schneidet mindestens drei Punkte.

P4 Ein linearer Raum wird projektiver Raum genannt, genau dann wenn jeder 2-dimensionale

Raum eine projektive Ebene ist.

Im Rahmen dieser Axiome enthalten sind unter anderem auch die klassischen kontinuierlichen Geome-
trien der Physik, aber eine finite projektive Geometrie ist die einfachste Geometrie, die diese Axiome
erfiillt. [2, S. 13]

Nach Veblen und Young [3] lisst sich eine projektive Geometrie der Dimension d als affine Hyper-
ebene eingebettet in einem d + 1-dimensionalen Raum darstellen. Die Punkte der projektiven Geo-

metrie konnen dann auf zwei verschiedene Arten parametrisiert werden: homogene und inhomogene



Koordinaten. Die inhomogenen Koordinaten sind die lokalen Koordinaten der affinen Ebene:
= (0,21, ..., 74-1)"; 7; €K (1)

wobei K den zugrundeliegenden Korper bezeichnet.
Die homogenen Koordinaten sind dagegen Koordinaten im héheren Einbettungskorper, die Ursprungs-
geraden charakterisieren:

T = (aso,xl,...,:zzd_l,xd)t; r; €K (2)

Diejenigen Ursprungsgeraden, die die affine Hyperebene scheiden, sind genau die Punkte der affinen

Ebene und kénnen wie folgt in inhomogene Koordinaten umgerechnet werden:

t
To T1 Td—1
x:(,,w ) (3)
Tq Td Zd

Daraus sieht man schnell, dass diejenigen Ursprungsgeraden, deren letzte Komponente 0 ist, die affine

Ebene nie schneiden und deshalb keine inhomogene Entsprechnung haben. Diese stellen die ,,Punkte
im Unendlichen® der projektiven Geometrie dar.
Eine weitere Bemerkung hierzu ist, dass die Ursprungsgeraden, die die Punkte der Hyperebene re-

prisentieren folgender Aquivalenzrelation unterworfen sind:
a~bea=X; AeK (4)

Es gilt also, dass also die Geraden beliebig skaliert werden kénnen und dennoch den selben Punkt be-
zeichnen. Dies ist eine einfache geometrische Uberlegung, da sich ja dadurch der Schnitt mit der affinen
Ebene nicht veréndert, sondern gleich bleibt. Die inhomogenen Koordinaten sind unter Skalierung im
Einbettungsraum also invariant.

Wir haben gesehen, dass die Punkte im d-dimensionalen projektiven Raum die Ursprungsgeraden in
einem d + 1-dimensionalen Einbettungsraum sind. Analog dazu sind die Linien im projektiven Raum
durch Ursprungsebenen im Einbettungsraum gegeben, die durch eine Ebenengleichung beschrieben

werden konnen:
d

Z a;T; = agTo + a1x1 + ... +aqrqg = 0; a; € K (5)
i=0

Wieder gilt die Skalierbarkeit:

d d
Zaixi:Oab/\Zaixi:O; VieK (6)
i=0 i=0
Daraus erhellt sich, dass die Anzahl der Linien und die Anzahl der Punkte dieselbe sein muss. Denn
jedes Tupel (a;), das ja eine Ebene und damit eine projektive Linie definiert kann auch als projektiver

Punkt aufgefasst werden und umgekehrt.



Die Ebenen kénnen ebenfalls klassifiziert werden: Es gibt Ebenen, die die affine Hyperebene schnei-
den, was uns die Linien im projektiven Raum als Schnittgeraden gibt und eine Ebene, die im Einbet-
tungsraum parallel zur affinen Ebene verlauft und sie nie schneidet. Diese wird dann als Gerade ,,im

Unendlichen®“ aufgefasst.

Abbildung 1: (1) Affine Hyperebene (2) Ursprungsgeraden (homogene Koordinaten) (3) Schnittpunkt
mit der affinen Ebene (inhomogene Koordinaten) (4) Ursprungsebene (5) Schnittgerade mit der affinen
Ebene.

2.2 Ubergang zum finiten Korper

Die finite Projektive Geometrie entsteht einfach als projektive Geometrie iiber einem endlichen Korper.
Ein endlicher oder finiter Korper ist ein Korper, der endlich viele Elemente hat. Hier wollen wir die
Klasse endlicher Kérper betrachten, die aus Z/pZ hervorgehen. Als Kérper sind sie natiirlich abge-
schlossen beziiglich Addition und Multiplikation und die Anzahl der Elemente betrigt p, wobei es sich
nur um einen Korper handelt, wenn p eine Primzahl, oder eine Primzahlpotenz ist. Allerdings sollen

hier der Einfachheit halber keine hoheren Primzahlpotenzen als 1 betrachtet werden

F,={0,1,....,p—1} (7)
Hier wollen wir zur einfacheren Rechnung eine Notation mit negativen Zahlen vorziehen:

KP:{_]%la"'ap;l} (8)



Die finite projektive Geometrie nennen wir EBKZ, die sich folgendermaflen zerlegen lisst:
d _ 1ed d—1 1 0
BK, =K, UK, " U...UK, UK 9)

Dies spiegelt wider, was oben bereits erwahnt wurde, dass nicht alle Geraden die affine Ebene schnei-
den und es somit Geraden und Punkte im Unendlichen gibt. Fiir den Fall d = 2 haben wir die affine
Ebene Kg, eine Linie im Unendlichen K, und einen Punkt im Unendlichen Kg (Siehe Abb. 2).

Abbildung 2: Die finite Projektive Geometrie fiir p=7 : Quadrik QF : Quadrik Q~

2.3 Biquadrik als Nachbarschaftsrelation

Um eine Abstandsrelation analog zu einer Metrik einzufithren nutzt man Quadriken, Losungsmengen

quadratischer Formen. Quadratische Formen kénnen durch eine Matrix beschrieben werden:
Q={&|#Qz =0} (10)

Wir definieren die direkten Nachbarpunkte eines Punktes als die Punkte einer Quadrik in diesem Punkt.
Wir haben also ein Quadrikfeld, das fiir jeden Punkt die Nachbarpunkte dieses Punktes definiert. Wir

fordern dass die Quadrik symmetrisch sein soll und jeder Punkt soll Nachbar seines Nachbarn sein.



Da wir uns nicht im Reellen befinden, wo Quadriken typischerweise Kreise oder Ellipsen beschreiben,
kann eine Quadrik ,,Liicken* haben, d.h. nicht jede Linie, die durch den Mittelpunkt der Quadrik geht

schneidet die Quadrik auch. Um dieses Problem zu l6sen fithren wir eine sogenannte Biquadrik ein:
Qf={i|#'Qti=0vi'Q 2 =0} (11)

Man kann die beiden Matrizen folgendermafien wihlen, damit in finiten Kérpern jede Linie durch das

Zentrum der Quadrik eine der beiden Quadriken genau zwei mal schneidet:

1.0 0 0

A no 0 Al n 0 0 100
Q*—( ); Q —( ); no = (12)

0 1 0 -2 0 010

0 0 0 1

Die Zahl A\g € K ist hier so zu withlen, dass —\3 keine Quadratzahl ist. In nicht-finiten Kérpern ohne
1 ist dies ja wegen dem negativen Vorzeichen sowieso immer der Fall. In finiten Kérpern muss man
unterscheiden zwischen sogenannten ,,3-mod-4“-Korpern und ,,1-mod-4“-Korpern.

Alle finiten Korper kénnen nach der Primzahl, auf der sie basieren klassifiziert werden. Wenn man die
entsprechende Primzahl modulo 4 nimmt, kommt immer 1 oder 3 heraus. Zum Beispiel ist 5 = 1 mod 4
und damit F5 ein ,,1-mod-4-Koérper“. 11 ist 3 mod 4 und F;1 damit ein ,,3-mod-4-Korper“. Es gilt,
dass die Zahl -1 bei 1-mod-4-Ko&rpern selbst eine Quadratzahl ist und bei 3-mod-4-Kérpern eben keine.
Daraus ergibt sich natiirlich, dass —A2 in 3-mod-4-Kérpern auch keine Quadratzahl ist, die Forderung

also erfiillt.

2.4 Projektivititen und Translation

In der projektiven Geometrie gibt es eine zentrale invariante Gréfle, das sogenannte Doppelverhiltnis.
Dieses wird {iber das normal gebréduchliche Teilverhéltnis definiert.

Das geometrische Teilverhéltnis ist folgendermaflen definiert:
(A, B; S) := A mit A% = ASD (13)
Das Doppelverhéltnis von vier Punkten wird definiert als das Verhiltnis der Teilverhéltnisse:
(A,B;S,T):=(A,B;S): (A,B;T) (14)

Eine spezielle Klasse von Abbildungen, die sogenannten Kollineationen, lassen kollineare Punkte Kol-
linear, bilden also Geraden auf Geraden ab. Die sogenannten Projektivitéiten auf der projektiven Geo-
metrie sind Kollineationen, die ein invariantes Zentrum haben und somit die Punkte entlang sich im
Zentrum schneidener Geraden abbilden (Siehe Abb. 3). Damit handelt es sich bei Projektivitdten um
Zentralprojektionen und diese lassen die projektive Geometrie und damit insbesondere das Doppel-

verhéiltnis invariant.



m(P)
P

Zentrum
Abbildung 3: Wirkung einer Projektivitidt 7 auf einen Punkt P einer projektiven Geometrie.

Nach Veblen und Young [3] kénnen Projektivitdten in Dimension > 2 als lineare Transformatio-
nen des Einbettungsraumes multipliziert mit einem beliebigen skalaren Vorfaktor geschrieben werden,

formal ausgedriickt:
PGL(d,K) = GL(d+1,K)/I(d+ 1,K); I(d+1,K) = {\M441 | X € K} (15)

Wobei PGL(d,K) die d-dimensionale Projektive lineare Gruppe iiber K und GL(d + 1,K) die d + 1-
dimensionale Lineare Gruppe iiber K bezeichnet.

Nehmen wir nun die folgende allgemeine Form fiir Projektivitdten an:

. P t
- (20)

Insbesondere die Projektivitdten der Form

. tal t . .
T, = ( a ) ) Tt_l =T (17)
0 t4

die wir Translation nennen, wirken als Translation auf der projektiven Hyperebene:

. t t N N tqr — x4t
TOt:= t:%=< A T ); j@t;:T@:( i ) (18)

tqxrq tqrq

>

Analog dazu lassen sich auch Streckungen auf der projektiven Ebene definieren:

R MO0 . R
Sy = ;o STt =5, 19
A (O 1) A A ( )



Mithilfe der Translation kann man auch eine Relation zur Verschiebung von Quadriken angeben:
Eed) Qi el =#TIQT = Q¢ = Q:=1T".QT ; (20)
Das oben angesprochene Biquadrikfeld kann nun also fiir den kréftefreien Fall (an jedem Punkt dieselbe

Quadrik) durch Translation an den jeweiligen Punkt direkt angegeben werden als:

QF (@) :

[
£

tLQET (21)



3 Naiaherung fiir klassische Mechanik in Z

Eine wichtige Eigenschaft der finiten Korper ist, dass sie zyklisch sind. Insbesondere wenn man iiber
die grofite positive Zahl L;l hinausrechnet, ,,springt“ man wieder ans andere Ende des Kérpers nach
— %. Diese Spriinge sind der Grund, warum man in finiten Kérpern zunéchst keine Ordnung definieren
kann. Die physikalische Interpretation dieser Zyklizitét soll spater Eichfreiheitsgrade im Rahmen dieser
Theorie erzeugen.

Fiir die klassische Mechanik sind diese aber nicht von Interesse und das ist die Motivation dafiir, den
betrachteten Zahlenraum als Z anzunéhern. Voraussetzung dafiir ist, dass man die Zahlen nicht zu grofl
wéhlt, damit in einem groferen finiten Korper :I:p—;1 nicht tiberschritten wird, zumindest fiir Operation

bis zur quadratischen Ordnung. Mit dieser Bedingung ergeben sich die Grenzen dieser Naherung zu:

Zzo = {_ZO = _Lﬁj""’07"'720 = I_ pglj} (22)

Da man p beliebig hoch wihlen kann, ist diese Ndherung fiir alle zy valide. Der projektive Einbet-
tungsraum ist dann ein Zg;rl und man definiert sich die Punkte auf der Hyperebene wieder durch die
Schnittpunkte von Ursprungsgeraden in diesem Einbettungsraum. Analog zu Gleichung (9) kann man
hier die Punkte, deren letzte Komponenten sind wieder als Ebenen, Geraden und Punkte im Unendli-
chen interpretieren. Im Gegensatz zum finiten Korper gibt es hier allerdings auch Geraden, die keine
Nullkomponenten haben, die die affine Ebene aber dennoch nicht schneiden, da es sich bei Z nicht um
einen Korper sondern nur um einen Ring handelt und damit keine Inversen existieren.

Diese Geraden sollen aber explizit auch Teil der betrachteten Geometrie sein und liegen damit erstmal
nur in homogenen Koordinaten vor. In diesen sind alle Rechnungen die hier gemacht werden sollen
moglich und auch physikalisch sinnvoll. Es ergibt sich dadurch also physikalisch kein Problem. Um die
entsprechenden Punkte aber dennoch auf der projektiven Hyperebene darstellen zu konnen, kann man
sie mithilfe von Briichen entsprechend skalieren um zu inhomogenen Koordinaten iiberzugehen. Die
inhomogenen Koordinaten sind dann allerdings aus Q und werden zwischen die Z-Punkte eingebettet.
Man fasst also die projektive Hyperebene als endliche Untermenge des Q% auf, die Zgo und die rele-
vanten Bruchausdriicke enthilt (siehe 4). (In der gezeigten Grafik wurden der Ubersichtlichkeit halber

nur Briiche mit kleinen Nennern zugelassen)

3.1 Form und Geschlossenheit der Biquadrik

Die Biquadrik soll hier fiir den Fall d = 2 diskutiert werden, da dieser besonders einfach dargestellt
werden kann, fiir hohere Dimensionen (insbesondere d = 4) ist dies aber analog.

Die Quadrikpunkte ergeben sich aus Gl. (12) mit Ag = 1 im Wesentlichen als Pythagoreische Tripel:
(23)

Auf die projektive Ebene abgebildet sind die Quadriken damit hyperbelférmig mit dem Lichtkegel
als Asymptoten (vgl. Abb. 4). Man sieht auch, dass die beiden Quadriken genau mit den zeitartigen

10



(Q™) und raumartigen (Q~) Vektoren identifizierbar sind. Wir wollen im Folgenden alle auftauchenden
Vektoren auf eine Lénge skalieren, wodurch diese durch die Quadrik klassifiziert ist, so sollen zeitartige
Vektoren mit einer Konstante vy und raumartige Vektoren mit einer Konstante x skalieren, so z.B.

Ortsvektoren und im Gegensatz dazu Kraftvektoren:

i) ko
i=| 7 | k=| ¥ (24)
70 Ko

Eine wichtige Voraussetzung fiir den Mechanismus zur Bewegung von Massenpunkten ist, dass die
Biquadrik ,geschlossen® ist. Wobei geschlossen in diesem Kontext heifflen soll, dass jede Gerade
durch das Zentrum der Biquadrik diese in genau zwei Punkten schneidet. Dies gilt so rigoros nur
in finiten Kérpern. Damit die Z-Nédherung sinnvoll ist, muss diese Eigenschaft auch hier, zumindest
Né&herungsweise gelten.

Da die Quadriken hyperbelférmig sind, gibt es schonmal zwei Geraden, die die Biquadrik auf keinen
Fall in der Ebene schneiden, nimlich genau die Asymptoten der Hyperbeln. Diese sind aber fiir uns
nicht relevant, da sie den Lichtkegel darstellen und es massebehafteten Teilchen somit verboten ist,
sich auf diesen Geraden zu bewegen. Zudem muss das Teilchen physikalisch im zeitartigen Lichtkegel
bleiben, damit miisste man nur die Geschlossenheit der positiven Quadrik fordern. Da die beiden Qua-
driken aber wesensgleich sind, muss man hier nicht zwischen ihnen unterscheiden. In Grafik 4 sieht man
jedoch auch deutliche Liicken in der Quadrik, es existieren also durchaus Geraden, die die Biquadrik
nicht schneiden. Wenn man das Modell fiir immer groflere zg simuliert, stellt man aber fest, dass die
Quadriken tatséchlich immer dichter werden, wie sich fiir zyp = 75 in der Grafik schon deutlich zeigt.
Fiir die Ndherung reicht es aber, wenn die Figenschaft der geschlossenen Biquadrik im Kontinuumsli-

mes (d.h. zp — 00) gilt, was durch die Simulation stark untermauert wird.

11



Abbildung 4: Simulation der Z-Niherung fiir z29=75; : Quadrik QT griin: Quadrik @~; blau:
Lichtkegel; Ao = 1; physikalisch interpretiert ist g = ¢t (mit ¢ =1 29 = ¢) und z; = x.

12



4 Dynamik von Massepunkten

Dieses Kapitel folgt im Wesentlichen der in [4] vorgeschlagenen Theorie der Dynamik.

In einem finiten Modell der klassischen Mechanik sind sowohl Raum, als auch Zeit aus dem verwendeten
Korper und damit natiirlich auch diskretisiert. Die projektive Hyperebene soll wie in der SRT als 4-
dimensionale Raumzeit angenommen werden, deren nullte Komponente die Zeit ist. Die Komponenten
in den vier Richtungen sollen durch die Eigenzeit 7 parametrisiert werden. Damit ist die 5-dimensionale

projektive Trajektorie eines Teilchens:
) t(7)
x(T
(1) = ( ) = Z(n) (25)
Yo

Fiir ein Voranschreiten der Eigenzeit 7 — 7 + 1 springt das Teilchen &(7) — &(7 + 1). Im Folgenden

soll nun untersucht werden, welchen Gesetzméfigkeiten dieser Sprungprozess unterliegt.

4.1 Kriaftefreie Bewegung und Tragheit

Das erste Newtonsche Gesetz besagt, dass ein kriftefreier Korper entweder in Ruhe bleibt, oder sich
geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Dieses Konzept nennen wir Trégheit und es ldsst
sich auf der finiten projektiven Geometrie konsistent beschreiben.

Wie oben bereits erwéhnt hat man in jedem Punkt eine Biquadrik (Biquadrikfeld). Fiir den kraftfreien
Fall haben wir die Form dieses Biquadrikfeldes bereits in Gleichung 21 bestimmt. Die Idee ist nun,

dass ein Teilchen im Punkt Z(7) nur zu Punkten auf der Quadrik in diesem Punkt springen kann:
B(r+1) €Q¥(@(r) & 2(r+1)'QFE()E(r+1) & 2(r+ )T, Qi T snd(r+1)  (26)

Diese Bedingung legt (7 + 1) aber noch nicht eindeutig fest. Dies erreicht man, indem man fordert,
dass &(t — 1) und Z(7 4 1) auf einer Gerade durch das Zentrum der Quadrik liegen miissen.
Wir fithren fiir jeden Punkt #(7) zwei Geschwindigkeiten als Differenzen zu den beiden Nachbarpunkten

auf der Trajektorie ein:

W =z(r—1)ex(r)
ot =a(r+1)o2(r)

1S3

(27)

Der allgemeine Geschwindigkeitsvektor ist zeitartig und hat die Form:

u(r) v(7)
a(r) =4t = ( ) = v»)7) (28)

Y0
Yo

Zur Berechnung des nichsten Punktes ist 4~ bereits bekannt und 4 zu bestimmen. Das Zentrum der

Quadrik ist im kréftefreien Fall &(7). Wenn die beiden Nachbarpunkte auf einer Geraden durch (1)

13



liegen sollen muss gelten:
B(r£1) = Sy, 4" ®i(r) = Tynat (29)

Durch einsetzen in Gl. (26) erhdlt man:

(Tary @) T Q5 Ty (T %) = (05) (T T ) Qi (T T ™ = ()" Q% = 0
(30)

Die Forderung an die Geschwindigkeiten ist also, dass sie auf der nicht-verschobenen Nullquadrik liegen

miissen. Bei gegebenem 4~ erhiilt man so eine quadratische Gleichung in A+ und kann so leicht 4%

bestimmen:

(31)

. 2 o .
<dv%sgf@gsga—:0¢¢{ QXTI - u2) + a3 =0 }

Q : (|W* —u2) = Au3 =0

@~ muss bereits auf der Quadrik liegen, da in jedem Punkt dieselbe lokale Quadrik ist und Z(7) ja
bereits Nachbarpunkt von Z(7 — 1) gewesen sein muss. Damit muss A_ = 1 eine Losung sein und
da die Losungen symmetrisch sind ist Ay = —1 und damit 4T = S_14~. Damit sind die beiden
Geschwindigkeiten betragsméfig gleich. Wir finden also tatséchlich: Ein kréftefreies Teilchen bewegt
sich auf einer Geraden mit konstanter Geschwindigkeit (vgl. Abb. 5a).

4.2 Das projektive Kraftfeld

Wir fithren den Vektor des projektiven Kraftfeldes folgendermaflen ein:
. Yko
- k
k:<(”>: VR (@) (32)

%
Wobei k (&) ein vorgegebenes dreidimensionales Kraftfeld beschreibt. In der kontinuierlichen speziellen

Relativitatstheorie gilt immer:

kjou=0s2K T —k) =0k = KT (33)

%
(7 ) (¥

_>
mit W = k - ¥ der mechanischen Leistung. Weiterhin bekannt ist die folgende Relation fiir das
Potential V' (x):

Man erhélt so:

%T(T)) = —?(x) W (x(7)y = =Wy = —ko (35)

Dieses gilt im bekannten Kontinuum. Geht man nun zum Finiten iiber, wird die Ableitung von V' (x)

diskretisiert zu:

dV (x(7))
dr

= avpg = VDV vy ) vy = ke (30)

14



Die Verdnderung des Potentials ist also durch die nullte Komponente der Kraft gegeben. Nach dem
zweiten newtonschen Gesetz definiert man mit dem Kraftvektor dann die Beschleunigung folgender-

mafien:

a(@(r)) = Snok(a(r)) = ( Aok ) (37)

ko

Damit nimmt Ag die Rolle einer inversen Masse ein, skaliert mit ~o:

_ %
o= (38)

Die genaue Bedeutung dieser Gleichung wird noch klarer, wenn wir den kanonischen Impuls und damit

die Masse myg diskutieren.

4.3 Bewegung im Kraftfeld

Die Grundidee hier ist, dass Kréfte wirken, indem das Biquadrikfeld in jedem Punkt verzerrt wird. So
ist nun die Quadrik im Punkt Z(7) nicht mehr die nach %(7) verschobene Quadrik, sondern zusétzlich

um den Beschleunigungsvektor verschoben. Man betrachtet also die Quadrik im Punkt &(7) & a(Z(7))
QF(#(7)) = T 4y T a2 (1) Q0 Taa(n T-s(r) (39)

Die Trigheit wirkt aber natiirlich weiterhin und damit auch die Bedingung, dass (7 —1) und &(7+1)
auf einer Geraden durch das Zentrum der Quadrik liegen miissen. Das Zentrum der Quadrik ist nun
aber nach Z(7) @ a(&(7)) verschoben. Damit kann &(7+ 1) als Schnittpunkt der Gerade durch (7 —1)
und #(7) @ a(Z(7)) mit der Quadrik konstruiert werden (Siehe Abb. 5b ).

Diese Gerade ist von der Form:
9N = Tagar) Ta(m Sa[#(r) @ (2(7)) © #(7 — 1)] (40)
Eingesetzt in die Quadrik heben sich die Translationsoperatoren auf und man erhélt:
[2(r) & a(i(r)) & &(r — 1)]'S3Q5 Sx[3(7) @ a(a(r)) © &(r — 1)] =0 (41)

was wiederum eine quadratische Gleichung in A erzeugt, die genau zwei Losungen hat, wenn die Bi-
quadrik geschlossen ist. Eine elegantere Formulierung ergibt sich in der Sprache der kréftefreien Be-
wegung, indem man wieder zwei Geschwindigkeiten wie in Gl. (27) einfiihrt. Nach Gl. (41) soll ja fiir
beide Nachbarpunkte gelten:

[Z(r £ 1) 0 2(r) e a(@()] QEli(r £1) e i(r) & ali(r))] =0 (42)

und mit den eingefiihrten Geschwindigkeiten erhélt man schnell:

t A

[i* & a(#(7)))' Qg [0 © a(a(r)] = 0 & (a%)'

Tfa(@(r))Q(j)ET—a(@(r))ﬁi =0 (43)
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Allerdings sind jetzt 4+ nicht mehr kollinear wie im kréftefreien Fall, sondern weisen einen Knick auf,
das Teilchen #ndert also seine Geschwindigkeit. Die Nebenbedinung ist dann aber, dass 4+ © a(#(7))

kollinear sind:

W oa=0litoa e i ca=o0tt@ae i =advaoat (44)

Damit kann die Richtungsdnderung der Bewegung geschrieben werden als:

e =a®a e ko(ut +u) =2ay, (45)

a) b)

T+ 1)

=

=

Abbildung 5: a) Lineare Bewegung in Abwesenheit von Kraft b) Anderung der Bewegungsrichtung
bei Krafteinwirkung.
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5 Legendretransformation und Phasenraum

5.1 Harmonische Teilung und Polare

Hier soll nun mit den bisher erarbeiteten Informationen eine geometrische Dualitét hergeleitet werden,
die wir spater mit der Legendretransformation indentifizieren kénnen. Dabei folgen wir im wesentlichen
einem Artikel von R.C. Pappas [5].

Als erstes soll aufgezeigt werden, wie man eine projektive Gerade sinnvoll parametrisieren kann. Aus
der normalen Geometrie ist bekannt, dass eine Gerade zwischen einem Punkt % und einem Punkt o

wie folgt parametrisiert werden kann:
TN =FW+AXT-7); gO=0=1; gA=1)=7 (46)

Wie bereits erwihnt entspricht eine projektive Gerade einer Ursprungsebene im Einbettungsraum:
g(K, 1) = pi + KO (47)

Nun entspricht aber jedes Vielfache eines Vektors im Einbettungsraum demselben Vektor auf der
projektiven Ebene, d.h. man kann p herausteilen. Definiert man A := ﬁ kann eine Gerade parametrisiert
werden als:

JA) =a+ o (48)

Der einzige Punkt, der durch die Parametrisierung nicht erreicht werden kann ist o selbst, wéhlt
man diesen jedoch als Fernpunkt ist das kein Problem, so kénnen alle Punkte der Gerade, die in der
projektiven Ebene liegen parametrisiert werden.

Betrachtet man nun die Norm einer solchen Gerade erhilt man eine quadratische Gleichung in A:
GO -GN = g G = (G4 A0) (4 + Mo) = X200 + 2Xato + ata = 0 (49)

Diese hat im Allgemeinen zwei Losungen AL und damit gibt es zwei Schnittpunkte mit der Quadrik
Py = U+ A0
Nun kann man das Doppelverhéltnis der vier Punkte ausrechnen und findet:

(il 05 Py p) = 1) = ZF (50)

Man spricht von einer harmonischen Teilung der Gerade durch die beiden Schnittpunkte, wenn das
Doppelverhéltnis den Wert -1 hat, damit:
AU At o
(u,v;p+,p_):)\—:fl¢>>\++)\_:O<i>u~v:0 (51)
Definition:
Zwei Punkte 4, v seien zueinander dual, wenn sie von ihren beiden Schnittpunkten harmonisch geteilt
werden. Dies ist der Fall, wenn gilt: 4*0 = 0.

Fiir einen Punkt ¢ sind alle @, die diese Gleichung erfiillen also dual. Die Gleichung beschreibt fiir
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festes v eine Hyperebene. Fiir alle Punkte 0 existiert also eine duale Hyperebene, die durch die Quadrik

bestimmt ist. Diese Hyperebene nennen wir Polare von v:
pol(d) = {2 | ' - v = 0} (52)

Ist nun der Punkt v ein Quadrikpunkt, dann lésst sich ein ausgezeichneter dualer Vektor aus dem Pol

von ¥ berechnen als:
b =Qb (53)
Denn dann gilt ja bereits:

b-0=9'Q0o=0 (54)

Diese Dualitét soll nun noch von anderer Seite her beleuchtet werden. In der projektiven Geometrie gibt
es aufgrund der Axiome eine grundlegende Dualitéit zwischen Punkten und Geraden [1], was bedeutet
dass die Geometrie invariant ist, wenn man die Rollen von Punkten und Geraden vertauscht. Dies kann
man leicht an den Axiomen P1 und P2 in Kapitel 2.1 sehen, sowie aus dem bereits erwidhnten Prinzip,
dass jeder Punkt eine Hyperebene und damit eine projektive Gerade durch Orthogonalitéit definiert.
Um diesem Prinzip auch Ausdruck zu verleihen interpretieren wir Gleichung (53) neu. Demnach wiirde
das Dual von 9 eine duale Gerade sein. Dies ist gegeben, wenn wir ¢ als Zeilenvektor interpretieren,
der der Normalenvektor der dualen Hyperebene und damit der dualen Gerade ist (sieche Abb. 6).
Dies ist auch konsistent mit der klassischen kontinuierlichen Mechanik, in der die dualen Vektoren ja
auch Vektoren aus dem Raum der linearen Funktionale, der Zeilenvektoren sind, allerdings ist hier die
Dualitét eben iiber die Quadrik definiert.

2,

(S

Abbildung 6: ¢ und sein dualer Vektor, blau: die entsprechende duale Gerade.
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5.2 Kanonischer Impuls und Legendretransformation

In der Hamiltonmechanik wird der kanonische Impuls als dual zur Geschwindigkeit durch die Ableitung

definiert:
oL

T 0%

Damit lisst sich die Legendretransformation und damit der Zusammenhang zwischen der Hamilton-

p (55)

und der Lagrangefunktion herstellen:

H=7 -7 1L (56)

Die Lagrangefunktion ist dann in der SRT gegeben als:
L = —myuney ! (57)

Analog dazu lisst sich dieser Sachverhalt mit der geometrischen Dualitéit definieren. Man definiert

damit den kanonischen Impuls als dual zur Geschwindigkeit:

p=0Qu (58)
Damit gilt ndmlich automatisch im kréftefreien Fall:
pri=a'Qod (59)

Da fiir eine freie Bewegung die Geschwindigkeit in jedem Punkt immer Quadrikpunkt der unverscho-
benen Quadrik ist.

Wenn Krifte prisent sind, gilt dies nicht mehr, da nun die Geschwindigkeit nicht mehr Quadrikpunkt
ist. In diesem Fall ist @ © a Quadrikpunkt und damit gilt:

p=T",QoT si=p-u=(160a)Qoaca)=0 (60)

Nehmen wir im folgenden den Viererimpuls und die Vierergeschwindigkeit wie in der SRT iiblich an:

() () () )

Mit der Forderung, dass p Quadrikvektor ist, erhdlt man die relativistische Energie-Impuls-Relation:
~H [ +pi=0s H — [T =1} (62)

Daraus wird ersichtlich, dass pg die Rolle der Masse pg = m( einnehmen muss. Damit ergibt sich eine

analoge Form der Legendretransformation:

pi=Hy+~7 -V +myy =0

_H— .4 M0 (63)
& -H=7 -7+ S
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Dadurch wird die Lagrangefunktion definiert als:

_ Moo
v

L= (64)

Dies ist die physikalisch sinnvolle Definition wie in der SRT, nur skaliert hier die Lagrangefunktion

Gammafektor yog = 'ylo

Mit diesem Impuls lésst sich ein Phasenraum aus & und p definieren, der die Beziehung zwischen den
Achsen durch Gleichung (58) herstellt.

“

noch mit 7g. Dies fiihrt dazu, fiir alle Berechnungen einen ,,effektiven
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6 Anwendung: Der harmonische Oszillator

Ein harmonischer Oszillator ist beschrieben durch eine Kraft, die der Auslenkung des Systems ent-
gegenwirkt. Die Stédrke dieser Riickstellkraft soll im folgenden durch einen Faktor « charakterisiert

werden:
T =—a? (65)

k= —ya < Yéﬁ ) (66)

Mit Gleichung (37) ist dann die Viererbeschleunigung:
-
a=—y\« < = (67)

6.1 Trajektorie in Orts- und Phasenraum

Mit Gl. (34) ergibt sich:

Im Folgenden soll das hier vorgestellte System des harmonischen Oszillators fiir den eindimensionalen
Fall simuliert und mit den bekannten Ergebnissen aus dem kontinuierlichen Modell verglichen werden.
Die Parameter des Systems sind hierbei die Systemgrofie g und kg, die inverse Masse \g, die Stérke
der Riickstellkraft o und die Auslenkung am Nullpunkt zy. Es soll zunéchst v9 = kg sein.

Ein Problem des Modells ist, dass der Zeitschritt immer nur +1 und niemals kleiner ist. Desweite-
ren wird in jedem Schritt ja zu einem Quadrikpunkt gesprungen, der in der Gréfenordnung vy vom
vorherigen Punkt entfernt ist. Damit ist das System mit einem Kraft-Vorfaktor von 1 sehr schlecht
aufgelost, zudem variiert die Sprungweite am Anfang, es zeigt sich ein nicht-physikalisches Verhalten

(Siehe Abb. 7). Dies dndert sich nicht, wenn man die Systemgréfie erhoht.

X

Abbildung 7: Harmonischer Oszillator fiir 79 = kg = 50; A\g = 1; a =1; x¢ = 40.
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Will man also die Schwingung besser auflosen, die Zeitauflosung kann aber nicht kleiner als 1
werden, muss die Frequenz kleiner werden. Unter der Annahme, dass der Vorfaktor der Kraft mit der
Frequenz korreliert, muss der Vorfaktor also bruchwertig werden. Da die inverse Masse mit mg und g
zusammenhingt kann diese nicht kleiner als 1 werden, also muss man « als Bruch < 1 wéhlen. Mit
dieser Konfiguration lédsst sich tatséchlich ein Verlauf erzeugen, der der erwarteten Sinusschwingung
nahe kommt (Abb. 8).

2 45
xr
=29
P
t %28
£
~ 43

Abbildung 8: Harmonischer Oszillator fiir 79 = kg =50; Ao =1; a = %; ro = 40 links: Ortsraum in
rot: Impulsvektoren, rechts: Phasenraum in griin: Absolute Maximalwerte in Raum- und Impulsrich-
tung

In Abb. 8 ist desweiteren auch der Phasenraumverlauf aufgetragen, der auch wie erwartet ovalférmig
ist. An den eingezeichneten Maxmimalwerten der Ortskoordinaten sieht man allerdings das Phénomen,
dass die Amplitude der Schwingung mit der Zeit zunimmt. Die Startauslenkung ist 40 und nach einer
Schwingungsperiode ist die Amplitude bereits 45. Die Amplitude wiirde also mit der Zeit grofler, was
der Energieerhaltung widerspricht.

Wenn man zu héheren Systemgrofien und damit auch zu lingeren Trajektorien geht, zeigt sich, dass sich
nach einem relativ chaotischen Einschwingvorgang tatséchlich eine stabile Schwingung mit konstanter
Amplitude ergibt (Abb. 9). Es scheint so, als ob das System eine priferierte Amplitude anstrebt,
hier 140. Stellt man diese als x( ein, so erhilt man eine Trajektorie, die von Anfang an annhéihernd

ovalformig ist, allerdings ist hier die stabile Amplitude ebenfalls hoher als die Startauslenkung.
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~ 140 ~ 161
a) b) N
xT
p P
~ 140 ~ 161

Abbildung 9: Harmonischer Oszillator Phasenraum fiir 79 = kg = 1000; \g = 1; aa = %; a) xo = 100,

ab dem 28. Punkt wird die Trajektorie stabil mit Amplitude 140 b) zy = 140, die stabile Amplitude
ist dann 161.

6.2 Energie und Potential

Dies ist insbesondere relevant, da das System damit augenscheinlich die Energieerhaltung verletzt. Die
Energie und das Potential lassen sich wie bereits erldutert als nullte Komponenten von Impuls- und
Kraftvektor ablesen und ihr Verlauf soll nun untersucht werden.

Mit E =T + V kann so aus E = pp und V = ky auch die kinetische Energie berechnet werden. Es
soll hier angemerkt sein, dass die nullte Komponente aus Gleichung (36) eine Differenz des Potentials
ist. Damit ist das Potential also nur bis auf einen Versatz bestimmt, was ja aber bei Energien sowieso
iiblich ist. Dieses Energiespektrum ist in Abb. 10 dargestellt. Es sei hier erwéhnt, dass sich E(7) und
damit auch T'(7) sehr weit im negativen Bereich befinden und diese deshalb in der Abbildung um
1000 nach oben verschoben dargestellt werden. Es scheint desweiteren so, als ob diese Verschiebung
im Allgemeinen gleich g ist.

Die Energie oszilliert in diesem Modell, widhrend sie im klassischen, kontinuierlichen Fall konstant ist.
Das Modell bricht also an dieser Stelle die Energieerhaltung, was auch der tiefere Grund dafiir ist, dass
sich die Amplitude iiber die Anfangsauslenkung hinaussteigt, wie oben hervorgehoben.

In der Abbildung sieht man schén, dass V(7) immer dann maximal ist, wenn die Auslenkung ma-
ximal/minimal ist und immer dann minimal, wenn die Auslenkung 0 ist, wir haben hier also die
Bestéatigung, dass sich die nullte Komponente der Kraft tatsédchlich wie das entsprechende quadratische
Potential verhilt. Auch ist die kinetische Energie T'(7) immer dann maximal, wenn die Geschwindigkeit
maximal/minimal ist und analog minimal, wenn die Geschwindigkeit 0 ist, verhélt sich also ebenfalls
so, wie man es von der kinetischen Energie erwarten wiirde. Eine weitere interessante Betrachtung ist,

ob diese Kurven auch der theoretischen Vorhersage folgen.
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Abbildung 10: Energiespektrum des Oszillators iiber die Zeit und iiber die Auslenkung und Geschwin-
digkeit des Systems bei vy = kg = 1000; A\g = 1; a = % und zo = 140.

Aus der kontinuierlichen Theorie findet man folgende Gleichung fiir das theoretische harmonische
Potential: )
F(r) = —a@(r) & V(1) = So| 7 (1)’ (68)

Die kinetische Energie ist aber relativistisch nicht mehr durch %m0v2 gegeben sondern durch (mit
c=1):

Teo(r) = (% ~ 1)mo (69)

Die theoretischen Kurven folgen schon annéhernd der Form der simulierten Werte, aber die absoluten

Werte sind dennoch verschieden. Durch Verschiebung und Skalierung kann man doch eine relativ gute
Annéherung erreichen (sieche Abb. 11). Man findet:

theo
V) g6,

161 (70)
Tiheo () = 2T (1) — 10.2

vikeo(r) =

Man sieht, dass die theoretische Vorhersage beim Potential fast exakt die Simulation widerspiegelt,
bei der kinetischen Energie ist die Anndherung etwas schlechter, stimmt aber grob. Die Faktoren und
Offsets zu erkléren ist aber durchaus schwierig. Dass der Faktor beim Potential hier genau der stabilen
Amplitude entspricht ist wohl eher Zufall. Betrachtet man das Modell mit anderen Parametern, stimmt

dies dann nicht mehr.

Abbildung 11: V (1), und ,
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7 Fazit

Wir haben gesehen, dass die 4-dimensionale Raumzeit durch eine projektive Geometrie beschrieben
und innerhalb der rationalen Zahlen angendhert werden kann. Auch haben wir gesehen, dass die New-
tonsche Gesetze der Mechanik mit einem Sprungmechanismus auf Quadriken modelliert werden kann.
Dies fiihrt zur konsistenten Beschreibung kréftefreier Teilchen, die sich auf gradlinigen unbeschleu-
nigten Bahnen bewegen. Kraftfelder wirken in diesem Modell als Verschiebungen der Quadrik an den
einzelnen Punkten und sorgen so fiir eine Ablenkung der Trajektorie.

Desweiteren haben wir einen kanonischen Impuls definiert, der beziiglich des Skalarproduktes dual zur

Geschwindigkeit ist und mit dessen Hilfe sich eine Legendretransformation definieren lésst.

Im Modell des harmonischen Oszillators haben wir gesehen, dass sich das kontinuierliche Modell der
Ortstrajektorie im Limes gegen grofie ¢ konstruieren lisst. Aufgrund der relativistischen Natur der
Raumzeitvektoren konnten wir auch Kerngréfien des Energieumsatzes im System wie Gesamtenergie
und Potential simulieren. Dabei zeigte sich, dass einer der fundamentalen Grundsétze der klassischen
Mechanik, die Energieerhaltung, in diesem Fall verletzt wird.

Dies muss jedoch nicht bedeuten, dass das hier vorgestellte Modell unphysikalisch ist. Dass die Energie-
erhaltung nicht mehr gilt, liegt daran, dass wir hier keine kontinuierliche Zeitsymmetrie mehr haben,
die nach dem Neother-Theorem diesen Erhaltungsatz erzeugt. Die Zeitsymmetrie ist vielmehr diskret
und schon 1939 wurde in [6] gezeigt, dass man in so einem Fall eine Oszillation der Energie erwarten
wiirde, wie wir es hier auch gesehen haben. In diesem Artikel wird auch beschrieben, dass diese Ener-
giefluktuation durch elektromagnetische Abstrahlung erklért und mit der Erhaltung der Gesamtenergie
in Einklang gebracht werden kann. Dieser Ansatz sollte in einer finiten Theorie des Elektromagnetis-

mus weiterverfolgt werden.

Zum Thema der Legendretransformation bleibt noch zu sagen, dass die von p - 4 = 0 induzierte
Legendretransformation nur bis auf ein Vorzeichen des Hamiltonians stimmt (sieche Gl. (63)). Eine

Definition, die die Transformation konsistent lasst ist:
P'Qu=0 (71)

was keinesfalls der Defintion, die hier getroffen wurde entspricht. Vielmehr ist hier p eine Schar von
Vektoren, genauer eine Hyperfliche im Einbettungsraum und damit direkt eine Gerade im projekti-
ven Raum. Damit ist Diese Definition nicht mehr eindeutig. Der Vorteil wire das richtige Vorzeichen
der Legendretransformation, allerdings ist dies auch nicht mehr konsistent mit der Punkte-Geraden-
Dualitdt und damit wahrscheinlich keine sinnvolle Definition des Impulses. Es bleibt dann jedoch noch
zu kldren, warum dieses Vorzeichen von der herkommlichen Legendretransformation abweicht und wel-

che Konsequenzen dies hat.
Eine weitere Ungereimtheit des Modells zeigt sich darin, dass a\g < 1 gelten muss und damit bruchwer-

tig sein muss. Nimmt man an, dass in diesem Modell eine Einheit der Lénge, Masse etc. dem entspricht,

was in der kontinuierlichen Physik eine fundamentale Einheit ist (Planck-Lénge, Planck-Masse etc.)
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wiirde man ja erwarten, dass wenn man Startauslenkung und Masse nur grofl genug wéhlt eine Oszil-
lation auf vielen tausend Planck-Lingen einen makroskopischen harmonischen Oszillator erzeugt. Das
Modell zwingt der Masse jedoch Restriktionen auf, indem immer Ay = %—(’0 € N gelten muss und so
der Masse eine Obergrenze gesetzt wird und diese immer der inversen Masse Ao = 1 entspricht. Damit
entsteht aber kein makroskopischer Oszillator, sondern nur eine unphysikalische Zick-Zack-Bewegung,
wodurch man gezwungen ist, a als Bruch < 1 zu wéhlen, obwohl im finiten Modell natiirlich idealer-
weise alle beteiligten Parameter ganzzahlig sein sollten.

Dies erklart sich aber daraus, dass hier das Modell in inhomogenen Koordinaten und in der Naherung
damit in bruchwertigen Koordinaten betrachtet wird. In homogenen Koordinaten sind die Vektoren
und damit auch @ beliebig skalierbar. Hier wurde vy = kg gewéhlt, dies kann und muss wohl aber auch

anders gewahlt werden, es gilt dann:

T

o z-
) (SO ()

Ko = 70
Y0 g0

Ein Ubergang von kg = 7o zu ko = g0 sorgt also dafiir, dass alle vorkommenden Grofien ganzzahlig

sind.

Abschlieflend kann man sagen, dass dieses vereinfachte Modell schon vieles erklért und auch Ergebnisse
produziert, die grofiteils mit dem Kontinuumsmodell im Einklang stehen, was ein gutes Zwischener-
gebnis im Gesamtkontext des finiten Weltmodells darstellt. Allerdings besteht immernoch an manchen
Ecken und Enden Bedarf nach einem Feinschliff und eine Einbettung in eine grofiere Theorie der

Dynamik der Kraftfelder, die hier als fest angenommen wurden.
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