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Zusammenfassung

Jamming ist ein Ubergang, der mit der Erhéhung der Packungsdichte auftritt. Der
Jamming-Ubergang hat viele Ahnlichkeiten zum Glasiibergang. In beiden Ubergéngen
geht das System in eine unbewegliche amorphe Phase iiber. Beim Jamming-Ubergang
ist @ und beim Glasiibergang T' der Kontrollparameter. In dieser Arbeit untersuchen
wir den Jamming-Ubergang durch Minimierung der Energie in einem System aus wei-
chen Kugeln ohne der Uberschreitung von Energiebarrieren. Insbesondere interessiert
uns in dieser Arbeit der Einfluss von Storungen, wie einer Gravitationskraft auf den
Jamming-Ubergang.

Die Arbeit beginnt mit einer theoretischen Einfithrung in das Thema und einer Er-
klarung der Funktionsweise der Simulation.

Des Weiteren werden die Ergebnisse der Simulation diskutiert und Uberlegungen zu
einer Gleichung, dhnlich der barometrischen Héhenformel, angestellt.
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1 Hintergrund

1.1 Athermisches Jamming

FEin bekanntes Phénomen ist der Glasiibergang, bei dem sich die Dynamik drastisch
verlangsamt, wenn die Temperatur verringert wird. Das Jamming-Ph&nomen, das als
eng verkniipft mit dem Glasiibergang angesehen wird, wird oft durch die Anderung
der mechanischen Eigenschaften von Systemen beschrieben, die aus granularen Mate-
rialien, Schiumen oder Emulsionen bestehen[2]. Der Parameter, der die Anderungen
der mechanischen Eigenschaften bewirkt, ist die Packungsdichte

_ Z VTeilchen

V ist hier das Volumen der Box, in der sich das System befindet und > Vrejichen ist die
Summe aller Volumina der Teilchen des Systems. Vieles weist darauf hin, dass es sich
beim Jamming um einen Ubergang handelt, der #hnliche Eigenschaften, wie ein Pha-
seniibergang im Gleichgewicht aufweist. Die Erhohung der Packungsdichte bricht die
Ergodizitat des Systems und es entsteht, dhnlich wie bei einem Glas, bei dem die Re-
laxationszeiten (Relaxation in einen Zustand ohne Scherstress) um GroBenordnungen
tiber der Beobachtungszeit liegen, ein amorpher Festkorper. Es ist wichtig, dies von
einer Kristallisation zu unterscheiden, bei der sich eine geordnete Strukur ausbildet.
Neben der Packungsdichte beeinflussen auch die Temperatur 7" und der Scherstress
das Jamming. Dies kann in einem Jamming-Zustandsdiagramm veranschaulicht wer-
den, wie in [2]

Wie man sehen kann, ist bei niedrigen Temperaturen und niedrigem Scherstress die
Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Punkt des Phasenraums im gejammten Bereich be-
findet hoher, als bei hoher Temperatur und Scherstress. Der Scherstress kann als eine
effektive Temperatur angesehen werden, die viele Aspekte mit der echten Temperatur
teilt. Die X-Achse ist eine Nicht-Gleichgewichtsachse. In der 1/® - T" Ebene wird ei-
ne Temperatur T, angenommen, die den Ubergang von einer unterkiihlen Fliissigkeit
zu einem Glas markiert. Bei dieser Temperatur {iberschreitet die Relaxationszeit die
Beobachtungsdauer weit. Diese Temperatur bildet die Linie, die den gejammten vom
ungejammten Zustand trennt. Der Punkt J markiert hier den Punkt, ab dem das Sy-
stem bei T"= 0 und ¥ = 0 gejammt ist. Man sieht, dass sich dieser Punkt bei einer
gewissen Packungsdichte befindet. In dreidimensionalen Systemen liegt diese kritische
Packungsdichte bei 0.64[2]. Interessant am Jamming-Phénomen ist, dass das kritische

o (1.1)



1 Hintergrund

Verhalten, abgesehen von finite-size Effekten universell ist. In dieser Abbildung ist
vereinfacht in zwei Dimensionen der Unterschied zwischen einem gejammten und ei-
nem ungejammten System dargestellt.

In Abbildung 1.1 sieht man, dass es keine Uberlapps zwischen den Teilchen gibt.
Die Uberlappenergie des Systems betrigt also null. In Abbildung 1.1 sieht man, dass
das System so dicht gepackt ist, dass es nicht moglich ist, die Uberlapps komplett
loszuwerden. Dadurch, dass die Uberlapps nicht entfernt werden kénnen, gibt es in
dem rechten System eine Scherspannung. Die Systeme sind bidispers, weil in zwei Di-
mensionen bei der Minimierung von monodispersen Systemen Kristallisationseffekte
auftreten.

Abbildung 1.2: gejammter Zustand



1.2 Potential

1.1.1 Isostatik

Isostatik ist iiber z, der durchschnittlichen Kontaktzahl pro Teilchen definiert. Ein
System wird isostatisch genannt, wenn z genau bei einem gewissen Wert zjg, liegt.
Liegt z dariiber, wird ein System hyperstatisch genannt, darunter hypostatisch. Uber
diesem Wert ist das System fest, darunter ist das System beweglich. Fiir Reibungslose
Teilchen ist zi, = 2d. Denn die isostatische Konfiguration ist so definiert, dass die
Zahl der Kontakte in einem System NZ/2 gleich der Anzahl der Gleichungen fiir
Kraftgleichgewicht Nd ist. N ist hier die Zahl der Teilchen und Z die durchschnittliche
Anzahl der Kontakte pro Teilchen. In diesem Fall gibt es ndmlich eine eindeutige
Losung fiir die Kréfte zwischen Teilchen][1].

1.2 Potential

In dieser Arbeit werden Teilchen mit dem Potential der Form

€ _ Ty “ < g
Vi(rij) = {a <1 %') »Tij = 94 (1.2)

0 y Tij > Oij

betrachtet. Dieses Potential ist von granularen Materialien motiviert, die einen festen
Radius haben und keine Interaktion aufweisen, bis auf die Kraft, die ein zu starkes
Verformen verhindert. Der Parameter € legt die Skalierung der Energie fest. Der Para-
meter a legt die Art der Wechselwirkung fest. Fiir a = 2 erhéilt man ein harmonisches,
abstoBendes Potential. Fiir « = 5/2 bekidme man beispielsweise ein abstoBendes, hertz-
sches Potential. Die Grofle r;; bezeichnet den Abstand zwischen den Mittelpunkten
zweier Teilchen und o;; ist die Summe der Radien der beteiligten Teilchen. Das Po-
tential ist null, wenn zwei Teilchen weiter voneinander entfernt sind, als die Summe
ihrer Radien. Ist der Abstand geringer, als die Summe der Radien, steigt das Potential
quadratisch mit dem Uberlapp.

1.3 Gravitation

In dieser Arbeit wird das Jamming-Phénomen in Abh#ngigkeit von Stérungen, wie
der Gravitationskraft untersucht. Deshalb befindet sich ein Teilchen jeweils zusétzlich
zu dem Potential der anderen Teilchen in einem Gravitationspotential

VGraV(Z) = mgz. (1'3)

Hierbei bezeichnet m die Masse eines Teilchens, g eine Gravitationskonstante und z
die Hohe des Teilchens.






2 Simulation

Zur Simulation wurde ein Programm in der Programmiersprache C++ geschrieben.
Die Hauptaufgabe des Programms ist es, mittels der Conjugate-gradient-Methode die
Energie eines Teilchensystems zu minimieren.

2.1 Kraftberechnung

Zu Beginn der Simulation werden Teilchen zuféllig im 3-dimensionalen Raum platziert.
Das entspricht einem System bei T" = oo, da der Ort eines Teilchen iiberall gleich
wahrscheinlich ist. Daraufhin wird der Gradient des Potentials bzw. die Kraft auf die
einzelnen Teilchen im System berechnet. Die Kraft hat die Form
ry — Tj

Fyj = e(oi — 1y — rj\)“_lﬁ- (2.1)
Mit r den Positionen der Teilchen. Die Gesamtkraft des Systems wird durch Summa-
tion {iber alle Teilchen berechnet.

N N
FGesamt(r) = Z Z Fij (22)
i j=itl
Der Kraftvektor ist also ein d - N - dimensionaler Vektor. In diesem Fall (mit d = 3
Dimensionen und N der Teilchenzahl) ist die Kraft ein 3N-dimensionaler Vektor.
Darauthin werden die Teilchenpositionen r jeweils virtuell um e verschoben und an
dieser Position die Kraft berechnet.

F(E) =Fqes - FGes(r : 5) (23)

Dadurch, dass wir € eingefithrt haben, haben wir ein 3N-dimensionalen Problem in
ein eindimensionales Problem in Abhéngigkeit von e vereinfacht.

2.2 Linesearch / Newton-Verfahren

Um F(e) = 0 zu finden, also den Punkt, an dem die Kraft minimal wird, wird das
Newton-Verfahren verwendet.

P

n+l = €n F’(&‘)

(2.4)

Das Newton-Verfahren wird so lange iteriert, bis € kleiner als 1076 ist.



2 Simulation

2.3 Steepest-descent

Die Steepest-descent-Methode funktioniert so, dass jedes Teilchen in einem Minimie-
rungsschritt entlang des Gradienten des Potentials, in dem es sich befindet bis zum Po-
tentialminimum verschoben wird. Dieser Gradient ist bis auf das Vorzeichen dquivalent
zur Kraft nach Gleichung 2.1. Eine Minimierung mit steepest descent wiirde man also
iiber

rpi1 =Ty +E8y (2.5)

durchfiithren. Hier ist g der Gradient. r, 1 ist die aktualisierte Position eines Teilchens.

2.4 Conjugate-gradient

In besonders schmalen und ldnglichen Energieminima kann bei der Steepest-descent-
Methode ein Zickzack-Weg der Minimierungsschritte auftreten, was dazu fiithrt, dass
die Minimierung lange dauert. Die conjugate-gradient-Methode will dies verhindern,
indem fiir die Aktualisierung der Teilchenpositionen

rpt1 =r, +edy, (2.6)

mit der Richtung der Aktualisierung

_ —8n = 1
dn B {_gn + ,Bndn—l > 1 (27)

die Richtung d um einen Faktor 8 korrigiert wird. /3 ist gegeben durch [3]

_ 8n(8n —8n-1)
81

Bn . (2.8)

2.5 Periodische Randbedingungen

In der Simulation werden periodische Randbedingungen verwendet, um Finite-size-
Effekte zu vermeiden. Bei der Einschaltung von Gravitationsstérung werden die peri-
odischen Randbedingungen in z-Richtung ausgeschaltet, um zu verhindern, dass die
Teichen durch den Boden der Box hindurchfallen.



3 Ergebnisse

3.1 Athermisches Jamming ohne Stérungen

Die oben beschriebene Simulation wurde auf ein System aus 500 monodispersen Teil-
chen angewendet. Dafiir wurde fiir Packungsdichten zwischen ¢ = 0.54 und ¢ = 0.7
der Algorithmus jeweils 1000 mal iteriert.
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Abbildung 3.1: Energie pro Teilchen in Abhéngigkeit von Minimierungsschritten

In Abbildung 3.1 sieht man die Minimierungskurven der Energien fiir die ver-
schiedenen Packungsdichten. Nach [2] erwartet man, dass die Energiekurven ab einer
Packungsdichte von ¢ = 0.64 nicht mehr gegen null gehen. Diese Packungsdichte wird
®,, genannt (Random close packed). Diese Zufélligkeit der Packungsdichte ist so de-
finiert, dass die Entropie im Ausgangszustand maximal ist [2]. Dass die Energie ab
einer Packungsdichte von 0.64 nicht mehr gegen null geht, liegt daran, dass ab dieser
Packungsdichte im lokalen Minimum, das ausgehend von einem zufilligen Startpunkt
erreicht wurde, nicht ausreichend Platz fiir die Teilchen vorhanden ist, sich so zu posi-
tionieren, dass alle Uberlapps entfernt werden. Im globalen Minimum lige das System
in der geordneten, energetisch giinstigsten Form eines Kristalls vor.
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Abbildung 3.2: Uberlappenergie pro Teilchen iiber der Packungsdichte

Man sieht in Abb. 3.1, dass fiir Packungsdichten unter 0.62 die Energie deutlich gegen
null geht. Bei ¢ =0.62 fillt die Energie in 1000 Mnimierungsschritten nicht deutlich
auf null ab. Um zu verifizieren, dass die Energie auch bei einer Packungsdichte von
0.62 gegen null geht, miisste man die Minimierung weiter laufen lassen und numerische
Ungenauigkeiten, wie die des Newton-Verfahrens, verringern. Betrachtet man in Ab-
bildung 3.2 die Uberlappenergie pro Teilchen am Ende der 1000 Minimierungsschritte,
sieht man, dass die Gleichgewichtsenergie bei einer Packungsdichte von ca. 0.64 einen
Wert ungleich null annimmt. Nach [2] wiirde man erwarten, dass es hier in Bezug auf
die Anzahl der Kontakte einen diskreten Sprung von null auf einen endlichen Wert
gibt.

3.2 Gravitationsstorung

Um den Einfluss einer Gravitationskraft auf ein System zu untersuchen, habe ich 800
Teilchen mit einem Radius von o in einer quadratischen Box bei einer Packungsdichte
von ¢ = 0.314 erzeugt. Die Gravitationskraft betrégt hier 0.0012. Als Vergleich sei
gesagt, dass zwischen zwei Teilchen mit Radius o und einem Abstand gleich dem Ra-
dius eine Kraft von 12 wirkt.

Nachdem sich das Gleichgewicht des Systems eingestellt hat, habe ich die Packungs-



3.2 Gravitationsstorung

dichte, die Zahl der Kontakte und die Energie pro Teilchen in Abhéngigkeit von der
Hohe untersucht. Diese habe ich so bestimmt, indem ich als erstes das System in
Schichten eingeteilt habe. Um das Histogramm zu erhalten, habe ich die jeweilige
Grofle in jeder Schicht der Box gemessen. Dann habe ich die gemessene Grofie durch
die Zahl der Teilchen in einer Schicht geteilt.
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Abbildung 3.3: Packungsdichte in Abhéngigkeit von der Hohe

Der Unterschied zum klassischen Jamming ohne Stérungen ist, dass sich das Jam-
mingverhalten nicht in erster Linie mit der Packungsdichte, sondern mit der Hohe
dndert. Ein System kann also, wie man in Abbildung 3.3 sieht (hier ist die Packungs-
dichte bei der Hohe > 9o kleiner, als die kritische Packungsdichte), an der Oberfléiche
des Systems ungejammt sein und weiter unten gejammt. Man beobachtet also, dass
sich ein System durch eine Stérung von einem homogenen System, wo die Teilchen-
dichte ortsunabhéingig ist, in ein inhomogenes System #ndert. Besonders interessant
ist die Stufe. Man sieht, dass die Packungsdichte unterhalb der Stufe konstant ist, was
bedeutet, dass hier das System im Gleichgewicht ist.

Die obige Beobachtung gilt fiir eine Gravitationskraft von 0.001:. In Abbildung 3.4
sieht man hingegen, dass sich bei einer Erh6hung der Gravitation die Stufe nach unten
verschiebt und die Packungsdichte unterhalb der Stufe steigt.
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Abbildung 3.4: Packungsdichten in Abh#ngigkeit von der Hohe fiir verschiedene Gra-
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Abbildung 3.5: Druck in Abhéngigkeit von der Hohe

10

In Abbildung 3.5 sieht man den Druck in Abh#ingigkeit von der Hohe, den ich wie
in [2] berechnet habe. Man erkennt ein exponentielles Verhalten bis zur Hohe, bei der
auch in der Packungsdichte 3.3 eine Stufe auftritt. Uber der Stufe fillt der Druck auf

10



3.2 Gravitationsstorung

null. Besonders interessant hieran ist, dass sich das System nicht im Gleichgewicht
befindet.

Fiir die Herleitung einer Formel fiir den Druck in Abh#ngigkeit von der Hohe geht
man vom Kriéftegleichgewicht aus. Somit ist die Kraft von unten auf ein Volumenele-
ment pA gleich der Gewichtskraft eines Volumenelements pgAdh und der Kraft von
oben auf das Volumenelement (p + dp)A. p ist hier der Druck, A die Fliche eines Vo-
lumenelements, p die Dichte, g die Gravitationsbeschleunigung und h die Hohe eines
Volumenelements.

pA — pgAdh — (p+dp)A =0 (3.1)
Vereinfachen und Umformen ergibt
dp = —mpgdh (3.2)
Anders als bei der barometrischen Hohenformel fiir ideale Gase, bei der p = R—]\%[ gilt,
verwendet man wegen des Potenzgesetzes in der Niihe des Jamming-Ubergangs [2]

L@ pp)! (3.3)

Po

(®¢ ist die Packungsdichte zu einem Druck pg) und der Packungsdichte

_ 4pmo’
-3

)

mit dem Radius o die Formel

o= ((3)7 +0e)

in diesem Fall der harmonischen Wechselwirkung ist o = 2. Einsetzten in 3.2 ergibt

3
dp = R (;; + <I>c> mgdh (3.6)
Daraus folgt
3 m
p=pole 3™ _3p) (3.7)

11






4 Ausblick

In dieser Arbeit wurde durch ein eigenes Programm das Ergebnis von [2] reproduziert.
Es wurde der Wert fiir Random-close-packing von 0.64 bestétigt. Auflerdem wurde in
der Arbeit der Einfluss von Gravitation auf ein System aus reibungsfreien Teilchen
mit harmonischem Potential untersucht. Hierbei wurde festgestellt, dass sich eine In-
homogenitét der Packungsdichte in Form einer Stufe ausbildet. Insbesondere wurde
beobachtet, dass sich das System nicht im Gleichgewicht befindet.

AuBlerdem wurde eine Formel fiir die Hohenabhéngigkeit des Drucks hergeleitet.

Bei der Untersuchung verschiedener Gravitationsstirken wurde beobachtet, dass sich
bei hoheren Gravitationskréften die Stufe zu niedrigeren Hohen verschiebt und sich
die Packungsdichte unterhalb der Stufe erhoht.

Ein weiterer Ansatz zur Untersuchung des Jamming-Phinomens unter Stérungen
wire, Jamming unter Scherprofilen zu betrachten.
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