Lokale Entropieproduktion,
Fluktuationstheoreme und

Zeitumkehrsymmetrie im Phasenraum

Bachelorarbeit aus der Physik

Vorgelegt von
Sonke Harms
03.07.2024

Institut fiir Theoretische Physik 1

Friedrich-Alexander-Universitéit Erlangen-Niirnberg

Betreuer: Herr Professor Doktor Michael Schmiedeberg



Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis
(1. Einleitung] 1
[2._Theoriel 2
[2.1.  Einfihrung in Fluktuationstheoreme| . . . . . . . . ... ... ... .. 2
[2.2. Allgemeiner Formalismus fur Fluktuationstheoreme| . . . . . . . . . .. 3
[2.2.1.  Integrales Fluktuationstheorem| . . . . . . . .. ... ... ... 3
(2.2.2. Detailliertes Fluktuationstheorem| . . . . . . . ... .. ... .. 4
[2.2.3.  Allgemeines Crooks Fluktuationstheorem|. . . . . . . . . .. .. 4
[2.2.4.  Fluktuationstheoreme tur die Entropieproduktion| . . . . . . . . 5)
2.2.5. Hatano-Sasa-Relation|. . . . . . . . ... .. ... .. ... ... 6
[2.2.6. Master-Funktional und Konjugation|. . . . . . . . . ... .. .. 6
[2.3. Irreversibilitat und Kullback-Leibler Divergenz| . . . . . . . . . . . . .. 7
[3. Hintergrund der lokalen Entropieproduktion| 9
[3.1.  Lokale Entropieproduktion und Active Model B} . . . . . ... ... .. 9
[3.2. Lokale Entropieproduktion nach Roetal|. . . . . ... ... ... ... 11
[3.2.1. Systematischer Autbau| . . . . . . . ... ... ... 11
[3.2.2.  Approximation der Entropieproduktion durch die Cross-Parsing |
| Complexity] . . . . . . . . . . 12
[3.3. Eigenschatten des Estimators| . . . . . . .. ... ... ... ... ... 14
[3.3.1.  Extremwerte der Cross-Parsing-Complexity|. . . . . . . . .. .. 14
[3.3.2.  Extremwerte des Relativen Entropierate] . . . . . . . . . .. .. 15
{4. Lokale Entropieproduktion im Phasenraum| 15
[4.1.  Entropieproduktion im Phasenraum|. . . . . . ... ... ... ... .. 16
[4.2. Coarse-grained Entropieproduktion| . . . . . . . . ... ... ... ... 16
[4.3. Verbindung der lokalen Entropieproduktion mit der coarse-grained Pha- |
[ senraumentropieproduktion| . . . . . . ... ... 17
[4.4. Anwendung der Fluktuationstheoreme| . . . . . . . . . . .. ... ... 20
[4.4.1. Integrales Fluktuationstheorem| . . . . . . .. ... ... ... . 20
4.4.2. Detailliertes Fluktuationstheorem| . . . . . . . . . .. ... ... 21
5. Simulationen| 22
b.1. Equillibrium| . . . ... o000 23
[>.1.1. Konvergenzverhalten tur N|. . . . . . . .. ... ... ... ... 23
[5.1.2.  Realisierungsmittel und das detaillierte Fluktuationstheorem| . . 24
[5.2. Isotherme Kompression|. . . . . . . . ... ... ... ... ....... 27
Hh.2.1. Trreversibilitatl . . . . . . . . .o oo 28



Inhaltsverzeichnis

[H.2.2. Fluktuationstheoremel . . . . . . . . . .. .. ... ... .... 28

[5.3. Periodische Kompression/Expansion|. . . . . .. .. .. ... ... ... 29
[>.4. Lokale Entropieproduktionsrate im Impulsraum| . . . . . ... ... .. 30
[5.5. Lokale Entropieproduktionsrate im Phasenraum| . . . . . . . . . . . .. 33
6. Fazit und Ausblick| 35

[A. Appendix| 36




1 Einleitung 1

1. Einleitung

Die Quantifizierung der Brechung von Zeitumkehrsymmetrie durch die relative Entro-
pie oder Kullback-Leibler-Divergenz ist seit Léngerem von grofem Interesse in der
Nichtgleichgewichtsphysik [14][18]|13]. Ro et al. versuchten in [14], diese globale Gro-
e der Entropieproduktion, die laut ihnen als einzelne Zahl nur wenig Information
iiber die geometrische Natur dieser Zeitsymmetriebrechungen gibt, mit dem Konzept
einer lokalen Entropieproduktion zu verkniipfen. Gleichzeitig haben sie einen Algo-
rithmus vorgestellt, der mithilfe der sogenannten Cross-Parsing Complexity das Be-
rechnen der Kullback-Leibler-Divergenz und damit der Entropieproduktion erleichtert.
Ziel dieser Arbeit ist es, diese lokale Grofe auf thermodynamische Systeme anzuwen-
den und zu {iberpriifen, ob sie einem Fluktuationstheorem gehorcht. Dafiir wird die
Entropieproduktion im Rahmen von nichtquasistatischen thermodynamischen Prozes-
sen untersucht. Zuerst wird ein theoretischer Uberblick iiber das Gebiet der Fluk-
tuationstheoreme gegeben, um die Hintergriinde der Entropieproduktion zu verste-
hen. Dem folgt ein aktuelle Beschreibung des Gebietes der lokalen Entropieproduktion
und ihrer Berechnung. Anschliefend wird die Entropieproduktion im Phasenraum de-
finiert und zu einer coarse-grained Entropie diskretisiert. Hier wird mithilfe der Ket-
tenregel der Kullback-Leibler Divergenz die Entropieproduktion in einen dynamischen
und einen lokalen Teil zerlegt und argumentiert, dass die lokale Entropieproduktion
nach Ro et al. eher eine Entropieproduktion entlang einer lokalen Trajektorie darstellt
als eine gemittelte Grofe. Als Nebenprodukt der Zerlegung der Entropieproduktion
werden drei neue Grofen formuliert, namlich die dynamische Entropieproduktion, die
Phasenraum-Entropieproduktion und die globale Entropieproduktion. Im letzten Teil
der Arbeit werden die betrachteten Grofsen fiir verschiedene thermodynamische Sys-
teme konkret untersucht. Hier wird anhand geeigneter Simulationen gezeigt, dass die
von Ro et al. definierte Grofie durch detaillierte Fluktuationstheoreme beschrieben wer-
den kann. Zusétzlich stellt sich heraus, dass die mittlere globale Entropieproduktion,
fiir lokale Entropieproduktion misst, ob sie sich in einem Gleichgewichtszustand befin-
den. Abschlieffend kann gezeigt werden, dass die dynamische Entropieproduktion und
die Phasenraumentropieproduktion Zeitumkehrsymmetriebrechung in ihren jeweiligen
Réaumen qualitativ beschreiben kénnen, wobei die globale Entropieproduktion hier an

Bedeutung verliert.
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2. Theorie

2.1. Einfiihrung in Fluktuationstheoreme

In der Nonequillibriumsphysik sind die sogenannten Fluktuationstheoreme (FT) von
grofser Bedeutung, da sie auch fiir Systeme gelten, die weit von ihrem Gleichgewichts-
zustand entfernt sind [3]. Thermodynamische Grofen werden hierbei entlang von Tra-
jektorien berechnet, anstatt fiir vollstdndige Systeme, wobei die klassischen Gréften
als Mittelwert iiber alle Realisierungen definiert sind [18]. Konkret gilt in diesem For-
malismus ein Fluktuationstheorem fiir die Entropieproduktion, das sogenannte Crooks

Theorem |[3]:
P(+o0)
P(-0)

= exp(+0). (1)

Hier sind P(+0) bzw. P(—0o) die Wahrscheinlichkeiten, eine positive/negative Entro-
pieproduktion o entlang einer Trajektorie zu messen. Weiterhin lasst sich zeigen, dass

fiir ein System, das im Gleichgewicht startet, folgendes Fluktuationstheorem gilt [3]:

— ) (2)

Diese Beziehung zwischen Arbeit W und freier Energie AF konnte von Collin et al.
in einem eindrucksvollen Experiment durch die Faltung von RNA-Haarnadelstrukturen
nachgewiesen werden |1|. Erweitert man diese Bedingung nun so, dass das System auch

im Gleichgewicht endet, folgt die Jarzynski-Beziehung [7]:

(exp(—BW)) = exp(—BAF) (3)

Dies ist eine Erweiterung der bekannten thermodynamischen Beziehung fiir quasistati-
sche Zustandsénderungen [7]: W = AF'. Die Differenz W — AF wird daher auch dissi-
pierte Arbeit genannt. Fiir Prozesse, die mit einer endlichen Geschwindigkeit ablaufen,
{iberschreitet die gemittelte Arbeit die Anderung der freien Energie |7]: (W) > AF.
Gleichung |3| ergdnzt diese Ungleichung zu einer Gleichung und erméglicht die genaue
Berechnung der freien Energie in Abhéngigkeit von der Arbeit [7]:

1
AF =~ In(exp(~AW)) (4)
Dies konnte durch einen ahnlichen Versuchsaufbau wie das Crooks-Theorem von Li-
phardt et al. nachgewiesen werden [9]. In all diesen Fillen werden die Systeme durch
einen zeitabhéngigen Parameter A(¢) von einem Anfangszustand A in einen Endzustand
B gebracht. Dies kann zum Beispiel ein Kolben sein, der ein Gas von Volumen V/(A4)

auf ein Volumen V' (Ap) komprimiert oder eine optische Pinzette, die ein Kolloidteilchen
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durch eine viskose Flissigkeit zieht [18].

2.2. Allgemeiner Formalismus fiir Fluktuationstheoreme

Da die Namen und Anwendungen der einzelnen Fluktuationstheoreme uneinheitlich
verwendet werden, wird im Folgenden ein allgemeinerer Formalismus vorgestellt, der
sich zusétzlich als sehr niitzlich erweisen wird, um die Details der lokalen Entropie-
produktion zu verstehen. Dieser Abschnitt ist an Seiferts: Stochastic thermodynamics,
fluctuation theorems and molecular machines [18] orientiert. Fluktuationstheoreme las-
sen sich als universelle Eigenschaft normierter Wahrscheinlichkeitsverteilungen p(€2)
von Funktionalen Q[z(7)] ausdriicken [18][5]. Diese Funktionale sind dabei thermo-
dynamische Grofen, die entlang einer Trajektorie berechnet werden, wie Arbeit oder
Entropieproduktion. Es wird zwischen detaillierten und integralen Fluktuationstheore-

men unterschieden.

2.2.1. Integrales Fluktuationstheorem

Ein Funktional Q[z(7)] mit normierter Wahrscheinlichkeitsverteilung P(2) gehorcht

einem integralen Fluktuationstheorem (IFT), wenn [18]:

(exp(—Q)) / dOP(Q) exp(—Q) = 1. (5)

Die Jensensche Ungleichung gibt eine Abschéitzung fiir konvexe Funktionen f und deren

Erwartungswert [4]:

(f(X)) = F({X)) (6)
= (exp(=)) > exp({=1)) (7)

Dies kann nun verwendet werden um die Nichtnegativitat von (©2) zu folgern [5|:

1 = (exp(—9)) > exp({(—£2)) (8)
— (Q) >0 (9)

Die Relation (©2) > 0 ist fiir die Entropieproduktion eine Verallgemeinerung des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik. Interessant ist, dass negative Entropieproduktionen
entlang von Trajektorien moglich sind und lediglich der Mittelwert nicht negativ sein
darf. Es kann jedoch gezeigt werden, dass die Wahrscheinlichkeit negative {2 zu messen
fiir positive w schnell abnimmt [2][18]:

P < —w) < / ) dQ P(Q) exp(—w — Q) < exp(—w). (10)

—00
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2.2.2. Detailliertes Fluktuationstheorem

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung gehorcht einem detaillierten Fluktuationstheorem
(DFT), wenn

P;(Q? — exp(—Q) (11)
bzw.:
P(~0) = P(Q) exp(~Q) (12)

gilt |18|. Dieses DFT gilt als stdrker als das integrale Fluktuationstheorem, da sie das
IFT impliziert [18]:

/ 40 P(Q) exp(—Q) / dOP(—Q) = 1. (13)

Um dieses F'T fiir eine Grofe € zu iiberpriifen, muss man lediglich diese Grofe fiir ver-
schiedene Anfangsbedingungen und damit auch Trajektorien messen. Die Werte kann
man dann in einem Histogram auftragen und iiberpriifen, ob sich die Wahrscheinlichkeit
der negativen Werte, aus den positiven Wahrscheinlichkeiten ableiten ldsst. Das DFT
impliziert eine gewisse Symmetrie der Verteilung um den Nullpunkt, was in Abschnitt

fiir die lokale Entropieproduktion untersucht wird.

2.2.3. Allgemeines Crooks Fluktuationstheorem

In den vorherhigen Abschnitten wurden die Wahrscheinlichkeiten behandelt, eine posi-
tive oder negative Grofse zu messen. Im Folgenden werden jedoch Prozesse mit unter-
schiedlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(£2) und ihrer konjugierten Wahrschein-
lichkeitsverteilung PT(Q), derselben physikalischen Gréfe betrachtet. Mit Konjugation
ist hier eine eindeutige Abbildung der Grofen zu ihrer Konjugierten gemeint [18|. Die-
se Abbildungen oder Transformationen sind hierbei Zeitumkehr, duale Transformation
und duale Zeitumkehr [18]. Die genaue Bedeutung wird in Abschnitt erklart. Als

allgemeines Bedingung fiir Konjugation kann [18§]:
P'(=Q) = P(2) exp(—9) (14)

genannt werden. Hieraus folgt direkt das IFT, da die Konjugierte Wahrscheinleich-
keitsverteilung auch normiert ist. Wenn man die Arbeit €2 = w und als Konjugation
die Zeitinversion wahlt, kann die bereits bekannte Crooks-Gleichung hergleitet werden

[18]:

PR(—WV) —(W — AF))' (15)

P(W) T
PR(—W) ist hierbei die Wahrscheinlichkeit eine Arbeit —W zu messen, wihrend der

Kontrollparameter zeitinvertiert ist, also: A\®(7) = A(t — 7)) . Fiir eine Kompression

= exp(
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wire z.B P(W) die Wahrscheinlichkeit eine Arbeit W wihrend der Kompression zu
messen und P®(—W) die Wahrscheinlichkeit eine Arbeit —WW wihrend der Expansion
zu messen. Dies kann zum Beispiel verwendet werden, um die Freie Energie AF' von
Biomolekiilen zu untersuchen [18|. Hierfiir werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen

fiir beide Dynamiken aufgetragen und der Schnittpunkt gesucht.

2.2.4. Fluktuationstheoreme fiir die Entropieproduktion

Die Entropieproduktion entlang einer Trajektorie lautet [18]:
As™ = As™ + As. (16)

Hierbei ist As™[x(7)] = q[z(7)]/T die Entropieproduktion des Mediums, die iiber die
abgegebene Wirme (dissipative Wérme) in die Umwelt identifziert wird und As =
—In P(x, ) +1In P(z9, Ag) die stochastische Entropieproduktion des Systems [16][18].
Fiir die so definierte Entropieproduktion gilt ein IFT [18][16]:

(exp(—As")) =1 (17)

Fiir nonequillibrium steady states (NESS) gilt ein detailliertes Fluktuationstheorem,
das auch steady state Fluktuaionstheorem (SSFT) genannt wird [18]. In diesem Fall
zeichnet sich NESS dadurch aus, das der Kontrollparameter A konstant gehalten wird
oder sich periodisch verhalt. In solchen Fillen erreicht jede Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung P(z,t) einen stationdren Zustand P®(x, A). Fiir NESS lassen sich ein Nichtgleich-
gewichtspotential ¢(z, A) definieren, mit welchem gilt [18]:

p*(x, A) = exp[—¢(z, A)] (18)
Das SSFT lautet [18]:

P _A tot

ﬁ = exp(—As") (19)

Durch die Einfithrung der Systementropieproduktion As konnte eine &ltere Version
dieses FTs, das Gallavotti-Cohen FT, das nur im Grenzwert fiir grofse Zeiten korrekt

war, verbessert werden [18]. Es lautet [6]:

1 P(—As™
lim ( s")

A A = exp(—As™). (20)

Das Gallavotti-Cohen F'T spielt bei der Definition der lokalen Entropieproduktion eine
grofse Rolle.
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2.2.5. Hatano-Sasa-Relation

Fiir NESS lésst sich die Warme wie folgt aufspalten [16]:
q=q"+q~, (21)

wobei die haushaltende Wirme (housekeeping heat) ¢"* die Wirme ist, die dissipiert,
um den NESS aufrecht zu erhalten. Die iiberschiissige Wérme (excess heat) ist die
Wirme, die zu der Anderung des Kontrollparameters gehort [16]. Interessanterweise

lasst sich fiir beide Teile der Warme ein IFT zeigen:

(exp(—(A¢ +q*/T))) =1 (22)
(exp(—¢"*/T)) =1, (23)

wobei A¢p = ¢(x, \t) — ¢(x, Ng). Hieraus folgt dhnlich wie in [§f eine interessante Un-
gleichung;:
(Ag) > —(¢™)/T. (24)

Tatséchlich gilt fiir NESS As = A¢ |18], womit eine Form der Clausius Ungleichung fiir
NESS gezeigt werden konnte, da die Enropieproduktion mindestens so grofs sein muss,
wie die dem System zugefiihrte {iberschiissige Warme. Eine andere Form die Warme
bzw. die Entropie zu zerlegen, wurde von Esposito und Van den Broeck gezeigt [5]. Sie
teilten die Entropieproduktion in einen adiabatischen S, und einen nicht adiabatischen
(nonadiabatic) Teil S,,,. Hier konnten fiir beide Teile, sowie fiir die Summe der Teile,

ein DFT gezeigt werden [5].

2.2.6. Master-Funktional und Konjugation

Versucht man allgemeine Losungen fiir das IFT zu finden, stoft man auf folgendes
Funktional [18][5]:

Rle(r)] = In 2 [x@] o Do) Pa()o)

)]~ PRt T R P r)men - et R (29)

Ry ist hierbei der Randterm, der die Anfangsbedingungen der Dynamik und ihrer Kon-
jugierten vergleicht, wiahrend R; der Hauptteil (bulk term) der Dynamiken ist, die bei
den jeweiligen Anfangsbedingungen startet und iiber eine Zeit ¢ lduft. Nun kénnen
die verschiedenen Konjugationen explizit untersucht werden. Die vermutlich wichtigste
Konjugation ist die Zeitumkehr oder Zeitinversion. Hierbei wird ein Prozess riickwérts
in der Zeit betrachtet. Dies hat zur Folge, dass Trajektorien von hinten nach vorne
gelesen werden [18]: 2%(7) = z(t — 7). Im diskreten Fall wird z = (21,...,2y) zu

"

x TN, ..., 1). Auberdem wird der Kontrollparameter invertiert: \¥(7) = A(t — 7).
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Zuséatzlich muss die Paritat der Observablen unter Zeitumkehr betrachtet werden. Gro-
fsen, die unter Zeitumkehr ihr Vorzeichen &ndern, wie Impuls, Arbeit, Warme oder
Entropieproduktion, nennt man ungerade. Grofen, deren Vorzeichen gleich bleibt nennt
man hingegen gerade unter Zeitumkehr [18]. Unter Anwendung von Wahrscheinlich-
keitsgewichtungen und der statistischen Wirkung A kann das Master-Funktional fiir
Zeitumkehr betrachtet werden [18]:

Ry = A(2"(7), \E(1)) — Alz(7), A\(7)] = As™ = ¢/T (26)

Dies ist eine direkte Beziehung zwischen der dissipativen Warme ¢ und der Entropie-
produktion im Medium. Dabei miissen jedoch die Start-und Endpunkte der Trajektorie
fiir beide Dynamiken gleich sein. Es kann also z.B nicht einfach eine Trajektorie fiir
eine Kompression mit einer Trajektorie einer Expansion verglichen werden, solange der
Startpunkt der Expansion nicht der Endpunkt der Kompression ist und Visa versa. Im
Folgenden werden zwei andere mogliche Wahlen fiir die Konjugation kurz vorgestellt,
die im Rahmen dieser Arbeit zwar nicht von entscheidendem Interesse sind, aber die
Flexibilitat der Fluktuationstheoreme verdeutlichen sollen. Die sogenannte duale Kon-
jugation ist weniger intuitiv, da sie  und A konstant hélt und lediglich den stationéren
Strom verdndert. Daher zeichnet sich die duale Konjugation durch eine verénderte
Kraft aus. Das Master-Funktional ergibt hier [18]:

Ry = ¢" /T = Ash* (27)

Die dual-zeitinvertierte Konjugation verbindet die duale Konjugation mit der zeitin-
vertierten und erzeugt [18]:
Ry = q“ )T = As*. (28)

Wobei ¢ die iiberschiissige und ¢"* die haushaltende Wirme ist, wie sie im Rahmen
der Hatano-Sasa Relation vorgestellt wurden. Es zeigt sich, dass das Master-Funktional,
welches héufig direkt mit der Entropieproduktion entlang einer Trajektorie assoziiert
wird, verschiedene Formen annehmen kann, in welchen sehr genau auf die Randbe-
dingungen und Dynamiken geachtet werden muss. Auferdem kann es unter gewissen
Bedingungen nur Teile der Entropieproduktion ergeben, die teilweise Fluktuationstheo-

remen geniigen, aber nicht die gesamte EP im System widerspiegeln.

2.3. Irreversibilitdt und Kullback-Leibler Divergenz

In den letzten Abschnitten wurde deutlich, dass ein Zusammenhang zwischen Entro-
pieproduktion und Zeitumkehr herrscht. Durch Einfiihrung der relativen Entropie oder
Kullback-Leibler-Divergenz (KLD) wird dies nicht nur kompakt gezeigt, sondern auch

ein direkter Zusammenhang zu der Informationstheorie gefunden. Die KLD D(p||q)
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ist hierbei das Maf fiir die Ineffizienz, eine Verteilung p(z) anzunehmen, obwohl die
wahre Verteilung ¢(x) lautet [4]. Im Folgenden werden einige Eigenschaften der KLD
vorgestellt, die sich noch als niitzlich erweisen werden. Die diskrete Kullback-Leibler
Divergenz von zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen p(x) und ¢(x) mit Zufallsvariablen
z € X lautet [4]:
D(pllg) = Y pl) -ﬁ? (29)
zeX

beziehungsweise:
p(z)
qu:/dxpxln— 30
(Pllg) (z) @) (30)
im kontinuierlichen Fall. Die KLD wird oft als Abstand zwischen zwei Wahrschein-
lichkeitsverteilungen bezeichnet. Dies kann irrefithrend sein, da sie nicht symmetrisch

unter Vertauschung der Argumente ist [4]:

D(P(2)]|Q(x)) # D(Q(x)|[P(x)). (31)

Die Nichtnegativitidt der KLD ist eine allgemeine Eigenschaft fiir normierte Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen und folgt aus der Jensenschen Ungleichung [4]. Eine weitere

wichtige Figenschaft ist die Kettenregel:

D(p(x, y)lla(z,y)) = D(p(@)llq(=)) + Dp(yl2)llg(y|z)) (32)

, wobei p(y|z) die konditionelle Wahrscheinlichkeitsverteilung ist und die konditionelle
KLD wie folgt definiert ist:

DOul)lv) = 3 pe) 3 oo Plyle), (33)

q(ylz)

Physikalisch interessant wird es, wenn man die KLD einer Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung und ihrer Zeitinversen nimmt [18|:

D(Pr)IIP () = [ detog fe D = (Rla(r)) = s (34

, wobei R[z(7)] das Master-Funktional ist. Dies besagt also, dass die Entropieprodukti-
on in einem System, direkt durch den Unterschied einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
und seiner Zeitinversen bestimmt wird. Parrondo et al. interpretierten dies als eine

quantitative Unterscheidbarkeit der Zeitrichtung, auch arrow of time genannt [13].
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3. Hintergrund der lokalen Entropieproduktion

Kern dieser Arbeit ist die Untersuchung einer lokalen Entropieproduktion, wobei sich
vor allem auf eine Arbeit von Ro et al. bezogen wird [14]. Sie betrachten im Kon-
text von aktiver Materie Zeitsymmetriebrechungen anhand eines Phidnomens namens
motility induced phase seperation (MIPS). Hierbei handelt es sich um aktive Brown-
sche Teilchen, die sich fiir hohe Geschwindigkeit zusammenballen [14]. Dies fiihrt zu
einer Form der Zeitsymmetriebrechung, die sehr distinkt an verschiedenen Orten im
Raum stattfindet. Sie merken an, dass die Entropieproduktion zwar die Reversibilitét
des Gesamtsystems quantifizieren wiirde, dabei aber jedgliche Information iiber den
genauen Ort der Symmetriebrechung verloren ginge |14]. Deswegen fiihren sie eine lo-
kale Entropieproduktion ein, wobei sie sich auf die Arbeit von Nardini et al. beziehen
[11]. Aukerdem zeigen Ro et al. eine Methode, um diese lokale Entropieproduktion zu
berechnen. Dafiir nutzen sie einen Algorithmus, der von Ziv und Merhav vorgestellt

wurde, um die Kullback-Leibler Divergenz zu approximieren.

3.1. Lokale Entropieproduktion und Active Model B

Im Folgenden Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber die Herleitung einer lokalen
Entropieproduktion fiir das Active Model B von Nardini et al. gegeben. Active Model B
ist eine coarse-grained Beschreibung von aktiver Materie mit Phasenseperation. Aktive
Materie bedeutet, dass die Teilchen dem System eigensténdig Energie zufiihren [11].
Durch das Fehlen eines externen Kontrollparameters, kann das System durch NESS
klassifiziert werden. Da in stationdren Zustédnden die Wahrscheinlichkeitsverteilung als
zeitlich konstant angenommen werden kann, gilt das gleiche fiir die Entropieprodukion
[15]. Daher wird eine Entropieproduktionsrate (EPR) eingefiihrt, welche die Entropie-
produktion pro Zeitschritt oder pro Zeichen angibt [15]|. Dies wird auch als entropy
production per data (S) bezeichnet. Diese steht in direkten Zusammenhang zu der re-
lativen Entropierate d zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen P, () einer Trajektore x

mit Lénge m [15]:

DPIIQX))

APWIIQM)) = Tim ZY (35)
durch
(9) > d(P()IQ(X)) (36)

mit Gleichheit, wenn die Dynamik vollstandig durch die gewéhlten Observablen be-
schrieben wird [15]. Die Entropieproduktionrate wird von Nardini et al. wie folgt an-

gegeben [11]:

S =lim §7, & = T_1<1I1<PP[£2<]_1]>>. (37)
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Dies ist ein etablierter Ausdruck fiir die Entropieproduktionsrate, wobei P [y] die Wahr-
scheinlichkeit einer Systemtrajektorie x in der Vorwartsdynamik und P [XR] die Wahr-
scheinlichkeit der zeitinvertierten Trajektorie ist. Die Lange der Trajektorie wird durch
7 angegeben und es wird iiber verschiedene Trajektorien gemittelt. Fiir spatere Rech-
nungen nehmen sie die Ergodenhypothese an, um den Mittelwert vernachléssigen zu
konnen, mit der Argumentation, dass der Limes in der Zeit reicht, um die Dynamik zu
beschreiben. Um eine lokale EPR herzuleiten, suchen sie eine lokale Funktion &, deren

Integral iiber den betrachteten Raum die Entropieproduktionsrate des Systems ergibt:

S = / (6)dr (38)

Diese Grofte wére dann eine lokale Entropieproduktionsratendichte (LEPRD). Tat-
séchlich leiten sie gleich mehrere Ausdriicke fiir die LEPRD her. Fiir die numerische

Auswertung ihre Experimente verwenden sie zum Beispiel [11]:

o(r) = (&) = - lim Dit / ()2 (1)t (39)

, wobei u = pg+u4 das chemische Potential ist, dass in einen Gleichgewichtsteil p 4 und
einen Nichtgleichgewichtsteil pp aufgespalten wurde. Relevant fiir die Betrachtungen
von Ro et al. ist jedoch ein Term, der bei der Untersuchung der Additivitidt dieser
lokalen Grofse auftaucht. Nardini et al. merken an, dass die Additivitdt der LEPRD,
trotz der integralen Beziehung in Gleichung nur fiir groke Subsysteme gilt [11]. Fiir
kleinere Systeme tauchen Randbedingungen auf, die zu beachten sind. Sie zeigen dies
fiir zwei Systeme € und €2, sowie eine Randregion 02, welche die beiden Regionen
trennt. Dabei bezeichnet ¢/ die Trajektorie im ganzen System und 1); die Trajektorie im
System €2;. Sie argumentieren, dass sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(v)) unter

Beriicksichtigung von Randinformation y aufspalten lasst [11]:

P) = Pi(thr]x) Pa(¥2]x) Poalx)- (40)

Dies kann nun in den Ausdruck [37] fiir die Entropieproduktion eingesetzt werden [11]:

7= () O S A )

(42)

Waéhrend die Zerlegung in drei einzelne Entropieproduktionsraten, iiber die Produkt-

regel des Logarithmus, trivial wirkt, muss bei der Bildung des Mittelwertes aufgepasst
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werden. Nardini et al. zeigen, dass dies wie folgt funktioniert [11]:

S = (S1Ix]) pon + (S2[X]) oy + Sx (43)

, wobei S, die Entropieproduktionsrate des Randgebiets und S;[x] die Entropieproduk-

tionsrate des Gebietes €; ist:

1 Psa o1 P
S. = lim —<1 ) S = lm (k) 14
X TLOO T n Pé% Pyq [X] 7'1%00 T i PZ-R P;[i|x] ( )

Ro et al. orientieren sich scheinbar an dem Term aus Gleichung [44| und definierten dies
als lokale Entropieproduktionsrate. Hier wird deutlich, dass sich das Konzept einer lo-
kalen EPR durchaus motivieren lasst, dass man aber vorsichtig sein muss, mit den zu
erwartenden Eigenschaften. So zeigt Gleichung[43] dass die lokale Entropieproduktions-
rate noch iiber Randterme gemittelt werden muss, um sich zu einer physikalischen EPR
zusammensetzen zu lassen und im Allgemeinen eine Funktion der Randbedingungen y

ist.

3.2. Lokale Entropieproduktion nach Ro et al.
3.2.1. Systematischer Aufbau

Ro et al. betrachten Systeme, die sowohl im Ort als auch in der Zeit diskretisiert sind
(coarse-grained). Dafiir wird ein quadratisches Gitter tiber das System gelegt, wobei
jeder Block i = (z,y) fiir jeden Zeitschritt einen Zustand 7 enthélt. Dies kann die
Information sein, dass er ein Teilchen enthélt 7 = 1 oder, dass er kein Teilchen enthéalt
m = 0. Das Gitter ist dabei so gewéhlt, dass nur ein Teilchen in einen Block passt. Diese
Information wird nun in gleichméfigen Zeitintervallen abgefragt, so dass am Ende eines
Experimentes von Dauer N | in jedem Block i eine lokale Trajektorie y; = (m, ..., Tn)
mit N Eintriigen gespeichert ist. Die zeitinvertierte lokale Trajektorie Y = (7, ..., m1)
folgt jeweils direkt aus den gemessenen Trajektorien. Fiir den Ausdruck der lokalen

Entropieproduktionsrate wird sich an dem Ausdruck von Nardini et al in Gleichung

oy = %<ln %> (45)

orientiert:

Dieser Ausdruck erscheint durchaus logisch, wenn man sich die extensive Eigenschaft
der Entropieproduktion zu nutze macht. Wenn zwei thermodynamische Systeme in
Kontakt miteinander gebracht werden, kann die Entropieproduktion der beiden Sys-
teme, bei Vernachlidssigung von Randbedingungen, addiert werden. Dementsprechend
scheint es sinnvoll, dass sich jedes System in kleine Subsysteme unterteilen lésst, wobei
in jedem dieser Systeme eine Entropieproduktion definiert werden kann. Diese An-

nahme entspricht im Grunde der lokalen Gleichgewichtshypothese, nach der Nicht-
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gleichgewichtssysteme in Subsysteme unterteilt werden konnen, in denen Gleichgewicht
herrscht [12], um dort thermodynamische Grofen definieren zu konnen. Fir Fluiddy-
namiken ist es z.B géngig diese Subsysteme infinitesimal klein werden zu lassen, was zu
funktionieren scheint [12]. Inwiefern sich dies fiir die betrachteten Systeme anwenden

lasst ist unklar, sprengt aber den Rahmen dieser Arbeit.

3.2.2. Approximation der Entropieproduktion durch die Cross-Parsing
Complexity

In der Praxis ist es schwierig, die Wahrscheinlichkeitsverteilungen und damit die Entro-
pieproduktion zu berechnen [14]. Dafiir fithren Ro et al. einen Schétzer ein, der die
Entropieproduktion approximieren soll. Er basiert auf dem von Ziv und Merhav vorge-
stellten Algorithmus, des Cross-Parsings [21]. Hierbei handelt es sich um eine Variante
des bekannteren Lempel-Ziv-Algorithmus, der einen Datensatz z in ¢(z) Sequenzen
unterteilt, wobei jede Sequenz die jeweils kiirzeste Sequenz ist, die zuvor noch nicht
betrachtet wurde. Wahlt man zum Beispiel den Vektor z = (01111000110), ergibt das
Self-Parsing (0,1, 11,10, 10,110) mit einer Complezity ¢(z) = 6 [21]. Hier kann gezeigt
werden, dass der Term

%c(z) loge(z) ~ H (46)

die statistische Entropie H = —% log q(z) ergibt. Das Cross-Parsing hingegen, nimmt
nun zwei Vektoren x, y und gibt einen Ergebnisvektor , wobei die Anzahl der Sequenzen
in diesem Ergebnisvektor die Cross-Parsing-Complexity C(z|y) ist. Dafiir wird mit
jedem Schritt die lingste Sequenz in x gesucht, die an einer beliebigen Stelle in y
vorkommt [21]. Fir zwei Vektoren x = z = (01111000110) und y = (11011000111)
wire das Cross-Parsing (0111, 100011, 0), mit C(z||y) = 3. Ahnlich wie in Gleichung ,
konnte das Cross-Parsing direkt mit der Informationstheorie verkniipft werden. Hierfiir
benétigt man die sogenannte Kreuzentropie zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen p
und ¢ (Cross-Entropy) |21][4][14]:

Z p()logg(x (47)

,wobei

Z p(x)logp(z) = H(p) (48)
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Nun l&sst sich die relative Entropie D(p,q) durch die Kreuzentropie S(p.q) und die
Entropie H(p) ausdriicken [4]:

D(pllq) = Zp 108; plz) (49)
=" p(a)logp(x Z p(z)logq(x) = S(p,q) — H(p) (50)
= S(p.q) — S(p,p) (51)

Ziv und Merhav zeigten nun folgenden Zusammenhang [21]:

) In N
]vlli’[?m(_c Y||Z) + ZP )In P ( )) ~0. (52)
Hier sind Y und Z jeweils Sequenzen mit Lange N, die aus den dazugehorigen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen P, P, gezogen wurden. Der zweite Summand ist die Kreu-

zentropierate |14]:

) 1 lnN
N—oo N
Woraus fiir die relative Entropierate folgt:
lim ~D(pllq) (54
Nroo N Pllg
.1
= lim = (S(p.q) = S(p.p)) (55)
In N
= lim ——(C(Y]|Z) - C(Y]]Y)) (56)

Wihlt man nun p = P[y] und ¢ = P[x’], miissen zwei Trajektorien xy und Y’ aus
P[x] gemessen werden, um die Entropieproduktionsrate zu bestimmen:

In N

olx. X = lim T[C(X/HXR) - C(X1IX))- (57)

Beziehungsweise gilt fiir die lokale Entropieproduktionsrate:

In N

oili i) = lim —=—[COIx") — OG- (58)

Die zeitinvertierte Trajektorie wird, wie in Abschnitt [3.2.1] besprochen, direkt aus der
gemessenen Trajektorie y; bestimmt. Hier handelt es sich um eine Entropieproduktion

pro Zeichen, die in der Einheit nats/Zeichen angegeben werden kann. Die Entropiepro-
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duktion pro Zeitschritt 7 lautet dann
o= (59)

Die Cross-Parsing Complexity lasst sich effizient in O(N) bestimmen [14]. Der Algo-
rithmus wird dabei von dem Github Repository Sweetsourcod von Stefano Martiniani

tibernommen [19].

3.3. Eigenschaften des Estimators

Im Folgenden werden einige Eigenschaften der Cross-Parsing Complexity hergleitet,
die dabei helfen sollen, den Estimator besser zu verstehen. Hierfiir wird angenommen,
dass alle Datensétze das gleiche Alphabet X teilen und dieses auch vollstandig repra-
sentieren. Das bedeutet, wenn y = (x;, ..., X») und X' = (x}, ..., x,) mit x;, x; € X,
dass (V xi € x) (3 xX; € X), xi = X;- Andernfalls wéire beispielsweise die Cross-Parsing
Complexity der Datensétze x = (1234) und x’ = (6789) gleich 0, da kein Element
aus y in x' auftaucht. Lasst man diese Fille weg, bedeutet eine grofere Cross-Parsing
Complexity eine grofsere Unéhnlichkeit der Datensétze. Da in dieser Arbeit nur bindre
Zufallsvariablen verwendet werden, kann diese Bedingung als erfiillt betrachtet werden,

da in beiden Datensitzen nur mindestens eine 0 und eine 1 existieren miissen.

3.3.1. Extremwerte der Cross-Parsing-Complexity

Die Cross-Parsing Complexity zweier Datensidtze y und x’ mit Lange N kann fiir die
besprochene Bedingung Werte von 1 bis N annehmen. Der Minimalwert ist dabei

erreicht, wenn die beiden Argumente gleich sind.

Dies wird an einem Beispiel deutlich. Nehmen wir an, dass X = (01010111) = Y/,
dann lautet das Cross-Parsing (01010111). Da der Ergebnisdatensatz nur ein Element
enthilt, ist die Cross-Parsing Complexity 1. Der maximale Wert wird angenommen,
wenn zwei Datensédtze X und Y maximal unterschiedlich sind.

Das bedeutet in diesem Kontext, dass jedes Element des Cross-Parsings eine Lénge
von 1 hat. Fiir Datenséitze x = (111110) und x = (000001) mit Lénge N, ist das
Cross-Parsing beispielsweise (1,1,1,1,1,0) mit

Crmaz(X[[X') = 6 = N. (61)
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3.3.2. Extremwerte des Relativen Entropierate

Dies kann nun auf die lokale Entropieproduktionsrate angewendet werden. Da der Li-
mes nicht erfiillt werden kann, muss der Estimator fiir endliche N ausgewertet werden.

Dies fithrt zu einer Diskretisierung, mit Stufenfaktor z:

InN In N

oilx, xil = T[C(Xi!\xf) — C(Xillxi)] = % *€l (62)

Hieraus folgt der betragsméfige Minimalwert des Estimators in Abhéngikeit von N,
wenn C(x;||x?) — C(x}||xi) = 0. Da die Cross-Parsing Complexity maximal N und

minimal 1 sein kann, folgt fiir den Maximalwert des Estimators:

In N In N
HT[N—l] — N - =% (63)

Ui,maaj [Xza X;] = N

, wobei der Minimalwert gleich dem negativen Maximalwert ist:

Timin|Xi> Xi] = IDTN[l — N] = thN —InN. (64)
Zusammenfassend lasst sich sagen, dass der Estimator misst, ob sich eine Trajektorie
und ihre Zeitgespiegelte mehr unterscheiden, als zwei Trajektorien mit unterschiedli-
chen Anfangsbedingungen. Die Auflosung ist dabei stark von der Lange der betrach-
teten Datensétze abhingig. Dies zeigt sich in Abbildung [3) wo der Estimator fiir eine
Trajektorie mit Lange N = 500 nur 5 diskrete Werte annimmt, wahrend die Tra-
jektorie mit Lange N = 800000 eine deutlich bessere Auflésung zeigt. Die erwartete
Nichtnegativitat der lokalen EPR ist nicht durch den Estimator an sich gewéahrleistet,

sondern muss dadurch erfiillt werden, dass sich zwei Trajektorien der selben Verteilung

ahnlicher sind, als eine Trajektorie und ihre Zeitinverse.

4. Lokale Entropieproduktion im Phasenraum

Bisher wurden Systeme betrachtet, die der iiberddmpften Langevin-Gleichung gehor-
chen, wo also der Impuls keine Rolle spielt [18][11]. Dementsprechend konnte die lokale
Entropieproduktion, allein durch die Ortsvariablen bestimmt werden. Da in der all-
gemeinen, thermodynamischen Betrachtung die Dynamik durch Phasenraumpunkte
m = (g, p) determiniert wird, stellt sich die Frage, ob eine lokale Entropieproduktion
auch hier definiert werden kann. Hierfiir wird, der Arbeit von Kawai et al. und Parron-
do et al. folgend, die Entropieproduktion im Phasenraum definiert [13]. Danach wird
das Konzept des Coarse-grainings verwendet, um die Entropieproduktion im Phasen-
raum zu diskretisieren [8]. Schlussendlich wird die Kettenregel der relativen Entropie

benutzt, um die Entropieproduktion in einen dynamischen und einen lokalen Teil zu
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zerlegen.

4.1. Entropieproduktion im Phasenraum

Die Entropieproduktion im Phasenraum lasst sich ebenfalls iiber die Kullback-Leibler
Divergenz der Wahrscheinlichkeitsverteilung und ihrer Zeitinversen beschreiben und ist
aktuelles Gebiet der Forschung [8][13]. Dafiir leiteten Kawai et al. erst einen Ausdruck
her, der die dissipierte Arbeit mit der KLD der Phasenraumwahrscheinlichkeitsvertei-

lung und ihrer Zeitinversen verbindet:
(Waiss) = kT D(P(q, p)|[P"(q", p)). (65)

, wobei das System am Anfang und am Ende im Equillibrium sein muss und die Tem-
peratur konstant ist. Parrondo et al. zeigten daraufthin fiir eine Vielzahl von Anfangs-

und Endbedingungen, dass sich die Entropieproduktion als [13]:
AS = kD(P(p,q)|P*(p, q)) (66)

schreiben lédsst. Insbesondere zeigten sie, dass Gleichung [66] fiir allgemeine Equillibrium-
Ensembles mit unterschiedlichen Start- und Endtemperaturen und fiir Produkte ver-

schiedener Gleichgewichtszusténde gilt.

4.2. Coarse-grained Entropieproduktion

In der statistischen Physik hat das sogenannte Coarse-Graining eine grofe Bedeutung
[10]|18]. Hierbei wird versucht, die Komplexitdt des Systems zu reduzieren. Was bei
Ro et al. eine Diskretisierung des Ortes in ein Netz aus lokalen Zellen war, geschieht
nun im Kontext des Phasenraumes. Die einzelnen Zellen beschreiben hier also diskrete
Positionen im Orts- und Impulsraum. Die Herleitung stammt von Kawai et al. [8]. Sie

beginnen damit, die coarse-grained Phasenraumdichten zu beschreiben:

by = / P(q,p,t)dqdp (67)
Q;

Pt = /Q . P(q, —p,t)dgqdp (68)

(69)

Hier sind €2; nicht-iiberlappende Teilmengen des gesamten Phasenraumes, wobei bei

den zeitinversen Teilmengen das Vorzeichen des Impulses getauscht wird. Jetzt inte-
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grieren sie die allgemeine Crooks-Gleichung;:

P(q,p.t)
exp(BIW — AF —_— 70
(BW — AF)) = gt P (70)
tiber x;, was zu einer Jarzynski Gleichung:
pPh
(exp(—=BIV)); = L exp(—GAF) ()
j
fithrt. Hier zeigen sie mithilfe der Jensenschen Ungleichung dann Folgendes:
W)=Y P;(W); = AF + kTD(F}||Pf) (72)

, wobei die diskrete Kullback-Leibler Divergenz verwendet wird, wie in Gleichung
definiert. Gleichung[72]ist bemerkenswert, da hier eine Form der Arbeit innerhalb einer
Teilmenge des Phasenraums €2; benutzt wird. Auferdem zeigt Gleichung [72] dass die
coarse-grained dissipierte Arbeit eine untere Grenze der dissipierten Arbeit unter voller

Information darstellt [8].

4.3. Verbindung der lokalen Entropieproduktion mit der
coarse-grained Phasenraumentropieproduktion
Nun kann eine Relation zwischen der coarse-grained EPR und der EPR mit voller In-

formation hergeleitet werden. Gleichung[72] kann fiir Szenarien, wie in [13] beschrieben

zu einer Entropieproduktion umgeformt werden:

(W) — AF

2 kD(P}||PF) == 0, (73)

, wobei 0. als coarse-grained Entropieproduktion bezeichnet werden kann. Hierbei ist

die diskrete relative Entropie wie folgt definiert|8]:
D(P;||PF) = ZP n 22 PR (74)

Die P; stellen hier die Wahrscheinlichkeit dar, dass sich ein Teilchen in dem Phasen-
raumelement 2; befindet. Um dies in Richtung einer lokalen Entropieproduktion zu

fithren, kann die Kettenregel der relativen Entropie verwendet werden:

D(P(p;, 4)1P"(pj,q;)) = D(P(q)||P(q;)) + D(P(p;lg;)| P (pjlg;)) (75)
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, wobei D(P(p;,q;)||Pf(p;, q;)) nur eine andere Schreibweise von D(P;||Pff) ist. Wih-
rend der erste Term eine rein ortsabhéngige Entropieproduktion darstellt, ist der zweite
Term nur im Falle einer statistischen Unabhéngigkeit von Ort und Impuls eine rein im-
pulsabhéngige Entropieproduktion. Allgemein kann p|q als Impuls p im Ort ¢ verstan-
den werden, also als lokaler Impuls [17][18]. Interessant ist nun, dass die Reihenfolge

der Argumente fiir die Entropieproduktion keinen Unterschied machen sollte:

D(P(pj,q;)||P™(pj,q;)) = D(P(pj)||P(p;)) + D(P(q;lp;)||P"(gjlp;))-  (76)

Dies wére eine Zerlegung in eine rein impulsabhéngige Entropieproduktion und einen
Korrekturterm, der den Ort fiir eine bestimmte Geschwindigkeit beschreibt. Mit der
Definition der diskreten KLD lautet der ortsabhéngige Teil von Gleichung [75}

o0 = PP (0) = 3 Play P = (gl

Dies kann nun fiir NESS in einen Pfadformalismus gebracht werden, wie Rolddn und
Parrondo fiir die Entropieprodukion im Phasenraum zeigen [15]. Sie argumentieren,
dass eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(m,t) zu einem Zeitpunkt ¢ die gesamte Dy-
namik determiniert und dementsprechend die selbe Information enthélt, wie eine Tra-
jektorie x = (mi—o, .., Tt=r) mit Wahrscheinlichkeit P(x). Daraufhin zeigen sie fiir sta-

tionédre Trajektorien, dass die Entropieproduktionsrate im Phasenraum

($) = lim “D(P()IPOC) (78)

T—00 T

lautet. Unter Annahme, dass dies auch fiir die coarse-grained Dynamik gilt, fithrt dies

(@) = I “ID(POGIPOE) + DOl PO ) (79)
=: 04+ Oplq- (80)

Nun kann, der Argumentation von Ro et al. folgend, diese Grofse in einem beliebig

kleinen Subsystem i definiert werden [14]:

1 P[Xi]
<ln > = 04+ Oplq,i (81)

(82)
, wobei der ortsabhéngige Teil o,; die bekannte lokale EPR o; ist und o,),, einen

dynamischen Korrekturterm darstellt, der beachtet werden muss, wenn der Impuls nicht

vernachlassigt werden kann. Hier fithrt das Konzept der lokalen EPR zu einer lokalen
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EPR im Phasenraum o;p, Dies zeigt, dass es durchaus Sinn ergibt, die lokale EPR,
wie sie von Ro et al. beschrieben wurde, auf thermodynamische Systeme anzuwenden.

Andererseits lasst sich die lokale EPR im Impulsraum auch wie folgt ausdriicken:

0; = (0pi) + <Uq|p,i> (83)

Mit einer lokalen EPR im Impulsraum o,; und einem lokalen Korrekturterm oy, ;.
Diese Grofe wird z.B in Abschnitt getestet, um Zeitsymmetriebrechung im Impuls-
raum nachzuweisen. Trotzdem wird hier der Unterschied zwischen der coarse-grained
EPR und der lokalen EPR deutlich. Die lokale EPR, wie sie von Ro et al. definiert wird,
impliziert, dass die EPR als extensive Grofe auch auf kleine Subsysteme iibertragen
werden kann. Die Zellen ¢ werden also als eigenstindige thermodynamische Systeme
behandelt. Dementsprechend geht der Mittelwert in Gleichung [81] iiber alle Trajekori-
en innerhalb der Zelle i. Der coarse-grained Ansatz diskretisiert ebenfalls den Raum
in Zellen i, behélt aber den Bezug zu der Systemtrajektorie und damit der globalen
Entropieproduktionsrate. Betrachtet man den ortsabhéngigen Teil der lokalen EPR
und wendet das asymptotische Equipartitionstheorem der Informationstheorie darauf
an, [4] kann man eine direkte Umwandlung von Pfadwahrscheinlichkeiten zu Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen motivieren:

. P[Xi] T 1 R
lim —In POF] lim = (In Ply,] — In P[x;’]) (84)
= —H(P(q:)) + S(P(@:). P(a]") = D(P(a), P(qf")) (85)
=Y P(g)In —Jf (f;)) (86)

Beachtet man jetzt, dass der Limes nie erfiillt ist, kann man argumentieren, dass die
lokale EPR eher eine lokale Irreversibilitét, wie in Gleichung [77] beschreibt:

(87)

Diese These wird aufgestellt, da die lokale EPR als gemittelte EPR nicht die Eigenschaf-
ten aufweist, die man von ihr als gemittelte Grofse erwartend wiirde. Insbesondere stellt
sich in Abschnitt [5] heraus, dass sie negative Werte annimmt und detaillierten Fluk-
tuationstheoremen annéhernd gehorcht. Das sind typische Eigenschaften, einer Entro-
pieproduktion entlang einer Trajektorie, anstatt einer gemittelten Entropieproduktion,
die immer gréfter Null ist. Tatsédchlich wire diese Identitéat praktisch, da Gleichung
zeigt, dass der Mittelwert iiber alle lokale Irreversibilitdten plus der Mittelwert tiber

alle dynamischen Terme, eine coarse-grained EPR ergeben wiirde, die als untere Grenze
der tatséchlichen EPR dienen kann [§].
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4.4. Anwendung der Fluktuationstheoreme
4.4.1. Integrales Fluktuationstheorem

Definiert man das lokale Master-Funktional als:

P(Xi)
P(xf)

Ry =1In (88)
, gehorcht dies einem integralen FT, solange die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
lokalen Trajektorien iiber dem gewéhlten Mittelwert normiert sind:

P(x}")

eXp(—Rl) = m (89>

— (exp(— Ry = 3 POy 2

P(xi)
= Pl =1 (91)

~—

(90)

Hier geht der Mittelwert iiber alle Trajektorien, die sich in dem Bereich ¢ befinden.
Da die lokale EP nach Ro et al. o; bereits als Mittelwert dieser lokalen Irreversibilitét
definiert ist, kann wie in Abschnitt [5| vorgefiihrt, die strenge Nichtnegativitdt von o;

gezeigt werden:

(exp(—=Ry)) =1 > exp((—Ry)) (92)

In den Experimenten stellt sich jedoch heraus, dass dies nicht der Fall ist. Die loka-
le Entropieproduktion kann, obwohl sie iiber ein Mittel definiert ist, negative Werte
aufweisen. Eine mogliche Erklarung dafiir wire, dass die betrachteten Datenséitze zu
kurz sind, um das Mittel zu erfiillen. Hier gilt es zu verifizieren, dass der Estimator
die lokale EPR akkurat schatzt. Eine andere Erklarung wére, dass die betrachteten
Systeme nicht die Anforderungen erfiillen, in der die lokale EPR gilt. Unabhéngig da-
von kann auch mit einer EPR entlang einer Trajektorie gearbeitet werden, wie sich in
Abschnitt [5] herausstellt. Tatsachlich kann ebenso ein integrales Fluktuationstheorem

fiir das coarse-grained ortsabhéngige Master-Funtkional:

(94)
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gezeigt werden:

R
exp(—Ry) = ];(g;)) (95)
R
— {ep(—Ro))i = 3 Pl 20 (96)

=P =1 (o7)

, wobei hier das Master-Funktional R, iiber alle Bereiche ¢ gemittelt wird. Die coarse-

grained Trajektorien sind hierbei raumlich diskretisierte Systemtrajektorien.

4.4.2. Detailliertes Fluktuationstheorem

Als Néchstes kann nun {iberpriift werden, ob die lokale und globale Entropieprodukti-
onsrate einem detaillierten Fluktuationstheorem gehorchen. Wie bereits erwahnt kann
die lokale Entropieproduktionsrate negative Werte aufweisen. Wenn diese negativen
Werte geméls:

P(—0;) = P(0;) exp(—0;) (98)

verteilt sind, bestéitigt das die Vermutung, dass der Estimator der lokalen EPR eher
eine Entropieproduktion entlang einer lokalen Trajektorie misst, als einen Mittelwert.
Zusatzlich wird nun die Grofse der globalen EPR ¥ als Summe der lokalen EPR defi-

niert:
=) o (99)

Dies soll die Additivitdt der lokalen Grofe untersuchen. Insbesondere konnte es in-
teressant sein, ob diese globale EPR, auch wenn sie aufgrund von Randtermen nicht
exakt die theoretische EPR ist, ein System im Gleichgewicht von einem System im Un-
gleichgewicht unterscheiden kann. Hier stellt sich heraus, dass die globale EPR ebenso
negative Werte annehmen kann wie die lokale EPR. Dementsprechend kann fiir die glo-
bale EPR auch ein DFT untersucht werden. Hier wird die gemittelte globale EPR (3)
eingefiihrt, mit welcher sich in Abschnitt [5] Irreversibilitdten nachweisen lassen. Dabei
ist zu beachten, dass diese globale EPR der Logik von Ro et al. folgend formuliert wird.
Aus der Interpretation, dass die lokale EPR eher eine EPR entlang einer Trajektorie

ist, wiirde die globale coarse-grained EPR aus dem Mittelwert folgen:

2 =) Po; (100)
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In dieser Arbeit wird sich vorerst auf die erste Definition [99] beschrénkt, um die Gro-
fse, wie sie von Ro et al. verwendet wird zu verstehen. Hier muss angemerkt werden,
dass im Regelfall Fluktuationstheoreme fiir Entropieproduktionen anstatt fiir Entro-
pieproduktionsraten gelten [17]. Da die lokale EPR jedoch weit von der physikalischen
Entropieproduktionsrate entfernt ist, ist hier nicht klar, wie man aus der Rate auf eine
Produktion schliefst. Logisch wére es, sie mit der Lénge der Trajektorie N zu mul-
tiplizieren. Dies wiirde zu grofen Entropieproduktionen fiithren. Andererseits zeigen
Parrondo, dass die EPR noch mit der Boltzmann-Konstante multipliziert werden muss
[15], was die Entropieproduktion dufserst klein werden lassen wiirde. Dementsprechend

wird sich hier auf die lokale EPR fokussiert, die in nats/Zeichen angegeben wird.

5. Simulationen

Im Folgenden wird der Estimator von Ro et al. verwendet, um verschiedene Formen der
lokalen Entropieproduktion in nicht-quasistatischen thermodynamischen Systemen zu
untersuchen. Hierfiir wird zuerst der rein ortsabhéngige Teil der EPR, spéter der rein
dynamische Teil und zuletzt die vollstdndige lokale EPR im Phasenraum verwendet.
Als Simulationssoftware dient hierbei LAMMPS [20|. Es wird ein reales Gas betrachtet,
mit einem Lennard-Jones Potential, um die Wechselwirkungen zu generieren. Die Tem-
peratur wird mit einem Nose-Hoover Thermostat reguliert. Es wird der Einheitenlose
ly-style von Lammps verwendet. Dementsprechend wird die Distanz tiber Langenein-
heiten (LE) und die Zeit iiber Zeiteinheiten (ZE) definiert. Die Simulationen finden in
einer 2-dimensionalen Simulationsbox statt, mit Breite 50 LE und Hohe 20 LE. Der
Durchmesser der 10 einzelnen Teilchen wird auf 2 LE festgelegt, womit eine mehrfache
Belegung einer Zelle verhindert werden soll. Die Simulation lauft dabei iiber N Zeit-
schritte, wobei jeden Zeitschritt die relevanten Koordinaten aller Teilchen gespeichert
werden. Diese Koordinaten werden fiir jeden Zeitschritt in dem Gitter aus 50 x 20 Ein-
heitszellen eingepflegt, was zu einem Besetzungs-array mit 50 x 20 x N Eintrégen fiihrt.
Jede Zelle enthélt nun eine lokale Trajektorie y; von Lange N, aus welcher die Zeitin-
vertiere Trajektorie 2, wie in Abschnitt beschrieben, ermittelt werden kann. Da
der Estimator nicht nur die lokale Trajektorie mit ihrer Zeitinvertierten vergleicht, son-
dern auch mit einer anderen lokalen Trajektorie x aus der selben Dynamik, wird die
Simulation mit anderen Startbedingungen wiederholt. Im Fall der lokalen EP, wird da-
fiir der Random Seed der Startposition variiert. Nun kann der Estimator auf die beiden
lokalen Trajektorien und ihre Zeitinversen angewendet werden, was zu einem Ergeb-
nisarray aus 50 x 20 = 1000 Zellen, mit jeweils einer lokalen Entropieproduktionsrate

fithrt. Das wird im Folgenden EPR-Karte genannt.
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Globale EPR im Equillibrium
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Abbildung 1: Globale Entropieproduktionsrate als Summe der lokalen Entropieproduk-
tionsraten eines Systemes im Gleichgewicht fiir unterschiedliche Trajek-
torienlangen N.

5.1. Equillibrium
5.1.1. Konvergenzverhalten fiir N

Zuerst wird die lokale Entropieproduktionsrate eines Systems im Equillibrium betrach-
tet. Dafiir wird das Volumen, die Temperatur und Teilchenanzahl konstant gehalten.
Das Experiment wird fiir variierende N durchgefiihrt, um das Konvergenzverhalten fiir
lange Trajektorien zu untersuchen. Abbildung (1| zeigt, wie sich die globale Entropie-
produktionsrate fiir wachsende N an die 0 annéhert.

Das ist ein erstes Indiz, dass die Globale EPR Gleichgewichtssysteme klassifizieren
kann und sich fiir langere Trajektorien, dem Theoriewert der Entropieproduktion im
Equillibrium, ndmlich 0, annéhert. Abbildung [5.1.1] vergleicht nun die Lokale EPR fiir
N = 500 mit einem Datensatz mit N = 800-103. Dafiir wird jeweils ein Histogramm in-
nerhalb einer Simulationsbox angelegt. Dies gibt Einblicke in das Spektrum der lokalen
EPR, abhéingig von der Léange der Trajektorien N. Wie in Abschnitt besprochen,
ist der Estimator diskret, was sich besonders fiir die sehr kurze Simulation mit N = 500
Zeitschritten zeigt. Hier erreicht die lokale EPR nur die Stufenfaktoren z = +1 und
z = £2 und die Null. Das wird in Abbildung [3| deutlicher, wo fiir beide Simulationen,
die lokalen EPRs der beiden Simulationen aufgetragen werden. Fiir den groferen Da-
tensatz zeigt, sich eine bessere Auflosung, da sich die lokale EPR auf 64 verschiedene
Werte verteilt. Hier wird deutlich, dass grofere N notwendig sind, um die lokale EPR
genauer darzustellen. Leider steigt der Zeitaufwand und die Datenmenge fiir hohere N

stark an. Insgesamt ist die lokale EPR anndhernd normalverteilt, weswegen ein DF'T
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Abbildung 2: Oben: lokale Entropieproduktionsrate fiir ein System im Equillibrium mit
verschiedenen Trajektorienldngen N. Unten: Histogramm fiir die lokale
Entropieproduktionsraten aller Zellen i, fiir die oben gezeigten Simula-
tionen.

im Folgenden iiberpriift werden kann.

5.1.2. Realisierungsmittel und das detaillierte Fluktuationstheorem

Nun wird das Experiment fiir verschiedene Startbedingungen der Teilchen in der Si-
mulationsbox durchgefiihrt. Jede Realisierung liefert damit eine Karte mit 1000 lo-
kalen EPR, aus denen eine globale Entropieproduktionsrate ¥ berechnet wird. Jede
Realisierung kann damit als lokale EPR entlang einer Trajektorie betrachtet werden.
Dementsprechend kann iiberpriift werden, ob die Verteilung einem detaillierten Fluk-
tuationstheorem geniigt. Abbildung [ zeigt, dass die globalen EPR annéhernd gauffor-
mig um den Nullpunkt verteilt sind. Die Theoriekurve zeigt durchaus Ahnlichkeit mit
der gemessenen Verteilung. Das mag auf den ersten Blick kontraintuitiv erscheinen,
da die Wahrscheinlichkeit negative Werte zu messen, laut Gleichung exponentiell
abnehmen sollte. Dies ist auch der Fall, aber die globalen EPR sind betragsméfig sehr
klein. Dadurch ist beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, eine globale EPR Y = —0.02
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Lokale EPR im Equillibrium N=500 Lokale EPR im Equillibrium N=800000
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Abbildung 3: Darstellung der lokalen EPR der Zellen einer Simulation. Links (N=500)
Die gemessene lokale EPR zeigt stark diskretes Verhalten; es wurden
die auftretenden Stufenfaktoren markiert. Rechts (N=800000): Die lo-
kale EPR hat eine deutlich bessere Auflosung; es wurden der hochs-
te/niedrigste auftretende Stufenfaktor markiert.

nats/Zeichen zu messen:

P(—0.02) = exp(—0.02)P(0.02) ~ 0.98P(0.02). (101)

Histogram globaler EPR im Equillibrium
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Abbildung 4: Relatives Histogramm der Globalen Entropieproduktionsrate im Equilli-
brium fiir N = 50000. Das Experiment wurde 300 Mal durchgefiihrt und
die 300 Globalen Entropieproduktionsraten aufgetragen. Die Theorie-
Kurve stammt aus einem detaillierten Fluktuationstheorem.

Als Néchstes kann untersucht werden, ob die lokale EPR einem detaillierten F'T ge-
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niigt. Dafiir werden erst alle lokalen EPR der verschiedenen Realisierungen und Zellen
in einem Histogramm und danach die lokale EPR in einer Zelle untersucht. Wie Ab-
bildung [b| zeigt, ist die diskrete Verteilung aller lokalen EPR stark symmetrisch um
die Null zentriert. Tatséchlich ist eine deutliche Ahnlichkeit zwischen Messdaten und
Theoriekurve zu erkennen. Lediglich nahe der Null ist die vorgesagte Wahrscheinlich-

keit relevant niedriger als die gemessene. Abbildung 5 ist deswegen interessant, da hier

Histogram lokaler EPR im Equillibrium
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Abbildung 5: Relatives Histogramm lokaler Entropieproduktionsraten im Equillibrium
fiir N = 50000. Das Experiment wurde 300 Mal durchgefiihrt und die
relative Haufigkeit der 300 - 1000 lokalen Entropieproduktionsraten auf-
getragen. Die Theorie-Kurve stammt aus einem detaillierten Fluktuati-
onstheorem.

lokale Entropieproduktionsraten an verschiedenen Orten und verschiedenen Realisie-
rungen betrachtet werden. Wahrend argumentiert werden kénnte, dass das Experiment
im Equillibrium stattfindet und deswegen die lokalen EPR homogen im Raum verteilt
sind, zeigt sich fir die isotherme Kompression in Abschnitt 5.2 dass es eine allge-
meinere Eigenschaft der lokalen EPR zu sein scheint. Betrachtet man die Zellen als
eigenstiandige Subsysteme und die lokale EPR als vollwertige Entropieproduktionsrate,
ergibt es Sinn ein Fluktuationstheorem innerhalb einer solchen Zelle zu untersuchen.
Abbildung zeigt, dass das DFT die Messwerte zwar ungefdhr voraussagt, aber
zwei Peaks deutlich ausbrechen. Dabei muss angemerkt werden, dass die Datenmenge
mit 300 verschiedenen lokalen EPR deutlich kleiner ist, als fiir die zuvor betrachte-
ten Systeme. Eine grofere Probe zu nehmen, ist dabei sehr aufwendig, da die gesamte

Simulation dementsprechend oft durchgefiihrt und ausgewertet werden muss.
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Histogram lokaler EPR einer Zelle im Equillibrium
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Abbildung 6: Relatives Histogramm lokaler Entropieproduktionsraten der Zelle i =
(x =25,y = 10) im Equillibrium fiir N = 50000. Das Experiment wurde
300 Mal durchgefiihrt und die relative Haufigkeit der 300 lokalen Entro-
pieproduktionsraten aufgetragen. Die Theorie-Kurve stammt aus einem
detaillierten Fluktuationstheorem.

5.2. Isotherme Kompression

Nun wird mit der isothermen Kompression, ein klassisch thermodynamisches System
betrachtet. Das System ist dabei aus vor allem zwei Griinden interessant. Erstens findet
eine raumliche Zeitsymmetriebrechung statt. Die Teilchen werden durch den Kolben in
die rechte Hélfte der Simulationsbox gedriickt. Dadurch kénnen sich die Teilchen nur
anfangs in der linken Seiten der Box aufhalten. Zweitens kann dieses System in Zukunft
verwendet werden, um den Bezug zu einer thermodynamischen Entropieproduktion zu
suchen. Das Experiment lauft dabei identisch ab, wie im Equillibrium. Der einzige Un-
terschied ist, dass ein Impuls-reflektierender Kolben von links nach rechts in die Simula-
tionsbox geschoben wird, der iiber den Ablauf des Experimentes, das Volumen halbiert.
Hier liegt jedoch ein systematisches Problem; die Wahrscheinlichkeitsverteilung kann
nicht als steady state interpretiert werden. Das bedeutet, dass PE(xf) = P(x*) hier
nicht gilt. Dementsprechend darf die zeitumgekehrte Trajektorie in der Riickwértsdy-
namik, nicht durch x®(q1, ..., qn) = Xi(qn, --., q1) hergeleitet werden. Stattdessen miisste
der inverse Prozess, also eine isotherme Expansion, durchgefiihrt werden, wobei dessen
Startbedingungen die Endbedingungen der Kompression sein miissen. Tatséchlich zeigt
sich, dass vor allem die globale EPR hier keinem DFT gehorcht, wahrend die lokale
EPR sich einem annéhert. In Abschnitt [I0] wird das Experiment fiir einen periodisch

arbeitenden Kolben durchgefiihrt, wobei das DFT anndhernd wiederhergestellt werden
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kann.

5.2.1. Irreversibilitat

Die lokale EPR wird fiir 300 verschiedene Realisierungen gemessen und gemittelt, so
dass am Ende eine gemittelte lokale EPR-Karte entsteht, wie Abbildung [7] zeigt. Es
kann eine deutliche Zeitsymmetriebrechung in der linken Seite der Simulationsbox fest-
gestellt werden. Die rechte Seite hat dabei vermehrt negative Werte, wobei diese be-
tragsméfig kleiner sind als in der linken Seite. Das kann so interpretiert werden, dass
der Kolben gleichméfig Irreversibilitdt im Raum erzeugt. Damit konnte gezeigt wer-
den, dass die lokale EPR auch in Systemen abseits von NESS, Zeitsymmetriebrechung

qualitativ darstellen kann.

Mittel der lokalen EPR einer Kompression

0.00015
0.00010
Betrag des Mittels der lokalen EPR 0.00005
0.00000

—0.00005

Lokale EPR o [nats/Zeichen]

—0.00010

Abbildung 7: Lokale EPR einer isothermen Kompression, bei der das Volumen iiber
den Ablauf des Experimentes, von links nach rechts, halbiert wird. Die
beiden Bilder sind der Mittelwert von 300 Realisierungen mit N = 50000.
Oben: Die berechnete lokale EPR. Unten: Der Betrag der lokalen EPR.
Es ist eine Zeitsymmetriebrechung in der linken Seite der Simulationsbox
erkennbar.

5.2.2. Fluktuationstheoreme

Nun kann die globale EPR der 300 verschiedenen Realisierungen betrachtet werden.
Ihre Verteilung ist fiir die isotherme Kompression ebenso gaulsférmig, wobei der Mittel-
wert positiv ist und bei ¥ = 0.03640.027 nats/Zeichen liegt. Durch diese Verschiebung
ins Positive ist die Symmetrie zu den negativen Werten gebrochen, was sich in einem
nicht erfiillten DFT widerspiegelt, wie Abbildung [§] zeigt. Dies ist zu erwarten, da das

Experiment nicht den Voraussetzungen eines detaillierten Fluktuationstheorem geniigt.



5 Simulationen 29

Trotzdem kann argumentiert werden, dass die globale EPR, die Zeitsymmetriebrechung
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Abbildung 8: Globale EPR einer isothermen Kompression. Links: globale EPR der
verschiedenen Realisierungen, der Mittelwert %,, = (0.036 + 0.027)
nats,/Zeichen ist rot und die Nulllinie schwarz markiert. Rechts: Histo-
gramm der 300 Realisierungen mit verschiedenen Anfangsbedingungen.
Die Verteilung nach dem DF'T ist rot markiert, stimmt aber fundamental
nicht mit den Messdaten iiberein.

richtig quantifiziert hat. Tatsichlich zeigt die lokale EPR eine gréfere Ubereinstimmung
mit einem DFT. Abbildung [J zeigt links die Verteilung aller lokaler 50 x 20 x 300 EPR
und rechts die Verteilung aller lokaler EPR in der Zelle i = (x = 25,y = 10). Beide
Verteilungen sind gaukformig und weisen eine gewisse Symmetrie um die Null auf. Die
Daten zeigen jedoch nicht den Riickgang in der lokalen EPR fiir negative Werte, den
das DFT vorhersagt. Hier gilt es, groffere Datenmengen aufzunehmen und zu unter-
suchen, ob sich die gemessene Verteilung dem DFT anndhert. Trotzdem kann erneut
gezeigt werden, dass die lokale EPR aller Zellen und Realisierungen einem DFT &hnelt.
Das ist in diesem Kontext besonders interessant, da die lokale EPR nicht homogen iiber

die Simulationsbox verteilt ist.

5.3. Periodische Kompression/Expansion

Als néchstes wird ein periodisch arbeitender Kolben betrachtet. Dieser fiihrt erst eine
isotherme Kompression, wie in Abschnitt besprochen und danach eine isotherme
Expansion aus. Dadurch kann der Kontrollparameter \(¢) als periodisch arbeitend an-
gesehen werden, was in Kombination mit einem Thermostat zu NESS fiihren sollte
[18]. Das Experiment wird 300 Mal fiir N = 50000 durchgefiihrt, wobei circa alle 5000
Schritte ein Zyklus abgeschlossen ist und in Abbildung[I0]ausgewertet wird. Tatséchlich
lasst sich wenig Zeitsymmetriebrechung beobachten, die lokale EPR ist recht homogen
und der Mittelwert der globalen EPR liegt mit ¥,, = 0.0056 4+ 0.00541 nats/Zeichen
nur leicht iiber Null. Dafiir kann ein DFT fiir die globale EPR angewendet werden, dass
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Abbildung 9: Histogramme lokaler EPR einer isothermen Kompression fiir 300 Rea-
lisierungen. Links: Alle lokalen EPR aller Realisierungen. Der Verlauf
nach einem DFT ist rot markiert. Rechts: Die lokale EPR in der Zelle
i = (25,10) fiir alle Realisierungen.

die Form der negativen Wahrscheinlichkeiten deutlich besser vorhersagt als noch bei
der isothermen Kompression. Insgesamt dhneln die Ergebnisse eher dem Experiment
im Equillibrium, als der isothermen Kompression. Das kann dadurch erklart werden,
dass der Kolben in einer Geschwindigkeit operiert, die es den Teilchen erlaubt, in die
linke Hélfte der Simulationsbox zu wandern. Zukiinftig konnte untersucht werden, wie

sich die Verteilung der EPR verhilt, wenn man die Frequenz des Kolbens erhoht.

5.4. Lokale Entropieproduktionsrate im Impulsraum

Als Néchstes wird die Vermutung getestet, ob der Estimator von Ro et al. verwendet
werden kann, um Zeitsymmetriebrechung im Impulsraum zu testen. Hierfiir wird die
dynamische EPR (:=lokale EPR im Impulsraum) op,,; eingefiihrt. Der Impulsraum
wird genauso wie der Ortsraum fiir die lokale EPR, in einzelne Zellen i = (v,,vy)
diskretisiert. Nun kann fiir jeden Zeitschritt die x-und y-Komponente der Geschwin-
digkeit aller Teilchen mit Einheitsmasse m = 1 gemessen und den Zellen zugeordnet
werden. Das erste Problem liegt in der Tatsache, dass sich mehrere Teilchen in einer
Impuls-Zelle befinden kénnen, was in der lokalen EPR dadurch verhindert wird, dass
der Teilchenradius gleich der Breite eines Késtchens ist. Hierdurch ist die Summe al-
ler Besetzungszahlen fiir einen Zeitschritt ungleich der Teilchenanzahl. Dies konnte zu
Problemen bei der Normierung der Wahrscheinlichkeitsfunktion fithren. Trotzdem wird
die dynamische EPR als

) (102)

Tpyn,i = (In
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Abbildung 10: Lokale und globale EPR fiir einen periodisch arbeitenden Kolben,
N = 50000 und 300 Realisierungen. Oben links: Datenwolke der 300
Globalen EPR mit Mittelwert ¥,, = 0.0056 £ 0.00541. Oben rechts:
Histogramm der globalen EPR mit eingezeichnetem DFT, es zeigt eine
gewisse Ahnlichkeit. Unten: Karte der in jeder Zelle iiber alle Realisie-
rungen gemittelte lokale EPR. Es zeigt sich keine deutliche Zeitsymme-
triebrechung.

definiert. Hierfiir kann der Estimator von Ro et al. angewendet werden:

log N
O Dynsi = T(C(xille) — C(xillxi) (103)

Schwieriger wird es bei der Definition der Zeitinvertierten lokalen Trajektorie x*. Da

der Impuls ungerade unter Zeitumkehr ist, gilt fiir eine globale Trajektorie x:

X (p1y s n)) = X(=Pns ey —D1)- (104)

Es ist hier nicht eindeutig, wie das fiir eine lokale Trajektorie y; funktioniert. Es wird
vorgeschlagen, die lokale Trajektorie als Xj—(y,.,) und die invertierte Trajekorie als
N X —i=(—va,—v,) 20 definieren. Das bedeutet, dass die zeitinvertierte Trajektorie nicht

in der selben Zelle stattfindet, wie die Ursprungstrajektorie, sondern in der ins Negati-
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ve gespiegelten Zelle. Das hat aber auch zwangsliufig eine Anti-Spiegel-Symmetrie in
der dynamischen EPR zur Folge, was sich in den EPR-Karten bestétigt. Anti-Spiegel-
Symmetrie bedeutet hier, dass die Werte gespiegelt sind, aber das Vorzeichen getauscht
wird. Ziel dieses Versuches wird es sein, ein System im Gleichgewicht, von einer iso-
choren Erwdrmung zu unterscheiden. Hier werden nun 20 Teilchen verwendet, um die
kinetische Energie gleichméfiger auf die Teilchen zu verteilen. Beide Systeme starten
bei einer Einheitstemperatur [ET| von 0.01 ET. Fiir den Equillibriumsversuch wird
die Temperatur mit einem Thermostat konstant gehalten, wihrend sie fiir die isochore
Erwarmung gleichméfig auf 1 ET erhoht wird. Das Experiment wird mit 20 Teilchen
und fiir N = 5000 durchgefiihrt. Hierbei stellt sich heraus, dass die dynamische EPR
fiir die isochore Erwarmung weiter ausgebreitet ist, als im Equillibrium. Das deckt sich
damit, dass durch die Erhohung der Temperatur auch héhere Geschwindigkeiten zu
erwarten sind. Die Globale Entropieproduktion der Erwarmung ist mit g, = 1.94
nats/Zeichen kleiner als die des Equillibriumssystems mit ¥4, = 3.63 nats/Zeichen.
Das zeigt, dass die dynamische globale EPR nicht geeignet ist, um Symmetriebre-
chungen im Impulsraum zu klassifizieren. Hier gilt es zu untersuchen, ob das an der
konstruktionsimmanenten Anti-Spiegel-Symmetrie der dynamischen EPR liegt oder an
der recht kurzen Trajektorie mit N=5000. Auferdem wére es interessant Mittelwerte

zu bilden und zu betrachten, wie sich die Grofe verteilt.

Dynamische EPR gy, i [nats/Zeichen])

namische EPR ¢, nats/Zeichen
-0.10 -0.05 0.00 005 010 015 By ayn.i [NALS/Z )

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Dynamische EPR einer isochoren Erwarmung Dynamische EPR im Equillibrium

10

-10

-10 -5 0 5 10
x-Komponente der Geschwindigkeit [5~! LE/ZE]

-10 -5 0 5 10
x-Komponente der Geschwindigkeit [50~* LE/ZE]

y-Komponente der Geschwindigkeit [5~! LE/ZE]
y-Komponente der Geschwindigkeit [50~! LE/ZE]

Abbildung 11: Dynamische EPR einer isochoren Erwarmung (links) und eines Systems
im Gleichgewicht (rechts) mit N= Die Achsen wurden so normalisiert,
dass beide Karten dhnliche Breiten haben. Dafiir wurden die Geschwin-
digkeiten links mit 50 und rechts mit 5 multpliziert. Es ist eine eindeu-
tige Anti-Symmetrie zu erkennen.
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5.5. Lokale Entropieproduktionsrate im Phasenraum

Als Néchstes wird eine lokale Phasenraum EPR nach dem selben Schema wie in Ab-
schnitt konstruiert. Diese ist von besonderem Interesse, da sie die volle Dynamik
des Systems kodiert. Aufgrund der hohen Dimension des Phasenraumes ist jedoch nur
moglich, sie in einer Dimension darzustellen. Dafiir wird die lokale EPR in der Phasen-
raumzelle i = (z,v,) definiert. Um dies zu testen, werden zwei Teilchen simuliert, die in
einem engen Tunnel, der die Breite ihres Durchmessers hat, iiber den Ablauf eines Ex-
perimentes beschleunigt werden. Die beiden Teilchen stofien dabei regelméfsig gegenein-
ander. Hierbei zeigt sich fiir alle Positionen x eine recht homogene EPR mit Ausnahme
der Mitte. Die EPR fiir die x-Komponente der Geschwindigkeit vx ist um die Null am
stirksten und verblasst in Richtung betragsmifig hoher Geschwindigkeiten. Ahnlich
wie bei der dynamischen EPR, ldsst sich eine Symmetrie erkennen, wobei im Phasen-
raum die Werte entlang der x-Achse gespiegelt werden und das Vorzeichen geéndert
wird. Das liegt daran, dass nur der Impuls bzw. die Geschwindigkeit ungerade unter
Zeitumkehr ist. Dieses Experiment wird fiir ein Gleichgewichtssystem wiederholt, in
dem die Geschwindigkeit konstant gehalten wird. Es zeigt sich eine dhnliche Form, wie
bei der Erwarmung, wobei sich die EPR iiber einen geringeren Intervall an Geschwin-
digkeiten erstreckt. Das wird an dem Normalisierungsfaktor der Achsen deutlich. Hier
betrégt die globale Entropieproduktionsrate der Erwérmung > g,., = 2.01 nats/Zeichen
und die globale EPR des Gleichgewichtssystems ¥ g, = 0.30 nats/Zeichen. Hier kann
die Globale EPR also zeigen, dass die Brechung von Zeitumkehrsymmetrie im Phasen-
raum fiir eine isochore Erwarmung stérker ist, als fiir ein System im Gleichgewicht. Sie
kann aber nicht nachweisen, dass das Gleichgewichtssystem im Gleichgewicht ist, da
sie hier hétte verschwinden sollen. Hier kann die Vermutung aufgestellt werden, dass
der Ort als gerade Grofe unter Zeitumkehrung, die Eigenschaft der globalen EPR,
Symmetriebrechungen zu quantifizieren, teilweise wieder herstellt. Trotzdem ist es hier
notwendig, das Experiment fiir mehrere Realisiserungen durchzufiihren, so dass der
Mittelwert der Globalen EPR betrachtet werden kann.
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Phasenraum-EPR gy, ; [nats/Zeichen])
-0.03 -0.02 -0.01 0.00 0.01 002 003

[

Phasenraum-EPR opn,; [nats/Zeichen]) Phasenraum-EPR, Equillibrium

—0.04 —0.02 0.00 0.02 0.04

BN

15

10

Phasenraum-EPR, Erwarmung

Geschwindigkeit v, [1072 LE/ZE]

2t 0 10 20 30 40
Position x [LE] Position x [LE]

Geschwindigkeit v, [10~! LE/ZE]

Abbildung 12: Phasenraum-EPR, einer Erwdrmung (links) und eines Systems im
Gleichgewicht (rechts) mit N=50000. Es handelt sich um zwei Teilchen,
die auf der x-Achse ineinander stoffen. Die Achsen wurden so norma-
lisiert, dass beide Karten dhnliche Breiten haben. Dafiir wurden die
Geschwindigkeiten links mit 10 und rechts mit 100 multipliziert.



6 Fazit und Ausblick 35

6. Fazit und Ausblick

Das Konzept einer lokalen Entropieproduktion ist eine reizvolle Idee, um Systeme zu
beschreiben, die nicht im Gleichgewicht sind. Wahrend es sich im Moment noch um
eine eher qualitative Beschreibung der Brechung von Zeitumkehrsymmetrie handelt,
hat sie das Potential, einen direkten Bezug zu der Entropieproduktion des Systems
zu bilden. Um dies zu erreichen, muss jedoch noch viel theoretische Arbeit geschehen.
Insbesondere stellt sich die Frage, ob thermodynamische Gréfen, fiir mikroskopische
Subsysteme wirklich Sinn ergeben und wie Randterme beriicksichtigt werden miissten,
damit sich diese lokale EPR zu einer globalen Entropieproduktionsrate aufaddieren
lasst. In dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass der Estimator von Ro et al. auf den
Phasenraum angewendet werden kann. Er weist zwar nicht die typischen Eigenschaf-
ten einer gemittelten Entropieproduktionsrate auf, kann aber als Entropieproduktion
entlang einer lokalen Trajektorie verstanden werden. Dies zeigt sich vor allem dadurch,
dass die lokale EPR negative Werte annehmen kann und annadhernd geméf eines DF'T
verteilt ist. Auferdem wurde das Konzept der lokalen Zeitumkehrsymmetriebrechung
mithilfe der Kettenregel der Kullback-Leibler Divergenz auf Symmetriebrechung im
Impuls- und Phasenraum erweitert. Dies wéare auch ohne direkten Bezug zu der physika-
lischen Entropieproduktion, ein spannendes Konzept, um Systeme zu klassifizieren. So
wurde mit der isochoren Erwirmung ein System betrachtet, dass zwar Zeitsymmetrieb-
rechung im Impuls- aber nicht im Ortsraum aufweist und mit isothermen Kompression
ein System, dass eine Zeitsymmetriebrechung im Ortsraum, aber nicht im Impulsraum
zeigt. Hier gilt es, einen theoretischen Hintergrund fiir Grofsen mit ungerader Paritét
zu finden und zu beantworten, ob sich eine dynamische Entropieproduktionsrate fiir
diese tiberhaupt formulieren lasst. Auferdem stellt sich die Frage, ob sich jede Form
der Entropieproduktion durch die Zeitsymmetriebrechung dynamischer Variablen be-
schreiben léasst, wie funktioniert dies beispielsweise fiir eine Mischungsentropie oder
in der Quantenmechanik? Wiirde es gelingen, eine lokale Entropieproduktion zu defi-
nieren, die einen Bezug zu der globalen Entropieproduktion des Systems zeigt, wére
dies ohne Zweifel ein riesiger Schritt in Richtung einer vollstadndigen Beschreibung von

Nichtgleichgewichtssystemen und damit der komplexen Welt, in der wir leben.
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N | 5-10° | 5-10° | 1-10* | 5-10" | 1-10° |2-10° |

3 [nats/Zeichen| | —0.5096 | —0.06643 | 0.07644 | —0.0002 | —0.0109 | 0.0066 |

N | 3-10° | 4-10° | 5-10° | 6-10° | 7-10° | 8-10° |

% [nats/Zeichen]|| | 0.0151 | —0.0064 | 0.0014 | 0.0006 | 0.0014 | 0.0014 |

Tabelle 1: Gloable Entropieproduktionsrate fiir variierende N im Equillibrium. Aus-

wertung in Abbildung [5.1.1
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