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1 Einleitung

Die allgemeine Relativitétstheorie (kurz ART) hat sich als Theorie der Gravitation in den
letzten 100 Jahren etabliert. Sie modelliert die Raumzeit als vierdimensionale differenzier-
bare Mannigfaltigkeit, ausgestattet mit einem metrischen Tensor, einem symmetrischen
(0,2)-Tensorfeld, das fiir jeden Punkt der Mannigfaltigkeit ein Skalarprodukt auf dem
entsprechenden Tangentialraum definiert. Das Skalarprodukt erzeugt in jedem Tangen-
tialraum eine Quadrik, welche Einheitslangen in die verschiedenen Raumzeitrichtungen
definiert. Dies sagt uns in gewisser Weise, wie in dem jeweiligen Punkt der Raumzeit
Langen zu messen sind. Das Skalarprodukt ist aber im Allgemeinen in jedem Punkt ver-
schieden, wodurch in jedem Punkt Léngen unterschiedlich gemessen werden und damit
eine Krimmung der Raumzeit codiert werden kann. Weiterhin ist die Raumzeit der all-
gemeinen Relativititstheorie lokal diffeomorph zum Minkowski-Raum R3*! der speziellen
Relativitdtstheorie, also insbesondere lokal lorentzinvariant (vgl. [Purl3]).

Probleme treten allerdings dann auf, wenn neben der Gravitation Quanteneffekte eine Rol-
le spielen. Diese werden im Rahmen der Quantenfeldtheorie (kurz QFT) beschrieben. Da
sich die beiden Theorien QFT und ART konzeptionell wesentlich unterscheiden, konnte
bisher in dem Bestreben diese als Grenzfille einer iibergeordneten Theorie zu erhalten —
die ART fiir grofe Léngenskalen und daher kleine Quanteneffekte und die QFT fiir klei-
ne Massen und deshalb vernachlassighare, gravitative Effekte — kein Durchbruch erzielt
werden. Viele der Theorien, die eine solche Vereinheitlichung von ART und QFT erzie-
len sollen, beispielsweise die Schleifenquantengravitation, lassen vermuten, dass fiir kleine
Léangenskalen die Raumzeit selbst quantisiert ist (siehe [Gar95]). Dieses Resultat motiviert
die Konstruktion einer Theorie, welche nicht bereits bestehende Raumzeitmodelle quanti-
siert und damit diskretisiert, sondern vielmehr von Grund auf auf einer diskreten Menge
aufgebaut wird.

In dieser Arbeit soll aus diesem Grund eine Theorie der Raumzeit untersucht werden, die
als projektive Geometrie iiber einem endlichen Korper konstruiert wird. Durch die Ver-
wendung eines endlichen Korpers erlangt die Raumzeit ihre endliche, diskrete Struktur.
Weiterhin verallgemeinert die verwendete projektive Geometrie, die affine Geometrie der
Tangentialrdume in der ART, denn gegeniiber der affinen Geometrie besitzt die projektive
eine grofere Symmetriegruppe ([Ricl1] S. 334 ff.). Zudem kann durch ein Auszeichnen einer
beliebigen Hyperebene eines projektiven Raumes, aus diesem ein affiner Raum gewonnen
werden. Mochte man, wie in der ART, Léangen und Abstéande, also die metrische Struktur
der Raumzeit mithilfe von Quadriken codieren, so treten in den verwendeten endlichen
Korpern Probleme auf. Fiir einen gegebenen Punkt besitzt eine Quadrik nicht mehr genug
Punkte, um von diesem Punkt ausgehend in jede Raumzeitrichtung einen Einheitsabstand
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zu definieren. Allerdings kann dies mit zwei Quadriken erreicht werden, einer sogenannten
Biquadrik (vgl. [Las14], [Alel12]).

Als erste Ergebnisse auf diesem Gebiet (|Las14[, [Ale12|) ist neben einer expliziten Parame-
terform der moéglichen Biquadriken, sowie einer Einbettung beliebiger affiner Transforma-
tionen in den projektiven Raum, beziiglich einer beliebigen Hyperebene, inshesondere der
Begriff eines Biquadrik-Felds von grofer Bedeutung. Dieser bezeichnet eine Abbildung, die
jedem Punkt des projektiven Raumes eine Biquadrik zuordnet, so dass dieser Punkt der
Biquadrik als Zentrumspunkt dient. Damit existiert ausgehend von dem Zentrumspunkt
in jede Richtung der Raumzeit ein Schnittpunkt. Dieser ermoglicht eine lokale Definition
von Abstédnden um den jeweiligen Punkt. Das Biquadrik-Feld erlangt damit die Rolle des
metrischen Tensorfeldes der ART.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, durch eine Untersuchung der Symmetriegruppe des
projektiven Raumes, sowie deren Wirkung auf das Biquadrik-Feld neue Erkenntnisse iiber
die so konstruierte Raumzeit zu erlangen, insbesondere also auch zu verstehen inwiefern
sich Ahnlichkeiten zur ART abzeichnen. Hierfiir werden in Kapitel 2 zunéchst einige grund-
legende Konzepte und Definitionen wiederholt, sodass schlieflich eine Definition der loka-
len Invarianzgruppe der Biquadrik eines Raumzeitpunktes, also einer lokalen, endlichen
Lorentz-Gruppe moglich wird. Kapitel 3 befasst sich mit der Untersuchung des Zusam-
menhangs der einzelnen Lorentz-Gruppen der verschiedenen Raumzeitpunkte. So kann
schlieflich gezeigt werden, dass die einzelnen Lorentz-Gruppen bereits alle isomorph sind.
Es befindet sich also an jeden Raumzeitpunkt angeheftet eine lokale Invarianzgruppe der
metrischen Struktur in diesem Punkt, wie dies auch in der ART der Fall ist. Kapitel 4
widmet sich der genaueren Untersuchung der Lorentz-Gruppe. Diese wird in ihre einzelnen
Kompositionsfaktoren zerlegt. Wir nutzen hier insbesondere aus, dass auch die Lorentz-
Gruppe endlich ist. In Kapitel 5 befassen wir uns mit der Frage, wie die einzelnen Bausteine
der Lorentz-Gruppe wieder zu dieser zusammengesetzt werden kénnen. Dies ermdoglicht es
uns, insbesondere die Ordnung der Lorentz-Gruppe und damit auch die Anzahl der ver-
schiedenen Biquadriken zu bestimmen. Weiterhin kann daraus in Kapitel 6 eine besonders
niitzliche Darstellung der Lorentz-Gruppe gefunden werden. Aus dieser konstruieren wir
schliefslich sechs Matrizen, die jede Lorentz-Transformation auf eindeutige Weise als Pro-
dukt darstellen. Schlussendlich befasst sich Kapitel 7 mit der Frage, wie die restlichen
Automorphismen des projektiven Raumes und damit die zusétzlichen Freiheitsgrade in
der Matrixdarstellung der Biquadriken zu interpretieren sind. Wir identifizieren vier die-
ser Freiheitsgrade als Translationen und konstruieren aus diesen die Poincaré-Gruppe der
endlichen Raumzeit.
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Um iiberhaupt von Lorentz-Transformationen in endlichen Raumzeiten sprechen zu kon-
nen, muss der mathematische Rahmen des Raumzeitmodells prézisiert werden. Dieser soll
hier zunéchst aus einer endlichen Menge mit zusétzlicher geometrischer Struktur bestehen.
Die so entstandene Geometrie wird anschliefsend mithilfe sogenannter Biquadriken metri-
siert. Damit die Mathematik dieser Konstruktion exakt verstanden werden kann, miissen
zuerst einige grundlegende algebraische Strukturen definiert werden.

2.1 Grundlegende algebraische Strukturen

Die wohl allgemeinste dieser Strukturen ist die sogenannte Gruppenstruktur. Diese ist hier
von besonderer Bedeutung, nicht nur weil viele der weiteren algebraischen Strukturen auf
Gruppen aufgebaut werden, sondern vor allem weil sich Symmetrien auf natiirliche Weise
mit den Methoden der Gruppentheorie beschreiben lassen. Insbesondere soll hier in den
folgenden Kapiteln auch die Gruppe der Raumzeitsymmetrien, die Lorentz-Gruppe, mit
diesen Methoden untersucht werden.

Definition 2.1. Gruppe (siche hierzu Def. 2.1,2.2 in [Ros09])

FEine Gruppe ist ein Paar (G,o) bestehend aus einer Menge G und einer bindren Verkniip-
fung o : G x G — G, (g1,92) — g1 © go. Die Verkniipfung muss folgende Bedingungen
erfillen:

(1) Assoziativitit: Ya,b,c € G : (aob)oc=ao(boc).

(2) Existenz eines neutrales Element: 3e € G :Vg € G:eog=goe=g.

(3) Emistenz von inverses Elementen: Vg € G:3g7' € G:gogl=glog=c.
Wir bezeichnen im Folgenden die Gruppe, bestehend aus dem Paar (G, o), auch kurz als G.
Ob damit die Gruppe selbst oder nur die zugrundeliegende Menge gemeint ist, ist aus dem
Kontext ersichtlich. Auch werden wir, um die Notation zu erleichtern, fir a o b kurz ab
schreiben, wenn es eindeutig ist, welche Verkniipfung gemeint ist.

Definition 2.2. Ordnung einer Gruppe (siehe Def. 2.10 in [Ros09])
Ser G eine Gruppe, dann bezeichnet man die Kardinalitat der zugrundeliegenden Menge
|G| als deren Ordnung. Wir schreiben dafiir im Folgenden o(G) oder |G]|.

Ist die Ordnung einer Gruppe endlich, das heift ist |G| < oo, so nennt man die Gruppe
endlich. Endliche Gruppen sind fiir uns von Bedeutung, da fiir eine endliche Raumzeit auch
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alle Symmetriegruppen zwingend endlich sind. Zudem werden wir spater noch feststellen,
dass sich endliche Gruppen — aus Sicht der Gruppentheorie — wesentlich von solchen mit
unendlicher Ordnung unterscheiden.

Definition 2.3. Abelsche Gruppe (siehe Def. 2.3 in [Ros09])
Eine Gruppe G heifst abelsch oder kommutativ, wenn gilt:

Va,be G:aob="boa. (2.1)
Im Folgenden sind noch einige Beispiele von Gruppen angegeben.
Beispiel 2.1. Gruppen

e Betrachte die Menge der ganzen Zahlen zusammen mit der Addition, dann bildet die-
ses Paar (Z,4) eine Gruppe mit neutralem Element 0. Desweiteren ist diese Gruppe
aufgrund der Kommutativitit der Addition abelsch.

e DBetrachte jetzt die Menge N := {1,...,n}, wobein € N beliebig gewdhlt werden kann.
Eine Permutation dieser Menge ist definiert als eine bijektive Abbildung f : N —
N. Die Menge der Permutationen von N bildet zusammen mit der Hintereinan-
derausfiihrung als Verkniipfung und der Identitdtsabbildung als neutralem Element
eine Gruppe. Diese Gruppe ist offensichtlich endlich und wird mit S,, bezeichnet und
symmetrische Gruppe genannt.

e Es seip eine Primzahl. Definiere nun auf Z die Addition modulo p. Betrachte hierfir
zundchst auf Z die Aquivalenzrelation

VnmeZ:n~m:<3JkeZ:n—m=%k-p (2.2)

und definiere dann auf der Menge der Aquivalenzklassen Z/pZ = {[n]. | n € Z},
wobei [n]. = {m € Z | n ~m}, die folgende innere zweistellige Verkniipfung:

Fimod p : L)L X Z]pZ — Z/pZ, M|~ +mod p ]~ = [0+ m].. (2.3)

Dann bildet das Paar (Z/pZ,+med ) €ine Gruppe mit neutralem Element [0]~. Die
so definierte Gruppe besteht also gerade aus den Elementen 0,...,p — 1 und besitzt
deshalb Ordnung p.

In Gruppen ist eine innere Verkniipfung definiert, die im Folgenden als Multiplikation
bezeichnet werden soll. Ergénzt man diese Multiplikation mit einer zweiten Verkniipfung,
die in gewisser Weise mit der Multiplikation vertraglich ist, so erhélt man eine weitere
algebraische Struktur, den sogenannten Korper.

Definition 2.4. Korper (vgl. hierzu [KB13] S. 326, Def.3.9)

FEin Kérper, hier und im Folgenden bezeichnet mit K, ist ein Tripel (K, +,-), wobei K eine
Menge ist und + und - zwei innere zweistellige Verkniipfungen auf K sind, bezeichnet als
Addition und Multiplikation. Die Verknipfungen miissen folgende Bedingungen erfiillen:
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(1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) (K \ {0},) ist eine abelsche Gruppe.

(3) Distributivgesetze!: Va, b, c € K :
(i) a-(b+c)=a-b+a-c,
(ii) (b+c)-a=b-a+c-a.

Wieder wird ein Korper endlich genannt, wenn die zugrundeliegende Menge endlich ist,
das heifit wenn |K| < oo.

Bemerkung. Wir bezeichnen das neutrale Element der multiplikativen Gruppe
(K/{0},+) als 1 oder auch als e und das neutrale Element der additiven Gruppe (K,+) als
0.

Beispiel 2.2. Kdrper

e Die reellen Zahlen ausgestattet mit der gewdhnlichen Addition und Multiplikation,
(R, +, ) bilden einen Kdérper. Dieser ist offensichtlich nicht endlich.

e Betrachten wir die zuvor definierte Gruppe (Z/pZ,+mod p) und definieren zusdtzlich
eine Multiplikation:

mod p : Z/PZ\{[0]~} X Z/pZ\{[0]~} — Z/pZ\ {[0]~}
([ml~, [nl) = [l wmod p [0]~ = [m-nle, (2.4)

so bildet (Z/pZ, +mod ps mod p) €inen Kiorper mit p Elementen.

Korper sind von grofser Bedeutung, da sie der Koordinatisierung abstrakter geometrischer
Réume dienen. In ihnen kann wie in den reellen Zahlen gerechnet werden. Von besonde-
rer Wichtigkeit sind fiir uns hier die endlichen Korper, da nur sie als Koordinatenbereich
von endlichen Raumzeiten in Frage kommen. Wie in vielen anderen Bereichen der Physik
auch ist die geforderte Kommutativitat der multiplikativen Gruppe nicht zwingend not-
wendig. Die so erzeugte algebraische Struktur, das heifst die eines Kérpers ohne abelscher
multiplikativer Gruppe, bezeichnet man als Schiefkérper. Jedoch ist nach dem Satz von
Wedderburn jeder endliche Schiefkorper bereits ein Korper (siehe hierzu [Wit31]). Dies
rechtfertigt die vorherige Einschrankung auf Korper als Koordinatenbereich der endlichen
Raumzeiten.

Zuletzt muss noch der Begriff des Vektorraumes geklart werden. Vektorrdume dienen uns
als Geriist der affinen Geometrie, auf der spéater die projektiven Radume definiert werden
sollen. Das Konzept des Vektorraumes verallgemeinert hierbei den klassischen euklidschen
Vektorraum R3.

'Hier sei angemerkt, dass bereits die Forderung nach einem der beiden Distributivgesetze, zum Bei-
spiel Linksdistributivitdt, geniigt. Das jeweils andere Distributivgesetz folgt aus der Kommutativitét.
Dennoch sind der Vollstandigkeit halber hier beide Distributivgesetze aufgelistet.
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Definition 2.5. Vektorraum (siehe S. 334, Def. 3.13 in [KB13])

Es sei K = (K, +,-) ein Kdrper und V eine Menge. Ein Vektorraum dber dem Kérper K
oder kurz K-Vektorraum ist ein Tripel (V, @, o), wobei @, die Vektoraddition, eine innere
zweistellige Verknipfung auf V und e : V x K — V' eine duflere zweistellige Verkniipfung
(genannt Skalarmultiplikation) ist. Fiir die beiden Verkniipfungen sind folgende Bedingun-
gen gefordert.

(1) (V,®) ist eine abelsche Gruppe.

(2) Vertriglichkeit der Skalarmultiplikation mit Vektoraddition und den Verkniipfungen
aus K, Vo, B € K,u,v € V:
(i) Distributivitit: ce (u®dv) =aeud aewv.

(11) Distributivitit: (o + ) eu = (e u)® (S eu).

(111) Assoziatiitit: « e (S eu) = (a-f3) e u.

(i1ii) Es sei 1 € K das neutrale Element von K, dann gilt: 1 e v = v.
Bemerkung. Wie schon bei der Gruppe verzichten wir in unserer Notation auf das Symbol
fiir die Skalarmultiplikation, schreiben also Au fir Aew. Ob damit die Skalarmultiplikation
oder die Multiplikation des Grundkdrpers gemeint ist, sollte aus dem Kontext ersichtlich

sein. Auf die gleiche Weise schreiben wir u+v anstatt u® v, da auch hier wieder aus dem
Zusammenhang klar sein sollte, um welche Addition es sich handelt.

Beispiel 2.3. Vektorraume

o Fiir einen beliebigen Korper K und ein n € N st das n-fache kartesische Produkt,
K" = {(a1,...,a,) | Vi = 1,...,n : a; € K} ausgestattet mit der komponentenweisen
Vektor-Addition &:

(a1, ..eyap) ® (b1, ..., bn) := (a1 + b1, ..., an + by), (2.5)
sowie der Skalarmultiplikation e:
VAeK: Ao (ay,....,a,) = (A-ay, ...\ ay), (2.6)

also daas Tripel (K, @, o) ein Vektorraum.

2.2 Konstruktion projektiver Raume

Die Struktur, welche die Raumzeit ausstattet, sollte anfangs so allgemein wie moglich ge-
wahlt werden. Jede zusétzliche Forderung an diese, sowie jede weitere Einschrankung sollte
nur dann hinzugezogen werden, wenn dies physikalisch zwingend notwendig ist, nicht aber
um Aspekte des Modells zu vereinfachen.
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2.2 Konstruktion projektiver Raume

Allerdings lasst sich nicht bestreiten, dass der Begriff einer Geometrie fiir eine physikalisch
relevante Raumzeit unabdingbar ist. Erst damit ist es mdglich, die gegenseitige Lagebezie-
hung zwischen Objekten innerhalb der Raumzeit zu beschreiben. Die Raumzeit soll hier
mit den Methoden der projektiven Geometrie beschrieben werden. Projektive Geometrien
lassen sich rein synthetisch iiber Axiome definieren. Hier soll allerdings ein analytischer
Zugang, die Konstruktion eines projektiven Raumes iiber einem affinen Vektorraum, pra-
sentiert werden. Dies hat den zusétzlichen Vorteil, dass der so entstandene Raum direkt
koordinatisiert ist.

Definition 2.6. Homogenitdit (siehe S. 47 ff. in [Ricl1])
Es sei K ein beliebiger Korper und K" n-dimensionaler Vektorraum dber K, dann ist Ho-
mogenitdt definiert als folgende Aquivalenzrelation:

~C (K" \ {0}) x (K" \ {0}) :
V(p,q) € (K" \{0}) x (K"\{0}) :p~q:=&3INcK\{0}:p=X-q (2.7)

Die so definierte Relation ist offensichtlich reflexiv, transitiv und symmetrisch und da-
mit tatsichlich eine Aquivalenzrelation. Durch Aquivalenzklassenbildung beziiglich dieser
Homogenitétsrelation kann nun aus einem affinen (n+1)-dimensionalen K Vektorraum ein
n-dimensionaler projektiver Raum konstruiert werden.

Definition 2.7. Projektiver Raum (siehe hierzu S. 27 in [Las14])
Der n-dimensionale projektive Raum tiber dem Korper K, P"K st der folgende Quotien-
tenraum:

P i= (K™ \ {0})/ ~ = {lp) | p € (K"*1\ {0} }. (2.8)

Da im Folgenden endliche Raumzeiten untersucht werden sollen, muss inshesondere der zu-
grundeliegende Korper, iiber dem der projektive Raum konstruiert wird, endlich sein. Wir
haben zuvor bereits geschen, dass fiir jede Primzahl p, (Z/pZ, +1mod p, “mod p) €in Korper
mit p Elementen ist. Allgemeiner gibt es endliche Kérper sogar fiir jede Primzahlpotenz
und diese sind bis auf Isomorphie sogar eindeutig. Man bezeichnet diese Korper als Ga-
loiskorper.

Satz 2.1. Galoiskorper
Es seien p € P,n € N beliebig, ¢ = p"™ dann existiert bis auf Isomorphie exakt ein Korper
mit Ordnung q. Diesen Korper bezeichnet man als Galoiskérper F,.

Beweis. Fiir den Beweis vergleiche S. 85 ff. in [Bos09]. O

Fiir n = 1 und damit ¢ = p € P sind die Galoiskorper gerade die Restklassenkorper?
F, = Z/qZ. Galoiskorper zu Primzahlpotenzen werden als Koérpererweiterungen iiber den
Restklassenkorpern konstruiert. Im Folgenden werden wir uns auf endliche Raumzeiten

2Gewdhnlich werden die Restklassenkorper als F, bezeichnet. Wir schreiben F,, da p schon die Punkte
der Raumzeit bezeichnet.

11
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beschrinken, die durch Restklassenkorper® koordinatisiert werden konnen. Die hier un-
tersuchte Raumzeit ist also zunéchst ein vierdimensionaler projektiver Raum iiber einem
Restklassenkorper P*F,.

2.3 Biquadriken als metrische Struktur

Um neben den Lagebeziechungen der einzelnen Objekte innerhalb der Raumzeit Abstén-
de und Léngen konkretisieren zu kénnen, ist zusétzliche metrische Struktur erforderlich.
Hier ergeben sich einige Probleme durch die geforderte Koordinatisierung iiber Restklas-
senkdrper oder endliche Kérper im Allgemeinen, die insbesondere durch deren Zyklizitét
entstehen. Durch den Verzicht auf die Verwendung reeller Zahlen geht auch die Wohlord-
nung verloren. Ein gew6hnlicher Abstandsbegriff (als Differenz der Koordinaten) ist nicht
mehr ohne Weiteres moglich. So wiirde ein Entfernen von einem Punkt zwar zunéchst zu
einem Vergrofern des Abstandes fiihren, dann wiirde der Abstand allerdings wieder kleiner
werden, bis man den Anfangspunkt wieder erreicht.

Dieses Problem kann behoben werden, indem der Abstand eines Punktes zu dessen Nach-
barn vorerst nur in dessen unmittelbarer Umgebung definiert wird. Genauer: Jede Gerade
durch diesen Punkt erzeugt zwei Richtungen und in jede dieser Richtungen wird ein Ein-
heitsabstand definiert. Diese Einheitsabstinde ergeben sich als Schnitt der jeweiligen Linie
mit der sogenannten Biquadrik, einem Paar aus zwei Quadriken. Eine Quadrik ist hierbei
der Kern, das heifst die Nullstellenmenge, einer quadratischen Form.

Definition 2.8. Symmetrische Bilinearform (siehe [KB13] S. 561)
Es sei V ein K-Vektorraum, dann bezeichnet man eine Abbildung

b:VxV—V (v,w) — bv,w), (2.9)

als Bilinearform auf V, wenn b in beiden Argumenten linear ist, das heiffit wenn fir
vy, Vg, Wy, we € V und A € K gilt:

[} b()\Ul + V2, wl) = /\b(Ul, wl) + b(Uz, wl),
o b(v1, Awy + wy) = Ab(vy, wy) + b(vy, wy).
Gilt zusdtzlich b(v, w) = b(w,v), so bezeichnet man b als symmetrische Bilinearform.

Definition 2.9. Quadratische Form (siehe S. 53 in [HM0S])
Eine quadratische Form ist eine Abbildung von einem K-Vektorraum V in den zugrunde-
liegenden Korper K, q : V —> K, die die folgenden zwei Bedingungen erfillt:

(1) Vo € V : Vk € K: q(k-v) = k? - q(v), Faktoren konnen aus q also quadratisch
herausgezogen werden.

3Dennoch gelten viele der hier erreichten Ergebnnisse auch fiir beliebige, endliche Korper. Bezeichen wir
einen Korper mit K so ist ein beliebiger (endlicher) Korper gemeint. Schreiben wir F, so beschrinken
wir uns auf Restklassenkorper.

12
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(2) Die von q induzierte Abbildung B : V x V — K, definiert durch
(v, w) — B(v,w) := q(v+w) — q(v) — q(w), ist symmetrisch und bilinear.

Aus jeder quadratischen Form kann durch (2) eine symmetrische Bilinearform konstruiert
werden. Umgekehrt ist offensichtlich fiir jede symmetrische Bilinearform b die Abbildung
v — b(v,v) eine quadratische Form. Damit besteht also ein Eins-zu-eins-Zusammenhang
zwischen symmetrischen Bilinearformen und quadratischen Formen. Neben dieser abstrak-
ten Definition lésst sich jede projektive quadratische Form auch durch eine projektive
Matrix darstellen. Dies hat den Vorteil, dass sich jetzt viele Techniken und Konzepte der
linearen Algebra anwenden lassen. Die quadratische Form und damit die Quadrik kann
verstanden werden, wenn die zugehdrige Matrix verstanden wird.

Damit dieser Gedanke prézisiert werden kann, muss zunéchst geklart werden, was eine pro-
jektive Matrix ist. Fiir einen beliebigen Korper K bilden die n x n Matrizen mit Eintragen
in K einen K-Vektorraum. Dieser ist offensichtlich isomorph zu K"*. Die Isomorphie wird
hierbei deutlich, wenn die Komponenten der n2-Tupel aus K** in Form einer quadratischen
Matrix angeordnet werden. Da die nxn Matrizen K"*" also einen Vektorraum formen, kann
insbesondere die Homogenitits-Aquivalenzrelation auf diesem Raum definiert werden. Die
Menge der so konstruierten Aquivalenzklassen bezeichnet man als projektive Matrizen.

Definition 2.10. Projektive Matrizen
Es bezeichne K"*" die Menge der n x n Matrizen mit Eintrdgen in K. Die projektiven
Matrizen ergeben sich dann, wie schon zuvor, als Quotientenraum:

proK = KX /o (2.10)

Die projektiven Matrizen sind also gerade die Matrizen iiber K bis auf Homogenitét, also bis
auf das Bilden von Vielfachen. Jetzt lésst sich auch zuvor erwdhnte Aussage konkretisieren.

Satz 2.2. FEs sei q eine beliebige Quadratische Form auf einem projektiven Raum? P"F,
tber dem Restklassenorper F,,

q:P"F, — F,, (2.11)
dann existiert ein M € P"*"F, mit folgender Eigenschaft:
Vp € P'Fy q(p) = p'Mp = Myp'p. (2.12)

Beweis. Folgt aus der Tatsache, dass sich jede quadratische Form durch eine symmetri-
sche Bilinearform darstellen lasst, und diese nach Wahl einer Basis des zugrundeliegen-
den affinen Raumes durch eine Matrix dargestellt werden kann. Betrachtet man nun die
Homogenitéits-Aquivalenzklassen, so folgt die Behauptung fiir den projektiven Raum (vgl.
S. 37 in |Las14]). O

4Hier ist zu beachten, dass ¢ nur auf dem affinen Teilraum von P"F, eine quadratische Form ist, denn
nur dieser Teilraum trégt die Vektorraumstruktur. Da allerdings nach Auswahl einer Hyperebene und
anschliefender Exklusion dieser, der projektive Raum ohne Weiteres zu einem affinen Raum geschlitzt
werden kann, stellt dies hier kein Problem dar.
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2 Biquadriken in projektiven Rdumen

Hierbei wurde im letzten Schritt die einsteinsche Summenkonvention® verwendet.
Beispiel 2.4. Quadratische Formen

e Die quadratische Form des Standardskalarprodukts des n-dimensionalen euklidischen
Raumes besitzt die Darstellungsmatriz 1,,.

o Die zur Minkowski-Metrik der speziellen Relativitdtstheorie gehdrende quadratische
Form besitzt die Darstellungsmatriz diag(1, —1,—1, —1).

Die Darstellungsmatrix kann hier o. B. d. A. als symmetrisch® vorrausgesetzt werden,
denn jede quadratische Matrix M kann in einen symmetrischen Anteil M, und einen
antisymmetrischen Anteil M, zerlegt werden:

1

1
M:§(M+Mt)+§(M_Mt):Ms+Mas (2]‘3)

Und fiir die zugehorige quadratische Form folgt:
Vp € P"F, : p"M,p =0 = p'Mp = p' M,p. (2.14)

Weiterhin sollen in der folgenden Arbeit nur nicht degenerierte Quadriken behandelt wer-
den, das heifst solche bei denen die Darstellungsmatrix vollen Rang besitzt.
Schliefslich 1asst sich jetzt die projektive Quadrik definieren.

Definition 2.11. Projektive Quadrik (siehe S. 37 in [Las14])
FEs sei M € P™*"F, die Darstellungsmatrixz einer quadratischen Form q auf dem projektiven

Raum P"F,, dann ist die zugehorige Quadrik Q die Nullstellenmenge der quadratischen
Form, das heifst:

Oy = {p e PR, | p'Mp = o}. (2.15)

Nun stellt sich die Frage, ob zwischen der soeben definierten Quadrik und der Darstel-
lungsmatrix der quadratischen Form ein eindeutiger Zusammenhang besteht. Es ist also
zu klédren, ob gegebenenfalls zwei verschiedene Matrizen A, B € FJ*" existieren, sodass
die beiden durch diese Matrizen definierten Quadriken dieselbe Punktmenge bezeichnen.
Tatsdchlich ist dies unter den zuvor an die Darstellungsmatrizen gestellten Bedingungen,
namlich, dass A, B symmetrisch sind und vollen Rang besitzen, nicht moglich. Um dies
zu beweisen, zeigen wir zuerst, dass unter diesen Voraussetzungen der Zusammenhang
zwischen quadratischer Form und Darstellungsmatrix eindeutig ist.

Satz 2.3. Es seien A, B € K™ zwei symmetrische Matrizen mit vollem Rang, die die
gleiche quadratische Form q darstellen, das heifit g4 = q = q, so sind A und B bereits
gleich.

®Die einsteinsche Summenkonvention besagt, dass iiber doppelt auftretende Indizes, von denen sich einer
oben und einer unten befindet, summiert wird.

6Man bezeichnet eine Matrix M als symmetrisch, wenn sie gleich ihrer transponierten Matrix ist, wenn
also gilt: Mt = M.
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2.3 Biquadriken als metrische Struktur

Beweis. Es gilt fiir alle Punkte p € K™:

p'Ap = qa(p) = q5(p) = p'Bp. (2.16)

Betrachte jetzt C':= A — B, dann folgt:
Vp € K:qe(p) = p'(A— B)p=p'Ap —p'Bp = 0. (2.17)

Dabher gilt dies insbesondere fiir p = e; = (0, ..., 1,...0)" wobei der i-te Eintrag von e; gleich
1 ist und alle anderen gleich 0 sind. Somit erhalten wir:

Da i beliebig gewahlt war, verschwinden alle Diagonaleintridge von C. Weiterhin gilt fiir
e; +e; mit ¢ # j aufgrund der Bilinearitdt von C:

0= (61' + ej)tC(el- + 6]‘) = eﬁCei + €§~C€j + 6;063' + 6;061‘ = Cm’ -+ CJ‘J + C@j + Cj,i-
(2.19)

Da die Diagonaleintrége identisch 0 sind, ist C;; = —C};;. Da allerdings A und B sym-
metrisch gewihlt waren, also gilt C* = (A — B)! = A' — B' = A— B = (| ist auch C
symmetrisch und deshalb folgt”:

Ci,j = —Cjﬂ' = —Cz‘,j ~ C@j =0. (220)
Und da 4, j beliebig gewahlt waren, ist C' bereits identisch 0 und damit A = B. m

Wir haben gezeigt, dass der Zusammenhang zwischen quadratischen Formen und deren
symmetrischen Darstellungsmatrizen ein-eindeutig ist. Wir miissen allerdings noch zeigen,
dass eine gegebene Quadrik die zugehorige quadratische Form eindeutig bestimmt, um zu
dem gewiinschten Ergebnis zu gelangen.

Satz 2.4. Es sei Qu = {p € K" | qur(p) = 0} eine nicht ausgeartete Quadrik® auf dem
K-Vektorraum K", und qn eine quadratische Form, sodass die beiden Quadriken Qy = Qn
als Punktmenge tibereinstimmen, dann sind die beiden quadratischen Formen qyr, qn bereits
bis auf einen Faktor identisch.

Beweis. Siehe hierfiir Folgerung 10.5, Kapitel VI aus [Bro03|. ]

Bemerkung. Da in dieser Arbeit Quadriken ohnehin nur in projektiven Rdumen unter-
sucht werden sollen, ist der Faktor zwischen den beiden quadratischen Formen irrelevant.
Insbesondere ist also gezeigt, dass auch der Zusammenhang zwischen Quadrik und Dar-
stellungsmatriz ein-eindeutiq ist.

"Hier verwenden wir char(K) # 2. Ein Kérper K hat Charakteristik n, also char(K) = n, genau dann, wenn
die kleinste natiirliche Zahl m € N fiir die Y., 1 = 0 gilt, n ist. Kérper haben immer Charakteristik
prim und da wir uns in diesem Modell auf die Kérper F,; mit ausreichend grofsem q beschrénken ist
der Fall char(K) = 2 bedenkenlos von vornherein auszuschliefen.

8Nicht ausgeartet bedeutet, dass die Darstellungsmatrix M vollen Rang besitzt.
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2 Biquadriken in projektiven Rdumen

Zuletzt soll noch ein weiteres wichtiges Konzept eingefiihrt werden, welches spéater von
Bedeutung sein wird: die Polare oder auch die Polarhyperebene eines Punktes unter der
symmetrischen Bilinearform, beziehungsweise unter der Darstellungsmatrix M. Im Bild
der Geometrie ist diese Polare tatsédchlich eine Hyperebene. Fiir unseren Zweck geniigt
es allerdings, sie als Kovektor oder noch einfacher nach dem Riesz-Lemma schlicht selbst
wieder als Vektor aufzufassen. Nach dem Riesz-Lemma existiert ndmlich ein Isomorphis-
mus zwischen einem Vektorraum K-Vektorraum V und seinem Dualraum V*, das heifst
dem Raum der linearen Abbildungen von V nach K, beziehungsweise dem Raum der Ko-
vektoren. Daher sind die beiden Vektorrdume isomorph und wir konnen deren Elemente
miteinander identifizieren® (siehe hierzu [KB13| S. 372).

Definition 2.12. Polare (vgl. S. 38 in [Las14])

Es sei M € P™"F, die Darstellungsmatriz einer quadratischen Form und wie zuvor sei
0. B. d. A. M bereits symmetrisch. Die Polare eines Punktes p € P"F,, poly(p) ist
folgende lineare Abbildung:

P"F; 3 poly(p) := Mp : P"Fy — Fy ,mit P"Fy 3 p— Mp(p) := p'Mp. (2.21)

Satz 2.5. Transformationsverhalten der Polaren
Sei m eine Projektivitit, dann transformiert die Polare!® eines Punktes p unter dieser
Projektivitdt gemdayfs:

poly (p) — 7 pol s (p). (2.22)
Beweis. Fir den Beweis siche S. 42 aus [Las14]. O

Wie zuvor erwahnt besteht der Nutzen der Quadrik darin, fiir einen ausgewéahlten Punkt,
den Zentrumspunkt, lokal in jede Richtung einen Einheitsabstand zu definieren. Dieser
soll gegeben sein durch den Schnittpunkt der Quadrik mit der Geraden durch den Punkt.
Allerdings entsteht nun ein neues Problem. Auf der Quadrik im projektiven Raum P"F,
liegen % Punkte!’ und es existieren genauso viele Geraden durch den Zentrumspunkt.
Jedoch beschreibt jede Gerade zwei Richtungen. Die Quadrik besitzt also nicht genug
Punkte, um in jede Richtung einen Schnittpunkt zu liefern. Dieses Problem kann gel6st
werden, indem statt einer, zwei Quadriken verwendet werden.

Definition 2.13. Biquadrik (siehe S. 54 in [Las1}])

FEine Biquadrik ist ein Paar, bestehend aus zwei Quadriken (Qu, Qz7), sodass fir einen
ausgewdhlten Punkt, den sogenannten Zertrumspunkt p. € P"F,, jede Gerade durch p.
imsgesamt zweimal mit den beiden Quadriken schneidet.

Wir werden uns jetzt und im Folgenden auf solche Biquadriken einschrinken fiir die die
Polare eindeutig ist, das heifst solche fiir die gilt:

pOZM (pc) = pOlﬁ(pc)- (223)

9Ein Punkt p liegt dann auf einer polaren Hyperebene h, wenn deren formales Skalarprodukt Null ergibt,
wenn also hop = h;p; = 0.

19 Allgemein transformiert jede Hyperebene h € P"F} gemiR dieser Vorschrift.

"U'Wobei |F,| = ¢ ist (vergleiche hierzu S. 54 [Las14]).
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2.3 Biquadriken als metrische Struktur

Andere Biquadriken sind auszuschliefsen, da sich nur fiir den eben beschriebenen Fall einer
gemeinsamen Polaren, das Quadrikpaar auf den Standard-Zentrumspunkt (0, ...,0,1)" und
die Standard-Polare (0, ...,0,1)" verschieben ldsst. Dies ist notwendig, um spéter eine bis
auf Isomorphie eindeutige Lorentz-Gruppe zu erhalten. Wir werden spéter zeigen, dass
auch jede Biquadrik, bis auf ein Vertauschen der beiden Quadriken, eindeutig durch ihr
Matrixpaar bestimmt ist. Befindet sich die Biquadrik im Standard-Zentrumspunkt der
Raumzeit, so lasst sich eine besonders einfache, explizit parametrisierte Matrixdarstellung
angeben.

Satz 2.6. Es sei (Qu, Q) eine Bigquadrik iber P"F, mit Zentrumspunkt p. = ((jt,i)t,
gemeinsamer Polare poly(p.) = polyz(pe) = (0',1)* und Darstellungsmatrizen (M, M).
Dann ezistiert ein A € F}*"™ und ein o € 2", sodass

(M, D) = ((gﬁ (D(%f ?)) (2.24)

Beweis. Siehe fiir den Beweis S. 25 ff. aus [Alel2]. O

Die Matrixdarstellung ist hier zwar vorerst nur fiir den Spezialfall mit Zentrumspunkt
pe = (0¢,1)" und Polare poly(p.) = polzz(p.) = (0%,1)" gegeben, jedoch wird im Verlauf
der Arbeit noch deutlich werden, dass dieser Spezialfall fiir eine Untersuchung der Lorentz-
Gruppe der endlichen Raumzeit bereits ausreichend ist.

Eine Biquadrik mit Zentrumspunkt p. ermoglicht jetzt eine lokale Abstandsdefinition um
den Punkt p., da ausgehend vom Zentrumspunkt in jede in der endlichen Raumzeit existie-
rende Richtung zwei Schnittpunkte mit der Biquadrik existieren und der Definition eines
Einheitsabstandes dienen konnen. Um jedoch die gesamte Raumzeit mit einer metrischen
Struktur zu versehen, geniigt die Definition eines Einheitsabstandes in einem einzelnen,
ausgezeichneten Punkt nicht. Vielmehr ist eine solche nun in jedem Punkt der Raum-
zeit notwendig. Dies kann erzielt werden, indem in jeden Raumzeitpunkt eine Biquadrik
angeheftet wird. Das so entstandene Konzept wird als Biquadrik-Feld bezeichnet. Da in
verschiedenen Punkten im Allgemeinen auch verschiedene Biquadriken angeheftet werden,
werden insbesondere Langen an verschiedenen Raumzeitpunkten unterschiedlich gemessen.
So lasst sich eine Kriimmung der Raumzeit codieren.

Definition 2.14. Biquadrik-Feld (siehe [Las1j] S. 68)
Eine Abbildung

B:P"Fy — B = {(Qu, Qxr) € B(P"Fy x P'Fy) | (Qur, Qyp) ist Biquadrik}, (2.25)
heifit Biquadrik-Feld genau dann, wenn
Vp € P"Fy : p(B(p)) = p. (2.26)

Das heif$it, fir jeden Punkt der Raumczeit liefert B eine Biquadrik deren Zentrumspunkt
eben dieser Punkt ist!”.

129 bezeichnet hier die Nichtquadratzahlen in F,, das heift: « € 2 < fw € F, : w? = a.
13 (M) bezeichnet die Potenzmenge von M.
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2 Biquadriken in projektiven Rdumen

Im Folgenden wird S(p) auch als Biquadrik am Punkt p bezeichnet, wenn dies aus dem
Kontext klar ist.

2.4 Automorphismen in projektiven Raumen

Die Lorentz-Transformationen der speziellen Relativitétstheorie sind diejenigen Transfor-
mationen der Raumzeit, genauer des Minkowski-Raumes, die das Pseudoskalarprodukt in-
variant lassen. Explizit bedeutet dies, dass Raumzeitabsténde durch eine beliebige Lorentz-
Transformation erhalten bleiben. Deshalb kéonnen Lorentz-Transformationen als Symme-
trietransformationen der Raumzeit angesehen werden.

Auch in den hier untersuchten endlichen Raumzeiten lassen sich solche Lorentz-Transfor-
mationen definieren. Die metrische Struktur erhilt die Raumzeit in diesem Model durch
Anheften einer Biquadrik an jeden Punkt der Raumzeit, sodass der jeweilige Punkt der
Raumzeit dieser als Zentrumspunkt dient. Um jedoch die Lorentz-Gruppe der endlichen
Raumzeit zu identifizieren, muss zunéchst geklart werden, was die Automorphismen des
projektiven Raumes sind. Fiir einen beliebigen affinen Vektorraum sind dies gerade die bi-
jektiven linearen Abbildungen. Jede solche kann als regulédre Matrix iiber dem Grundkorper
geschrieben werden. Die Automorphismen des projektiven Raumes sind die Abbildungen
des Raumes auf sich selbst, die dessen geometrische Struktur erhalten. Auch sie lassen sich
als Matrizen schreiben.

Definition 2.15. Projetivitdt
FEine bijektive Abbildung des projektiven Raumes auf sich selbst,

m: P"K — P"K, (2.27)

die die geometrische Struktur des Raumes™ erhdlt, heifst Projektivitit. Die Menge der
Projektivititen sei mit Aut(P"K) bezeichnet.

Bemerkung. Die Projektivititen sind damit gerade diejenigen Abbildungen, die einen pro-
jektiven Raum ohne zusdtzliche Struktur invariant halten. Die Menge der Projektivitaten
Aut(P"K) wird deshalb als Symmetriegruppe des projektiven Raumes Sym(P"K) bezeichnet.

Satz 2.7. Jede Projektivitit m € Aut(P"F,) ldsst sich als requlire Matriz aus P™*"F,
schreiben:

Vr € Aut(P"F,) : 3P, € P"*"F, : rang(P) =n : VYp € P"F, : m(p) = P, o p. (2.28)

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der projektiven Geometrie ldsst sich jede Abbildung,
die Inzidenz erhilt, als projektive Matrix schreiben (vgl. S. 62 aus [Ricll| und S. 24 aus
[RO09)). O

14Tn dem n-dimensionalen projektiven Raum bezeichnet man diese geometrische Struktur als Inzidenz,
das heifit die Lagebeziehung zwischen Punkten und (n-1)-dimensionalen Hyperebenen. Diese Lagebe-
ziehung wird in einer sogenannten Inzidenzrelation codiert.
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Bemerkung. Dieses Resultat gilt tatsdchlich nur fir projektive Rdaume tiber Restklassen-
kérpern, also endlichen Kérpern mit Ordnung einer Primzahl q. Dies liegt daran, dass es
in den endlichen Korpern fiir Primzahlpotenzen nichttriviale Kdrperautomorphismen gibt,
welche Projektivitaten induzieren, die sich nicht durch eine Matriz darstellen lassen (siehe
S. 88 in [Ricl1]).

Wir werden im Folgenden die Menge der Projektivitdten, Aut(P"F,) mit der Menge der
projektiven Matrizen mit vollem Rang und Eintrdgen in F, identifizieren. Da wir uns
ohnehin auf Restklassenkorper beschrianken wollen, kénnen wir zukiinftig o. B. d. A. davon
ausgehen, dass jede Projektivitdt bereits durch eine Matrix gegeben ist. Wir verzichten
folglich auch auf die Unterscheidung in der Notation und bezeichnen sowohl Projektivitéiten
als auch projektive Matrizen mit Groftbuchstaben.

Satz 2.8. Es sei P"F, n-dimensionaler projektiver Raum tiber dem affinen Vektorraum
F;‘“ und P eine beliebige Projektivitit. Weiterhin seien p; fiiri = 1,...,n + 2 Punkte des
projektiven Raumes, sodass davon keine n+1 Punkte auf der gleichen Hyperebene liegen,
oder mit anderen Worten, sodass n+1 dieser Punkte eine Basis von FZ“ bilden. Dann ist
die Projektivitat P durch ihre Werte auf den p;, P(p;) bereits eindeutig bestimmit.

Beweis. Siehe fiir einen Beweis [Ueb11] S. 93. O
Ein dhnliches Ergebnis kann auch fiir Quadriken gefunden werden.

Satz 2.9. Es seien Qy und Qn zwei Quadriken im n-dimensionalen projektiven Raum
P"F,, sodass d = (”;2) — 1 Punkte p;,...,pq € Qum N Qn existieren, von denen keine finf
innerhalb einer Hyperebene liegen, dann gilt bereits:

Qum = Qn (2.29)

Beweis. Es seien p;, ..., pg fiir d = (";2) — 1 also Punkte die obige Bedingung erfiillen,
dann definieren diese eine eindeutig bestimmte Quadrik @ (siehe hierzu [ACC91] S. 86).

Da jetzt auch @3y und @)y diese Punkte enthalten, gilt bereits: Q@ = @ = Q. n

Invarianz der metrischen Struktur der Raumzeit unter einer Projektivitéit ist gerade dann
gegeben, wenn die Biquadrik als Punktmenge unter der Transformation invariant bleibt.
Es werden also Projektivititen gesucht, die angewendet auf die Biquadrik, héchstens eine
Permutation der Punktmenge bewirken. Spiter werden wir zeigen, dass dies genau dann
der Fall ist, wenn die Transformationen die beiden Quadrikpaarpartner getrennt als Menge
invariant lassen. Da ein eindeutiger Zusammenhang besteht, zwischen der Biquadrik als
Menge und der zugehorigen, Darstellungsmatrix der symmetrischen Bilinearform, kénnen
die endlichen Lorentz-Transformationen dann dquivalent tiber ein Invarianthalten der sym-
metrischen Bilinearform, beziehungsweise der Darstellungsmatrix definiert werden. Um
schliefslich diese Definition zu ermoglichen, muss vorerst geklart werden, wie symmetrische
Bilinearformen oder deren Darstellungsmatrizen unter Projektivitdten transformieren.
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2 Biquadriken in projektiven Rdumen

Satz 2.10. Transformationsverhalten von symmetrischen Bilinearformen
FEs sei P € P™*"F,. Weiterhin set M die Darstellungsmatriz einer symmetrischen Biline-
arform auf P"F,, dann transformiert M gemdf’®:

M+— PT'MP (2.30)
Beweis. Vergleiche |Las14] S. 42. O

Nun lésst sich auch die endliche Lorentz-Gruppe definieren, zunéchst schlicht als Men-
ge der Lorentz-Transformationen der endlichen Raumzeit. Zu bemerken ist hier, dass die
Lorentz-Transformationen im Allgemeinen stark von der jeweiligen, invariant gelassenen
Biquadrik abhéngen. Deshalb lassen sie sich nur lokal fiir den entsprechenden Zentrums-
punkt definieren.

Definition 2.16. Lorentz-Transformation

FEs sei p. € P"F, und (QM,QM) die Biquadrik des Biquadrik-Feldes mit Zentrumspunkt
Pe, das heifit B(p.) = (QM, QM). Dann ist eine Lorentz-Transformation im Punkt p., A,
eine Projektivitdt, die die metrische Struktur der Raumzeit, das heifst die Biquadrik in p.,
invariant ldsst. Die Menge der Lorentz-Transformationen in p. wird mit £, bezeichnet.
Dies ist offensichtlich eine Untermenge von Aut(P"F,). Oder mit anderen Worten:

Ay, € £, CAWt(P"Fy) & Ay (Qur) = Qu und Ay, (Qgr) = Qar- (2.31)

Relevant fiir die metrische Struktur der Raumzeit ist nur die Punktmenge der entspre-
chenden Biquadrik, denn diese soll spéater der Definition eines Einheitsabstandes dienen.
Wir zeigen jetzt aber, dass die Biquadrik als Punktmenge ihre beiden Quadrikpaarpartner
bereits eindeutig bestimmt, denn damit ist die vorige Definition einer Biquadrik als Paar
von Quadriken gerechtfertigt. Vielmehr lassen sich Lorentz-Transformationen dann auch,
auf dquivalente Weise, durch ein invariant Halten der beiden Quadriken und damit der
entsprechenden Matrizen definieren.

Satz 2.11. Es seien (Qu, Qq7), (@n,Qx) zwei Biquadriken auf dem n-dimensionalen
projektiven Raum P"F,, sodass gilt:

QuUQi=QnUQy und Qu # Qn, Q7 # Qn- (2.32)

Die Punktmengen der beiden Quadriken sind also identisch, aber die zugehdrigen Darstel-
lungsmatrizen, beziehungsweise die Quadrikpaarpartner sind verschieden. Dann gilt bereits:

Qu =Qy und Q= Qn. (2.33)

Beweis. Da die Quadrikpaarpartner verschieden sind, die beiden Punktmengen aber iden-
tisch, existiert mindestens ein Punkt p; mit der Eigenschaft, dass

p1 € QuNQy. (2.34)

5Dieses Transformationsverhalten der symmetrischen Bilinearform M muss nicht so definiert werden,
sondern wird direkt durch das Transformationsverhalten der Punkte p € P"F, induziert.
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Wire dies nicht der Fall, so wiirde offensichtlich gelten @y N Qx = 0 und damit auch
Qn € Qn, woraus zusammen mit der Tatsache, dass sich auf jeder Quadrik stets %
Punkte befinden bereits Gleichheit folgen wiirde.

Wir wahlen also ein p; mit obiger Eigenschaft und ergédnzen diesen fiir d = (";2) -1
durch py, ..., ps € @, sodass keine n+1 der p; auf derselben Hyperebene liegen. Jetzt gibt
es zwei Moglichkeiten. Sind alle der p; € @ N @, beziehungsweise konnen wir diese so
auswéhlen, dann erfiillen die beiden Quadriken (); und ()« die Bedingung aus Satz 2.9
und sind deshalb bereits gleich. Da die Punktmengen der Biquadriken {ibereinstimmen

folgt damit bereits ()3; = ) und wir haben

Koénnen wir andererseits die p; unter Berticksichtigung obiger Bedingung nicht aus Q yyNQw
auswéhlen, so konnen wir dies aus den restlichen % — |Qum N Qx| Punkten'® von Q.
Die p; befinden sich dann in Q)37 N @, denn die beiden Punktmengen der Biquadriken
sind ja gleich. Jetzt erfiillen diese beiden Quadriken die Bedingung aus Satz 2.9 und wir

erhalten

was der Annahme widerspricht und damit den Satz beweist. n

Bemerkung. Offensichtlich lisst eine Projektivitit die Punktmenge der Biquadrik ge-
naw dann invariant, wenn sie entweder die beiden Quadriken getrennt invariant hdlt, oder
aber wenn die beiden Quadriken unter der Projektivitdit tauschen. Den Full, dass die bei-
den Quadriken der Biquadrik Qur und Q37 tauschen, wollen wir vm Folgenden aus der
Definition der Lorentz-Gruppe ausschlieffen, da fraglich ist inwieweit dieser physikalisch
sinnvoll ist. Wir behalten aber in Gedanken, dass jede Lorentz-Transformation nach der
jetzigen Definition der Lorentz-Gruppe, verkniipft mit einer Projektivitat, die ein solches
Vertauschen bewirkt, immer noch eine Lorentz-Transformation darstellt. Erlauben wir ein
Tauschen, so erhalten wir also gerade doppelt so viele Lorentz- Transformationen.

So wie die endlichen Lorentz-Transformationen bis jetzt definiert wurden, lassen sich noch
keine Vorziige der Matrizenrechnung implementieren. Unter Verwendung des eindeutigen
Zusammenhangs zwischen Quadriken und Matrizen konnen wir die Lorentz-Gruppe jedoch
auf eine zweite, dquivalente Weise definieren, um dies zu erméglichen. Wir beweisen hierfiir
zunéchst folgenden Satz.

Satz_2.12. FEs sei wie schon zuvor (Qu, Qyf) eine Biquadrik mit Darstellungsmatrizen
(M, M) und Zentrumspunkt p., dann gilt:

VP € Aut(P"F,) : P(Qu) = Qu & P'MP ' =M (2.37)

und genauso fiir M.

16Da wir ohnehin Raumzeiten fiir sehr groe p betrachten wollen, ist dies mdglich. Dennoch ist der Beweis
als Beweisskizze zu verstehen und solte in naher Zukunft in voller Rigorositét ausformuliert werden.
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2 Biquadriken in projektiven Rdumen

Beweis. Der Beweis wird in beide Richtungen gefiihrt.

L& Es gelte also P~*MP~! = M. Da P invertierbar ist, folgt auch P'MP = M. Sei
jetzt p € Q) beliebig, dann gilt:

0=p'Mp=p'P'MPp= (Pp)'M(Pp) & Ppe€ Qu. (2.38)

Da p beliebig gewédhlt war, gilt also P(Q) C @y und da P bijektiv ist also insbesondere
injektiv und die Mengen endlich sind, folgt Gleichheit.

»,=" Gilt umgekehrt P(Qy) = Qpr, dann folgt offensichtlich:
Vp € Qu : Pp € Qun & 0= (Pp)'M(Pp) =p'(P'MP)p < p € Qpinp. (2.39)

Es definieren also M und P'MP die gleiche Quadrik. Nach den beiden vorigen Satzen
folgt daraus bereits:

Qpivp =Qu & M =P'MP < M=P 'MP™. (2.40)

Wiederholt man die Beweisfiihrung identisch fiir M anstatt von M, so folgt die behauptete
Aussage zusammen mit Satz 2.11. H

Es spielt also keine Rolle, ob wir die Transformationen betrachten, die die Biquadrik als
Menge invariant halten, oder aber diejenigen Transformationen, die die beiden Darstel-
lungsmatrizen unverindert lassen!”. Dies fiihrt schlieflich zu einer dquivalenten Definition
der Lorentz-Gruppe. Die Lorentz-Gruppe der endlichen Raumzeit am Punkt p. € P"F,
kann auf dquivalente Weise definiert werden als die Menge der Transformationen A €
Aut(P"F,), welche das Darstellungsmatrixpaar der Biquadrik invariant lassen.

Definition 2.17. Lorentz-Gruppe

Es sei (Qur, Q) Biquadrik mit Zentrumspunkt p., sowie (M, M) das Paar der Darstel-
lungsmatrizen der Biquadrik. Die Lorentz-Gruppe am Raumzeitpunkt p. sei dann definiert
als:

&, = {A € Aut(P"F,) | A" MA™ = M und A~'MA~ = M}. (2.41)

2.5 Struktur der Lorentz-Gruppe

Mit dieser Definition lésst sich jetzt die Struktur der Lorentz-Gruppe untersuchen. Wie
schon durch den Namen angedeutet, besitzt diese offensichtlich eine innere Gruppenstruk-
tur. Um diese zu identifizieren, muss jedoch vorerst die innere Struktur der Menge der
Automorphismen des projektiven Raumes untersucht werden. Wir erinnern uns hierfiir an
die Definition einer projektiven Matrix. Aufserdem lésst sich nach Satz 2.7 jede Projektivi-
téat als regulére Matrix schreiben. Umgekehrt definiert jede regulére projektive nxn Matrix

1"Natiirlich unter Ausschluss des zuvor erwithnten Tauschens.
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2.5 Struktur der Lorentz-Gruppe

eine Projektivitat des projektiven Raumes P"F,. Die projektiven n x n Matrizen lassen
sich nun aber durch gruppentheoretische Methoden aus der allgemeinen linearen Gruppe
des zugehorigen affinen Raumes gewinnen. Hierfiir sind jedoch einige weitere Konzepte der
Gruppentheorie erforderlich.

Definition 2.18. Untergruppe (vgl. S. 24 aus [Ros09])
Es sei (G,0) eine Gruppe. Fine Untergruppe von G ist eine Teilmenge U C G sodass
(U,op) selbst eine Gruppe ist. oy bezeichnet die innere, zweistellige Verkniipfung einge-
schrinkt auf U'S. Wir schreiben fiir U Untergruppe von G kurz: U < G, oder auch U C G
wenn klar ist, dass mit U und G' Gruppen gemeint sind.

Satz 2.13. Es sei wieder (G, o) eine Gruppe. Fine nichtleere Teilmenge U C G ist genau
dann eine Untergruppe von G, wenn

Va,be U= aob ' €U. (2.42)

Beweis. Es sei G eine Gruppe. Offensichtlich gilt fiir jede Untergruppe U C G : Va,b €
U = aob™! € U nach Definition der Untergruppe. Es sei also umgekehrt U eine nichtleere
Untermenge von G fiir die (2.42) gelte. Wir zeigen, dass damit U bereits eine Gruppe ist
und deshalb die Aussage folgt. Offensichtlich erbt U Assoziativitdt von G, denn, bis auf
ein Einschranken der Menge, handelt es sich um dieselbe innere Verkniipfung. Da U nicht
leer ist, existiert ein u € U und es gilt nach (2.42):

e=uou ' €U, (2.43)
U besitzt also ein neutrales Element und deshalb folgt wieder, unter der Annahme (2.42):
VueU:u'=ecou'el. (2.44)

Damit ist U auch unter Inversenbildung abgeschlossen. Zudem folgt daraus:
Va,b€U:aob=ao(b') el (2.45)

Wobei wir wieder (2.42) verwendet haben. Somit ist U selbst eine Gruppe und es gilt
U < G (vgl. hierzu [Ros09] S. 34). O

Vom Standpunkt der Gruppentheorie aus sind zwei Gruppen als gleich zu betrachten, wenn
zwischen diesen ein sogenannter Gruppenisomorphismus, kurz Isomorphismus, existiert.
Die beiden Gruppen werden dann als isomorph bezeichnet. Ein Isomorphismus ist ein
bijektiver Homomorphismus, wobei Homomorphismus eine Abbildung zwischen den beiden
Mengen bezeichnet, die die Gruppenstruktur respektiert.

Definition 2.19. Homomorphismus (siehe [Ros09] S. 69)
Es seien (G, oq) und (H,op) zwei Gruppen!®, sowie ¢ : G — H eine Abbildung zwischen
diesen, dann nennt man ¢ einen

18 Auf den Index U wird zukiinftig verzichtet, da die beiden Verkniipfungen bis auf ein Einschriinken der
Menge identisch sind.

198péter werden wir auch darauf verzichten Verkniipfungen verschiedener Gruppen mit einem Index zu
versehen um diese zu unterschieden, denn welche Verkniipfung gemeint ist, folgt aus dem Kontext.
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2 Biquadriken in projektiven Rdumen

Homomorphismus, wenn Va,b € G : ¢(aogb) = ¢(a) og ¢(b).

Epimorphismus, wenn ¢ ein surjektiver Homomorphismus ist.

Monomorphismus, wenn ¢ ein injektiver Homomorphismus ist.

Isomorphismus, wenn ¢ ein bijektiver Homomorphismus ist.

Endomorphismus, wenn gilt H = G.

Automorphismus, wenn ¢ ein bijektiver Endomorphismus ist.

Satz 2.14. Seien G, H zwei Gruppen und ¢ : G — H ein Homomorphismus, dann gilt:
(i) ¢(e1) = ez, wobei e; € G,eq € H die beiden neutralen Elemente®” sind.
(ii) Vg € G: p(g7") = d(g) ™"

Beweis. Es gilt fir alle g € G : ¢(g) o d(e1) = ¢(g o e1) = &(g), damit folgt (i) aus
der Eindeutigkeit des neutralen Elements. Weiterhin gilt fiir ¢ € G : ¢(g) o p(g7') =
d(gog™) = ¢(e1) = ey und damit (ii). O

Satz 2.15. Wieder seien (G,oq) und (H,op) zwei Gruppen, sowie ¢ : G — H ein
Homomorphismus, dann gilt:

e Kern(¢) ={a€G|dla)=ec€c H} <G.
e Bild(¢) = {¢(a) e H|a € G} < H.

Beweis. Zunéchst ist aufgrund von ¢(e) = e < e € Kern(¢) der Kern eine nichtleere
Teilmenge von G . Es seien a,b € Kern(¢) dann ist

plaob™) =¢(a)og(b) ' =eoet=e<aob ! € Kern(o). (2.46)

Damit ist der Kern eine Untergruppe von G. Auch das Bild von ¢ ist nicht leer, denn als
Gruppe besitzt G zumindest ein neutrales Element, und damit ist ¢(e) = e € Bild(¢).
Seien jetzt a,b € G und damit ¢(a), ¢(b) € Bild(¢), dann folgt:

Bla) 0 ()" = Bla) 0 6(b) = Bla o b) € Bild(9) (2.47)
Es gilt also auch Bild(¢) < H was den Satz beweist. O

Desweiteren erhalten in der Gruppentheorie spezielle Untergruppen, sogenannte Normal-
teiler, eine besondere Bedeutung. Normalteiler ergeben sich gerade als die Kerne von Ho-
momorphismen. Um deren Rolle in der Gruppentheorie zu verstehen, muss jedoch zunéchst
ein neues Konzept eingefiihrt werden, die sogenannten Nebenklassen.

20Zukiinftig werden wir auch auf diese Kennzeichnung der neutralen Elemente verzichten.
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2.5 Struktur der Lorentz-Gruppe

Definition 2.20. Nebenklassen (siehe S. 28 aus [Ros09])
Wieder sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe von G, dann definiert

~CGExG:a~b:=3TdheH :b=aoh (2.48)

eine Aquivalenzrelation auf G. Fir ein beliebiges Element a € aus G besteht die Aquiva-
lenzklasse von a aus folgenden Elementen:

la]. ={aoh|he H}=:aH. (2.49)

Diese bezeichnet man als Linksnebenklasse von a. Auf die gleiche Weise ldsst sich auch die
fiir jedes Element a € G die Rechstnebenklasse Ha definieren.

Satz 2.16. Es ser G eine Gruppe und H < G und a,b € G dann gilt:

aH =bH &b tac H. (2.50)
und genauso fiir Rechtsnebenklassen.
Beweis. Siehe hierfiir [Ros09] S. 28. O

Definition 2.21. Normalteiler (siehe [Ros09] S. 30)

Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe von G, H < G heifst Normalteiler, wenn fir jedes
Element a € G die Linksnebenklassen aH mit den Rechtsnebenklassen Ha tibereinstimmen,
wenn also gilt:

Va € G:aH = Ha. (2.51)
Wir schreiben fiir H ist Normalteiler von G, H < G.
Die Definition des Normalteilers ist durch folgende Eigenschaft motiviert.

Satz 2.17. Sei G eine Gruppe und H <t G ein Normalteiler von G, dann kann die Menge
der Nebenklassen®’ G /H mit einer inneren zweistelligen Verkniipfung

og/n : G/H x G/H — G/H, (aH,bH)+— aH og)y bH = (ab)H (2.52)

ausgestattet werden, sodass (G/H,oq i) selbst wieder eine Gruppe ist. Die Gruppe G /H
nennt man die Faktor- oder Quotientengruppe von G nach H.

Beweis. Siehe hierfiir [Ros09| S. 73. O

Zwischen Normalteilern und Homomorphismen besteht ein enger Zusammenhang, tatsach-
lich sind Normalteiler gerade die Kerne von Homomorphismen.

21Rechts- oder Linksnebenklassen, da diese fiir Normalteiler identisch sind.
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Satz 2.18. Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann ist der Kern von ¢ ein
Normalteiler von G:

¢:G— H, ¢ ist Homomorphismus = Kern(¢) < G. (2.53)
Ist umgekehrt H < G, so definiert ¢ : G — G/H mit g — gH einen Epimorphismus
mit Kern(¢) = H.

Beweis. Fiir die erste Aussage des Satzes betrachte |[Ros09] S. 71. Weiterhin ist nach
vorigem Satz ¢ offensichtlich ein Homomorphismus und surjektiv. Es sei jetzt also H <1 G.
Das neutrale Element von G/ H ist gerade die Nebenklasse e H, wobei e neutrales Element
von G ist. Es gilt fiir £ € G:

k€ Kern(¢) & kH =eH < eoke H< ke H. (2.54)
Damit gilt bereits Kern(¢) = H und der Satz ist bewiesen. O
Abschliefsend wollen wir noch eine besondere Art Normalteiler definieren, das Zentrum
einer Gruppe.

Definition 2.22. Zentrum (vgl. [Ros09] S. 32)
Das Zentrum Z(G) einer Gruppe G ist die Menge an Elementen, die mit jedem Element
aus G beziiglich der Gruppenoperation kommutieren:

Z(G)={g9€ G|VheG:gh=hg}. (2.55)

Das Zentrum ist insbesondere eine Untergruppe, denn aus der Definition folgt fiir eine
beliebige Gruppe G:

Va,b € Z(G):VYh € G : (ab™)h = (ah)b™ = h(ab™") < ab™" € Z(G). (2.56)

Satz 2.19. Das Zentrum einer Gruppe G, Z(G), ist stets ein Normalteiler dieser Gruppe,
es qilt also immer:

Z(G) < G. (2.57)
Beweis. Offensichtlich gilt: Vg € G :Vh € Z(G) :gh=hg <= gH = Hg< Z(G) 1 G. O

Nun ist es moglich die Struktur der zuvor definierten endlichen Lorentz-Gruppe zu unter-
suchen. Hierfiir betrachten wir zuerst deren Obermenge, die Menge der Projektivitaten,
Aut(P"F,). Diese wurden zuvor als diejenigen projektiven n x n Matrizen? identifiziert,
welche vollen Rang besitzen, also invertierbar sind. Es ist also

Aut(P"F,) ={P € P"™"F,, rang(P) =n+1}. (2.58)

Die Menge der projektiven Matrizen mit vollem Rang kann allerdings auch direkt aus der
Menge der gewohnlichen, invertierbaren Matrizen konstruiert werden. Die Menge dieser
Matrizen besitzt zusétzlich eine Gruppenstruktur mit Matrixmultiplikation als Verkniip-
fung. Man bezeichnet die Gruppe dieser Matrizen als allgemeine lineare Gruppe iiber dem
Korper F,.

22An dieser Stelle sei vermerkt, dass die projektiven n x n Matrizen als gewdhnliche (n+1) x (n+1)
Matrizen dargestellt werden kénnen.
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Definition 2.23. Allgemeine lineare Gruppe

Die n-dimensionale, allgemeine lineare Gruppe tber einem Koérper K ist die Menge, der
quadratischen, invertierbaren n x n Matrizen mit Eintragen in K zusammen mait der Ma-
trizmultiplikation als Gruppenoperation. Man bezeichnet sie als GL(n,K).

GL(n,K) :={AeK" |4 eK": Ao A=A 0 A=1}. (2.59)

Dies ist offensichtlich eine Gruppe, denn die Einheitsmatrix ist als neutrales Element in
der Menge enthalten, die Assoziativitat folgt aus der Assoziativat der Matrixmultiplikation
als solches und fiir jede Matrix existiert nach Definition eine inverse Matrix. Die Automor-
phismen des projektiven Raumes ergeben sich dann als Quotient der (n-+1)-dimensionalen,
allgemeinen linearen Gruppe, beziiglich deren Zentrum.

Satz 2.20. Das Zentrum der n-dimensionalen, allgemeinen linearen Gruppe GL(n,K) sind
gerade die skalaren Matrizen A\1.

Z(GL(n,K)) = {\1| X € K}. (2.60)
Beweis. Fir A € Z(GL(n,K)) gilt:
VB € GL(n,K) : AB = BA, (2.61)

also dilt dies insbesondere fiir I; = 1+ Ej;. E}; ist hier eine sogenannte Standardmatrix.
Diese lésst sich fiir alle k, 7 € 1,...,n als Tensorprodukt von kanonischen Einheitsvektoren
ei, (i =1,...,n) erzeugen, das heifst:

Ekj =€ ® €5, und (Ekj)r,s = (Skrtst. (262)
Aus (2.61) folgt mit B = I, fiir beliebige k,j € 1, ..., n:
Viel,.,n: A=A pundVi,j€l,..,n:i#j:4,;=0

& A= A1 (263)

Dies bedeutet Z(GL(n,K)) C {A1| X € K}. Umgekehrt gilt aber auch:
VA e K:VB e GL(n,K): A\1B = BAL (2.64)
Damit gilt bereits Gleichheit der Mengen und die Behauptung ist bewiesen. O]

Dieses Ergebnis ermdoglicht nun eine prézise Definition der projektiven Automorphismen.

Definition 2.24. Projektive lineare Gruppe

Die Menge der Automorphismen des n-dimensionalen projektiven Raumes P"F, ist gegeben
durch die n-dimensionale projektive lineare Gruppe, PGL(n,F,)*’. Diese Gruppe wird aus
der (n+1)-dimensionalen, allgemeinen linearen Gruppe iber Quotientenbildung beziglich
des Zentrums konstruiert:

Aut(P"F,) = PGL(n,F,) = GL(n + 1,F,)/Z(GL(n + 1,F,)). (2.65)

23Diese Gruppe kann genauso iiber einem beliebigen Kérper K konstruiert werden, sie ist dann aber nicht
die volle Automorphismengruppe des zugehorigen projektiven Raumes.

27



2 Biquadriken in projektiven Rdumen

Bemerkung. Da Z(GL(n+1,F,)) < GL(n+ 1,F,) tragen die projektiven Automorphis-
men also insbesondere Gruppenstruktur. Zu beachten ist hier, dass wir zuvor nach dem
Fundamentalsatz der projektiven Geometrie die Automorphismen des projektiven Raumes
als projektive Matrizen mit vollem Rang identifiziert haben. Zu diesem Zeitpunkt waren
diese Matrizen fiir uns nicht mehr als eine Menge. Da wir jetzt allerdings die gleiche Men-
ge an Matrizen durch gruppentheoretische Methoden aus der allgemeinen linearen Gruppe
konstruiert haben, wird fiir uns deren Gruppenstruktur deutlich. Auch ist hier zu beachten,
dass die Definition so gestaltet ist, dass die n-dimensionale projektive lineare Gruppe den
Automorphismen des n-dimensionalen projektiven Raumes entspricht. Deshalb muss diese
aus der (n+1)-dimensionalen allgemeinen linearen Gruppe konstruiert werden und kann
insbesondere als Gruppe von (n+ 1) X (n + 1) Matrizen dargestellt werden.

Jetzt lasst sich auch die Struktur der endlichen Lorentz-Gruppe genauer untersuchen. Diese
ist in jedem Punkt der Raumzeit eine Untergruppe der projektiven linearen Gruppe.

Satz 2.21. In jedem Punkt der Raumzeit p. € P"F, ist die Lorentz-Gruppe £, eine
Untergruppe der projektiven linearen Gruppe:

Vp. € P"F, : &, < PGL(n,F,). (2.66)

Beweis. Sei zunéchst p. € P"F, beliebig. Offensichtlich gilt nach der Definition der end-
lichen Lorentz-Gruppe: £, € PGL(n,F,). Es seien also A,B € A,_, und (M, M) die
Darstellungsmatrizen der Biquadrik dann gilt:

AT'MA =M und B'MB™' = M. (2.67)
Fiir B folgt nach beidseitiger Multiplikation mit B* von links und B von rechts:
M=B'MB=(BY'™MB Y)Y '=B"'c%,. (2.68)
Jetzt folgt fiir AB~L:
(AB Y *M(AB™ ) ! = A’t(B’t]\/.I'B’l)A’1 =A"'MA'=M= AB'c ¥, (2.69)
Wiederholen wir die gleiche Rechnung fiir M dann folgt .%,, < PGL(n,F,). O

Bis jetzt war die endliche Lorentz-Gruppe fiir jeden Punkt der Raumzeit separat definiert.
Es besteht jedoch ein Zusammenhang zwischen den verschiedenen Lorentz-Gruppen. Um
diesen genau beschreiben zu konnen, muss vorerst geklart werden, wie eine Biquadrik zu
verschiedenen Raumzeitpunkten  yerschoben” werden kann. Hierfiir miissen noch einige
grundlegende Eigenschaften der Projektivititen gezeigt werden.

Satz 2.22. Es seien p,p € P"F, beliebig, sowie p*,p* € P"F}, dann existiert eine Projek-
tiwitat, - € PGL(n,F,) mit folgender Eigenschaft:

7 = p und 7 'p* = pr. (2.70)

Beweis. Siehe hierfir [Las14] S. 50 ff. O
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Wir benutzen dieses Ergebnis, indem wir fiir jede beliebige Biquadrik Projektivitdten aus-
wihlen, die den Zentrumspunkt der Biquadrik auf den Punkt (0, ...,0,1)" und gleichzeitig
die gemeinsame Polare der beiden Quadriken?® auf (0, ...,0,1)! abbildet.

Korollar 2.1. Es sei (Qu,Q77) eine beliebige Biquadrik mit Zentrumspunkt p. und ge-
meinsamer Polare poly(p.) = polyp(pe.) =: polyr. Dann ezistiert eine Projektivitit P €

PGL(n,F,), sodass

PtMP! = fi O\ parpt = O‘:fl 0y (2.71)
0t 1 0 1

wober A € F*™ und « eine Nichtquadratzahl aus F, ist.

Beweis. Nach vorigem Satz existiert eine Projektivitat 7 € PGL(n, F,), sodass
7p. = (0,...,0,1)", 7 "polys = (0,...,0,1)". (2.72)

Da unter jeder Projektivitat Inzidenz erhalten bleibt, ist mp. Zentrumspunkt von
(Qr—trrn—1, Q—t37.—1). Zusammen mit dem Transformationsverhalten der Polaren gilt fiir
die Polarhyperebene von (Q.-tprr-1, Q. —37,-1), dem Bild der Biquadrik:

pol—ipie1 (mpe) = 7 "M trp. = 7 Mp. = 7 'polr(pe) = (0, ...,0,1)". (2.73)

Somit besitzt die neue Biquadrik (0, ...,0,1)" als Polare und als Zentrumspunkt und ent-
spricht damit bereits der Normalform (2.24). ]

Es lasst sich als o jede Biquadrik durch eine projektive Transformation auf den sogenannten
einfachen Zentrumspunkt (0%, 1) und die sogenannte einfache Polare (0¢,1)" verschieben.
Da die durch die Projektivitdten induzierten Transformationen aber insbesondere inver-
tierbar sind, lasst sich umgekehrt auch jede beliebige Biquadrik durch ein Verschieben
einer Biquadrik mit einfachem Zentrumspunkt und einfacher Polare? erzeugen.

Jetzt stellt sich die Frage, ob sich diese Eigenschaft auf die Lorentz-Gruppen der einzelnen
Raumzeitpunkte ausdehnen léasst. Ist die Lorentz-Gruppe eines jeden Raumzeitpunktes
bereits eine ,verschobene Kopie einer ausgewéahlten Gruppe? Die Antwort liefert folgender
Satz.

Satz 2.23. Es set p € P"F, beliebig und £, die Lorentz-Gruppe im Punkt p, dann
existiert bereits eine Biquadrik (Qur, Qz7) mit Darstellungsmatrizen (M, M), Zentrums-
punkt p, = (0°,1)" und gemeinsamer Polaren poly(p.) = polyr(p.) = (0),1)!, sodass
fiir die Lorentz-Gruppe dieser Biquadrik, O(M, M) := {A € PGL(n,F,) | A" MA™! =
M und AT'MA™" = M}# gilt:

L,=0(M, M). (2.74)

24Wir haben gesehen, dass die Polare als Hyperebene und damit als dualer Vektor interpretiert werden
kann.

Z5Wir bezeichen (0, ...,0,1) als einfachen Zentrumspunkt, beziehungsweise als einfache Polare.

26Tst die Lorentz-Gruppe an einem speziellen Punkt der Raumzeit gemeint, so notieren wir diese mit
%, indem wir also den Punkt mit angeben. Meinen wir dagegen die Lorentz-Gruppe einer speziellen
Biquadrik, so schreiben wir O(M, M), geben also die Biquadrik explizit mit an.
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Beweis. Zunichst zeigen wir, dass zwischen den beiden Gruppen eine Bijektion existiert,
dann zeigen wir, dass diese ein Homomorphismus ist. Sei 8(p) = (Qar, Q) die Biquadrik

im Punkt p und (M /,M,) deren Darstellungsmatrix. Nach Korollar 2.2.1. existiert eine
Projektivitit m € PGL(n,F,), sodass fiir 7 'M'7~! = M gilt:

pe(M) = (0,1)" und poly(p.) = (0,1)". (2.75)
und genauso fiir den Biquadrikpartner M. Definiere nun folgende Abbildung:
br : O(M, M) — %), A — ¢r(A) =7 'AT. (2.76)
Die Abbildung ist wohldefiniert, denn es gilt:
ANe Oy
(—) (—)
SATMA ' =M

(—) (—)
SA T IM AN = a7t M !

- O (2.77)
& (AT HYM (7 AT ) = MY
(—) (—)
& (rAr) M (r AR T = MY
&1 AT € %,
Da zudem 7 invertierbar ist, ist ¢, bijektiv. Es seien jetzt A1, Ay € Oy, dann gilt:
QSW(AlAQ) == 7T_1(A1A2)7T == 7T_1A17T7T_1A27T == QSW(Al)Qbﬂ-(AQ) (278)

Die Abbildung erhalt also die Gruppenstruktur und ist damit ein Isomorphismus, was die
Aussage beweist. []

Es ist also die Lorentz-Gruppe in jedem Raumzeit Punkt isomorph zu einer Lorentz-
Gruppe des Standardzentrums und der Standardpolaren. Allerdings sind diese Lorentz-
Gruppen im Allgemeinen nicht identisch, es wurde an keiner Stelle gefordert, dass sich alle
Biquadriken auf die gleiche Biquadrik verschieben lassen. Es existiert ja fiir jedes Element
aus F7”" und jede Nichtquadratzahl eine Biquadrik. Noch ist aber kein Zusammenhang
dieser Biquadriken ersichtlich. Es muss also, um eine Verbindung zwischen den Lorentz-
Gruppen der verschiedenen Biquadriken mit einfachem Zentrum und einfacher Polaren zu
enttarnen, die Menge der symmetrischen Bilinearformen iiber Fy, beziehungsweise deren
symmetrische Darstellungmatrizen, untersucht werden.
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3 Symmetrische Bilinearformen in
endlichen Vektorraumen

Ziel dieses Kapitels ist es, die Menge der Biquadriken mit einfachem Zentrum und einfacher
Polare zu klassifizieren. Diese lassen sich gerade durch ein Paar von projektiven Matrizen

der Gestalt
(M. 3T) = ((gj‘ (% 9) (3.)

beschreiben. Hierbei ist zu beachten, dass die beiden Matrizen Elemente von PGL(n,F,)
sind, es sich also eigentlich um Aquivalenzklassen von Matrizen beziiglich Homogenitét
handelt.

Die Methode zur Klassifikation dieser Matrizen funktioniert folgendermafsen: Zunéchst
werden die Darstellungsmatrizen symmetrischer Bilinearformen auf K-Vektorraumen, fiir
beliebige endliche Korper K, untersucht. Da hier die volle Vektorraum-Struktur vorhanden
ist, lassen sich insbesondere einfache Darstellungsmatrizen durch Wahl einer geeigneten
Basis finden. Basiswechsel konnen als Multiplikation der Darstellungsmatrix mit einer Ba-
siswechselmatrix dargestellt werden. Abschliefsend wird aus der Darstellungsmatrix, jetzt
beziiglich der neuen Basis, durch Aquivalenzklassenbildung beziiglich Homogenitét wieder
eine projektive Matrix. Folgender Satz rechtfertigt diese Vorgehensweise.

Satz 3.1. Es existiert ein surjektiver Homomorphismus
¢:GL(n+1,K) — PGL(n,K). (3.2)

Beweis. Nach Definition ist PGL(n,K) = GL(n+ 1,K)/Z(GL(n + 1,K)) und Z(GL(n +
1,K)) <« GL(n + 1,K), deshalb existiert ein Epimorphismus mit den gewiinschten Eigen-
schaften. O

Das Aquivalenzklassenbilden beziiglich Homogenitit ist also ein Homomorphismus. Wir
konnen uns deshalb ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf die gewohnlichen Matrizen
des zugrundeliegenden affinen Raumes konzentrieren, denn es gilt:

Korollar 3.1. Es sei W : GL(n + 1,K) — GL(n + 1,K),G — W'GW~! ein Ba-
siswechsel beschrieben durch die Matrix W € GL(n + 1,K) und ¢(W) € PGL(N,K) die
zugehorige projektive Matrixz dann gilt:

SWTGW ™) = o(W) " o(G)p(W)~". (3.3)
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3 Symmetrische Bilinearformen in endlichen Vektorraumen

Beweis. Folgt aus den Eigenschaften von ¢ als Homomorphismus. Zudem vertauscht ein
Transponieren von W offensichtlich mit der Aquivalenzklassenbildung. O]

Kennt man also die Transformation, die eine affine Matrix auf Normalform! bringt, lisst
sich diejenige projektive Transformation, die die zugehorige projektive Matrix auf Nor-
malform bringt einfach durch Aquivalenzklassenbildung berechnen. Wir kénnen daher
o. B. d. A. fiir eine gegebene Aquivalenzklasse projektiver Matrizen einen Reprisentanten
auswiahlen und diesen als affine Matrix durch eine Basiswechseltransformation auf eine
Normalform bringen. Anschliefend betrachten wir die zur Basiswechseltransformation ge-
horige projektive Matrix. Im Folgenden werden also symmetrische Bilinearformen, oder
aquivalent hierzu, die zugehoérigen quadratischen Formen, eines Vektorraums iiber einem
endlichen Korper untersucht und klassifiziert.

3.1 Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen
und Normalform

Satz 3.2. Es sei f eine symmetrische Bilinearform mit zugehdriger quadratischer Form
qr auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V, mit char(K) # 2, dann existiert eine Basis
V1, .., Uy € Vovon V, mit f(v;,v;) = 0 fiir i # j. Beziglich dieser Basis hat die Darstel-
lungsmatriz von f, My Diagonalgestalt, das heifst:

My, = diag(gs(v1), ..., gs(vn))- (3.4)
Beweis. Vergleiche [KB13] S. 584. O

Korollar 3.2. Wieder sei V n-dimensionaler K-Vektorraum und ey, ...,e, € V sei die
kanonische Standardbasis. Weiterhin sei f symmetrische Bilinearform, My, die Darstel-
lungsmatriz von f beziiglich der Standardbasis. Auflerdem sei vy, ...,v, € V die Diagonal-
basis von f. Dann transformiert die Darstellungsmatriz, beziiglich des Basiswechsels von
der Standardbasis auf die Diagonalbasis, gemdfl folgender Abbildungsvorschrift:

Mf’e — W_th,eW_l = Mf’v = diag(qf(vl), ceny Qf(Un)),

3.5
wobei W™ = (vl,...,vn>. (3:5)
Die inverse Basiswechselmatric W1 ist also die Matriz mit den Basisvektoren vy, ..., v,
als Spaltenvektoren.

Beweis. Ausgedriickt in der Diagonalbasis von f besitzt v; die Gestalt v; = (0, ...0, 1,0, ...0)"*
mit der 1 an i-ter Stelle, also beschreibt W ~! offensichtlich den Wechsel von der Diago-
nalbasis in die kanonische Basis. Der Rest folgt aus dem Transformationsverhalten sym-
metrischer Bilinearformen. O

IMit Normalform ist hier eine besonderes einfache Darstellungsmatrix gemeint, welche die gleiche Bili-
nearform beschreibt. Die genaue Gestalt dieser Normalform soll noch prézisiert werden.
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3.1 Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen und Normalform

Um die Darstellungsmatrix weiter zu vereinfachen, miissen nun die g;(v;) € K untersucht
werden. Fiir jedes dieser Korperelemente gibt es zwei Moglichkeiten, entweder es ist eine
Quadratzahl, das heift:

qr(v;) € 2(K) & Tk € K: k* = q;(vy), (3.6)
oder aber dies ist nicht der Fall und es gilt:
qr(v;) € 2(K) =K\ 2(K). (3.7)

Im Folgenden sei r die Anzahl der ¢¢(v;) € Z(K) und s = n — r die Anzahl der ¢s(v;) €
2(K). In K™ existieren sogenannte Permutationsmatrizen T;;, die bei gleichzeitigem Mul-
tiplizieren von links und rechts an Mjy,, je zwei Elemente der geordneten Basis (v;)i—1,.. n,
v; und v; in ihrer Reihenfolge tauschen, das heifst also auch ein Vertauschen der Reihenfolge
der Diagonaleintrage von M, bewirken. Diese Matrizen haben folgende Gestalt:

Ej = 1—|—EZ]+EJ1—E1 —Ej' (38)

und es gilt Tgl = T}, = Tj;. Es kann also o. B. d. A. angenommen werden, dass die ¢;(v;)
bereits so geordnet sind, dass gilt:

2(K) firi <r
”@Je{gmnmz>r (3.9)

denn sonst kann diese Anordnung nach Durchfiihrung geeigneter Transformationen, gege-
ben durch Tj;, erzielt werden.

Bemerkung. In reellen Vektorrdumen nennt man das Paar (r,s) die Signatur der Bili-
nearform. Sie ist nach dem Sylvester-Trigheitssatz unter jeder Basistransformation eine
Invariante (siche hierfir [KB13] S. 587 ff.). In Vektorraumen tber endlichen Kdérpern
trifft dies jedoch nicht zu.

Fiir jedes der ersten r Diagonaleintrége gs(v;) existiert ein k; € K mit der Eigenschaft, dass
k? = qs(v;) gilt. Aus diesen lassen sich jetzt die folgenden Transformationen konstruieren:

Sk, = S,’; =1+ (k' —1)By; = diag(1,....k; ', ...1), mit k; ' an i-ter Stelle. (3.10)

1

Die so konstruierte Transformation normiert den i-ten Eintrag von My, auf 1. Es gilt also:
SZT"‘SIf:lMﬁUSkl“'Skr = dlag(l, ceey 1, Qf(l)r+1), ceey qf(vn)). (311)

Die k; entsprechen gerade den Quadratwurzeln aus den gs(v;). Da es sich bei den restlichen
Diagonaleintragen um Nichtquadratzahlen handelt, existieren fiir diese natiirlich keine
Quadratwurzeln. Es kann allerdings eine dhnlich elegante Losung gefunden werden. Hierfiir
miissen zundchst die Quadratzahlen der multiplikativen Gruppe des endlichen Korpers
genauer untersucht werden.
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3 Symmetrische Bilinearformen in endlichen Vektorraumen

Satz 3.3. Es sei K ein endlicher Kérper mit q Elementen® und Gy die multiplikative
Gruppe des Korpers, dann gilt fir die Quadratzahlen 2(Gx):

—1
12(Gk)| = ‘-’T (3.12)
Beweis. Die Abbildung h : Gk — Gk, mit g — g? ist offensichtlich ein Endomorphis-
mus, denn fiir gq, go € Gk gilt:

(9192)2 = (9192)(9192) = (9191)(9292) = gfg% (3-13)

Hierbei wurde verwendet, dass die multiplikative Gruppe des Korpers insbesondere kom-
mutativ ist. Weiterhin gilt offensichtlich Bild(h) = 2(Gk). Die Abbildung ist jedoch nicht
injektiv, aber es gilt:

Vr,y € Gk : 2° =y & 1 = +y, (3.14)

denn angenommen es gelte 22 = 3, dann folgt mit y = (zz~ ')y = z(2~'y) und damit, da
h Homomorphismus ist, auch:

=y =Ry =y e @y =1 (3.15)

Fiir ein g € Gk mit g? = gg = 1 ist g offensichtlich Nullstelle des Polynoms 2% — 1 € P[K].
Zwei Nullstellen dieses Polynoms sind bereits gegeben durch x = 41, denn trivialerweise

ist nach der Neutralitit des Einselements 12 = 1, und weiterhin gilt in jedem Koérper
(=1)* =1, denn:

(—12+ (-1 =(-D[(-)+1]=0& (-1)* = 1. (3.16)

Da das Polynom Grad 2 besitzt, gibt es keine weiteren Nullstellen. Dies ist in nachfolgen-
dem Hilfssatz 3.4 bewiesen. Demnach ist (z7'y) = 1 und damit auch = = +y.
Ist umgekehrt © = +y dann folgt natiirlich automatisch:

v? = (£y)* = ()% =y~ (3.17)
Betrachte nun die folgende Aquivalenzrelation auf G:
~C G X Gk :x~y & x=*ty. (3.18)

Dies ist tatséchlich eine Aquivalenzrelation, denn offensichtlich ist ~ reflexiv, da = = =,
symmetrisch, da aus x = =y folgt y = +x, und transitiv, denn x = +y und y = +z
impliziert x = £z. Definiert man nun auf der Quotientenmenge G/ ~ folgende Abbildung:

g: Gx/ ~— 2(Gx), lg] — ¢*, (3.19)
dann ist nach (3.14) die so definierte Abbildung wohldefiniert und bijektiv. Aufserdem gilt
|Gk/ ~ | = |Gk|/2 = (¢ — 1)/2 und aus der Bijektivitat von ¢ folgt die zu beweisende
Aussage. m

2Da K hier ein beliebiger, endlicher Kérper ist, kann g also auch eine Primzahlpotenz sein.
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3.1 Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen und Normalform

In dem Beweis des Satzes wurde folgender Hilfssatz verwendet.

Satz 3.4. Sei K ein Korper und sei P € P[K]| Polynom vom Grad d tber K, dann besitzt
P hochstens d Nullstellen.

Beweis. Siehe hierzu [Wei09] S. 12. O

Jetzt lasst sich schlieflich die Menge der Quadratzahlen der multiplikativen Gruppe des
Korpers K genauer untersuchen.

Satz 3.5. Es seien Gy die multiplikative Gruppe des Korpers K, und 2(Gk) deren Qua-
dratzahlen, dann gilt:

2(Gx) < Gk. (3.20)

Beweis. Nach (3.13) kann Quadrieren durch einen Homomorphismus h beschrieben wer-

den, mit Bild(h) = 2(Gk) und damit ist
2(Gk) = Bild(h) < Gk. (3.21)

Da die multiplikative Gruppe des Korpers insbesondere abelsch ist, folgt fiir die Neben-
klassen:

Somit ist also Z2(Gk) ein Normalteiler von Gk und die Aussage ist bewiesen. O

Korollar 3.3. Mit a € 2(Gx) ist auch das zu a inverse Element eine Nichtquadratzahl.
VYa € Q(GK) ca ! € Q(GK) (323)

Beweis. Die Aussage wird durch einen Widerspruchsbeweis bewiesen: Hierfiir sei a €

2(Gk) und es gelte a™! € 2(Gk). Da die Menge der Quadratzahlen eine Gruppe bil-
det folgt @ = (a™')™! € 2(Gk). Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Es muss also
bereits a™' ¢ 2(Gk) gelten und daher nach Definition der Quadrat- und Nichtquadrat-
zahlen o' € 2(G), was die Aussage beweist. ]

Um das gewiinschte Ergebnis zu erzielen, wird noch ein weiterer niitzlicher Satz der Grup-
pentheorie benotigt, der sogenannte Satz von Lagrange.

Satz 3.6. Satz von Lagrange
Es sei G eine Gruppe und H < G. Die Anzahl der Nebenklassen von H in G wird als Index
von H bezeichnet und durch |G : H| abgekiirzt. Dann gilt:

|G| =|G: H|-|H|. (3.24)
Beweis. Siehe fiir den Beweis [Ros09] S. 30. O

Schliefslich kann jetzt folgender Satz bewiesen werden.

35



3 Symmetrische Bilinearformen in endlichen Vektorraumen

Satz 3.7. In jedem Korper K ist das Produkt zweier Nichtquadratzahlen eine Quadratzahl,
das Produkt aus einer Quadratzahl und einer Nichtquadratzahl ist stets eine Nichtquadrat-
zahl.

Ya € 2(G) : Vb, c € 2(Gk) : ab € 2(Gk) und bec € 2(Gx). (3.25)
Beweis. Es ist 2(Gk) < Gk, damit existiert der sogenannte kanonische Epimorphismus
¢ Gk — Gk /(2(Gk), g — g2(Gk). (3.26)

Fiir diesen gilt: Kern(¢) = 2(Gk). Nach dem Satz von Lagrange folgt jetzt fiir die Ordnung
von Gk/(2(Gk):

|G|
|GK/Q(GK)| = |GK . Q(GKN = —. (327)
|2(Gk)
Satz 3.3 besagt jedoch | 2(Gk)| = 5+ und da die Gruppe der Quadratzahlen ein Element
weniger besitzt als der Grundkorper K mit Ordnung q, also gilt |Gk| = ¢ — 1, folgt jetzt
insgesamt |Gk /2(Gk)| = 2, und damit bereits:

Gk/2(Gk) = Z, = ({1,-1},). (3.28)

Gk /2(Gk) ist also isomorph zur Gruppe mit zwei Elementen® und kann daher mit dieser
identifiziert werden. Da Kern(¢) = 2(Gk) gilt jetzt:

2(Gk) < ¢(g) =1
Vg € Gk, g € {Q(GK) - gb(g) _ (3.29)

Nun ergibt sich fiir a € 2(Gx), b,c € 2(Gx) aus der Definition der Multiplikation auf Z,

¢lab) = ¢(a)p(b) =1+ (=1) = (—1) « ab € 2(Gx),

B(be) = 3(b)o(c) = (=1)- (=1) = 1 & be € 2(Gx). (3.50)

Da a,b und c¢ beliebig gewahlt waren, folgt die zu beweisende Aussage. O

Jetzt konnen wir zu vorheriger Problemstellung zuriickkehren. Die Darstellungsmatrix
M einer beliebigen symmetrischen Bilinearform f eines n-dimensionalen K-Vektorraums
mit zugehoriger quadratischer Form gy war nach Wahl einer geeigneten Basis {vy, ..., v, },
beziehungsweise nach Durchfithrung der Basiswechseltransformationen, bereits von der
Gestalt:

M = diag(1,..., 1, g (vr41), -y qr (V). (3.31)

Diese Darstellung von M existiert, da r so gewahlt war, dass nach Umsortieren die ersten
r Basisvektoren von der quadratischen Form auf eine Quadratzahl abgebildet werden und

3Die Gruppenaxiome fiihren dazu, dass bis auf Isomorphie nur eine Gruppe mit zwei Elementen existiert.
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3.1 Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen und Normalform

sich deshalb normieren lassen. Die iibrigen ¢s(v;) sind Nichtquadratzahlen, lassen sich also,
aufgrund der Nichtexistenz der Wurzel, nicht normieren. Es kénnen jedoch alle verbleiben-
den ¢s(v;) auf die gleiche Nichtquadratzahl ,normiert” werden.

Es sei @ € 2(Gk) beliebig. Auferdem sei i € {r + 1,...,n}, ¢;(v;) € 2(Gk) und nach
Korollar 3.3 damit auch q;(v;)™* € 2(Gx). Nach Satz 3.8 ist jetzt ags(v;)~! € 2(Gk), es
existiert also y/aqs(v;)~ € Gk. Aufgrund der Kommutativitéat der multiplikativen Gruppe
von K folgt:

aqp(vi) ™ qp(vi) \Jagp(vi) ™ = aqp(vi) " qp(v) = o (3.32)

Definiere jetzt die Matrizen A; € K**™

A=A =1+ (y/agr(v)™' —1)Ey. (3.33)

Dann gilt:

1, 0
A;...Af,HMAm...An:(O als). (3.34)

In reellen Vektorrdaumen entspricht dies der sogenannten Sylvester-Normalform, mit o =
—1 € R, da hier —1 eine Nichtquadratzahl ist. Die Sylvester-Normalform lésst sich dann
nicht weiter vereinfachen. In Vektorraumen iiber endlichen Kérpern ist dies jedoch nicht der
Fall. Hier lassen sich je zwei der Nichtquadratzahlen a paarweise zu Quadratzahlen, und
damit zu Einsen, transformieren. Dies ist eine Folgerung aus einer speziellen Eigenschaft
der endlichen Korper.

Satz 3.8. Es sei K ein beliebiger, endlicher Korper mit q Elementen?, dann lisst sich jedes
Element k € K als Summe von zwei Quadraten schreiben’.

VkeK:3z,y e K:2® +9° =k (3.35)
Beweis. Es sei k € K beliebig aber fest. Betrachte zunéchst fiir dieses k die beiden Mengen

E:={k—a*|zecK},

(3.36)
Fo={?|yeKl
In K existieren 22 Quadratzahlen, denn es existieren 2% Elemente in 2(Gx) und 0% = 0,
das heift also:

q+1

yFy:\{gﬂeK\yeK}]:T. (3.37)

4q kann hier auch eine Primzahlpotenz sein.

°Da hier insbesondere 0 € K als Quadratzahl gilt, denn 0% = 0, Null allerdings kein Element der multi-
plikativen Gruppe des Korpers und damit auch keines der Untergruppe der Quadratzahlen ist, wird
auf die tibliche Notation der Quadratzahluntergruppe verzichtet.
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3 Symmetrische Bilinearformen in endlichen Vektorraumen

Betrachte nun die folgende Abbildung:
foi F—FE ¢ +— (-1 +k=k—1y° (3.38)

Da in K fiir alle Elemente Inverse beziiglich der Addition existieren und auch (—1)~! =
(—1) € K, ist die Abbildung invertierbar, also eine Bijektion. Daher ist

g1
=
Da die beiden Mengen E und F' Teilmengen des Korpers sind, es also gilt F, F' C K ist

daher auch FUF' C K. Weiterhin sind £ und F’ als Teilmengen von K inshesondere endlich.
Daher folgt fiir deren Machtigkeiten:

|E| = |F| (3.39)

|[EUF| <|K|=g¢q

1 1 3.40
:>|EQF|:|E|+|F|—]EUF|Zi+i—p>l. (3.40)
2

Der Schnitt der beiden Mengen ist also nicht leer. Sei nun g € F N F, dann gilt fiir g:
Jr,yeK:k—2%=g=19° (3.41)
und daher folgt fiir diese x,y € K
k—a? =y’ o k=224~ (3.42)
Da k € K beliebig gew#hlt war, folgt die Aussage. O

Mithilfe dieses Satzes lassen sich nun Transformationen 7' konstruieren, die je zwei der
Nichtquadratzahlen o paarweise in Einsen verwandeln. Nach dem vorherigem Satz lasst
sich jedes beliebige Element aus K als Summe zweier Quadratzahlen schreiben. Es gilt also
insbesondere:

o,y eK:z? +y* =a . (3.43)

Betrachte jetzt fiir diese x, y € K die folgendermafien definierten Transformationsmatrizen:

T= (m _y) . (3.44)
Yy x
Dann gilt fiir die 2 x 2 Matrix al,:

Ttal,T = (_xy g) (g‘ g) (z _xy) — (O‘(xQOJF v°) a<x20+ y2)) — 1, (345)

Diese 2 x 2 Matrix 7" kann nun problemlos als Untermatrix folgender n x n Transforma-
tionsmatrizen dienen. Es sei hierfiir i € {r + 1,...,n — 1}. Definiere nun die Matrix:

1, , O 0
T,=| 0o T o |, (3.46)
0 0 1n—i—1
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3.1 Diagonalisierung symmetrischer Bilinearformen und Normalform

dann bewirkt 7; ein Transformieren der beiden Nichtquadratzahlen v an i-ter und (i+1)-ter
Stelle in zwei Einsen. So lassen sich offensichtlich, fiir eine gerade Anzahl an Nichtqua-
dratzahlen, das heiftt s € 2N, alle dieser Nichtquadratzahlen, unabhéngig der Dimension
n, in Einsen verwandeln. Andererseits lassen sich fiir s € 2N+ 1 und damit s—1 € N s—1
der Nichtquadratzahlen in Einsen verwandeln, ein « bleibt jedoch zwingend unveréndert.
Diese Erkenntnis ist in folgendem Satz zusammengefasst.

Satz 3.9. Es sei K endlicher Korper und V n-dimensionaler K-Vektorraum. Weiterhin sei
[ symmetrische Bilinearform auf V. Dann besitzt die zugehorige Darstellungsmatriz My
nach Wahl einer geeigneten Basis bereits eine der beiden folgenden Formen:

B (1. 0
M =1, oder M = ( 0 a) : (3.47)

Beweis. Die Aussage des Satzes folgt unmittelbar aus den vorherigen Uberlegungen. [

Korollar 3.4. Sei V (n+1)-dimensionaler Fy-Vektorraum mit n. € 2N und M € FjtH>n+!
Darstellungsmatriz einer symmetrischen Bilinearform. Auferdem sei [M]. € PF*" die
zugehérige projektive Matria®. Dann ist nach Wahl einer geeigneten Basis von V, bezie-
hungsweise nach Durchfihrung der entsprechenden Basiswechseltransformationen, bereits

M = [1,].. (3.48)

Beweis. Nach Satz 3.9 ist o. B. d. A. bereits M = [1,]. oder M = [diag(1,...,1,a].. Im
ersten Fall ist nichts zu beweisen. Es sei also

M= [(10” g)L (3.49)

Dann besitzt die Matrix M nach vorherigem Satz eine nichtgerade Anzahl an Nichtqua-
dratzahlen « auf der Diagonalen, denn sonst konnte man diese ja paarweise in Einsen
verwandeln. Da dim(V') = n + 1 ist, fiir eine gerade Zahl n, besitzt M eine gerade Anzahl
an Einsen auf der Diagonalen. Betrachte jetzt die in (3.44) definierten Transformations-
matrizen. Da 7T invertierbar ist, existiert die Matrix 7! und es gilt:

T7t12T71 = 0612. (350)

Benachbarte Einsen in M kénnen also durch die Transformationen 7, die wie T; definiert
sind, jedoch mit T~! statt 7', paarweise in Nichtquadratzahlen o verwandelt werden. Da die
Anzahl an Einsen geradzahlig ist, gilt nach einem Durchfithren dieser Transformationen:

M = [alp]e = 1], (3.51)

wobei im letzen Schritt die Definition der Homogenitits-Aquivalenzrelation verwendet
wurde. ]

6Wir verwenden hier die Aquivalenzklassenschreibweise, da wir explizit nutzen dass die Matrizen nur bis
auf skalare Vielfache bestimmt sind.
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3 Symmetrische Bilinearformen in endlichen Vektorraumen

Bemerkung. Dieses Resultat ist einer der Grinde fir die Wahl eines projektiven Raumes
als Raumzeitmodell. Konstruiert man eine Raumzeit mit metrischer Struktur iber einem
affinen Raum und verwendet fir die Definition der Metrik symmetrische Bilinearformen,
so stellt sich die Frage, welche Signatur die Metrik besitzen soll. Meist muss man also
unter zusdtzlichen Annahmen eine spezielle Signatur auswdhlen. Dies ist in projektiven
Rdaumen geradzahliger Dimension nicht notig, denn wie wir gesehen haben, gibt es hier
nur eine symmetrische Bilinearform.

3.2 Die Lorentz-Gruppe der vierdimensionalen
Raumzeit

Jetzt konnen wir zum urspriinglichen Problem zuriickkehren, ndmlich der Frage des Zu-
sammenhanges der verschiedenen Lorentz-Gruppen der einzelnen Raumzeitpunkte. Diese
Frage soll nun schlussendlich beantwortet werden.

Definition 3.1. Orthogonale Gruppe

Es sei wie schon zuvor M die Darstellungsmatrix einer symmetrischen Bilinearform auf
dem n-dimensionalen K-Vektorraum K™. Die orthogonale Gruppe zu M, O(M) ist die
Gruppe der Automorphismen’, die die symmetrische Bilinearform invariant lassen. In
Matrixzschreibweise also:

O(M) = ({L e K™ | L'ML = M}, o>. (3.52)

Nach dieser Definition ist ersichtlich, dass es sich hierbei tatsdchlich um eine Gruppe
handelt. Ist K zudem ein endlicher Korper, so gibt es je nach Dimension des Vektorraums
sogar nur eine beziehungsweise zwei orthogonale Gruppen.

Satz 3.10. Es sei V', n-dimensionaler K-Vektorraum fir einen beliebigen endlichen Kdrper
K, n € 2N+ 1 und M Darstellungsmatriz einer symmetrischen Bilinearform auf V. Dann
ist die orthogonale Gruppe der symmetrischen Bilinearform M, O(M) bereits isomorph
zur orthogonalen Gruppe O(1).

VneN+1:VYM e {A e K" |rang(A) =n, A'= A} : O(M)=0(1). (3.53)

Beuweis. Es sei zunéchst n € 2N + 1 beliebig. Weiterhin sei M € {A € K™" | rang(4) =
n, Al = A} die Darstellungsmatrix einer beliebigen symmetrischen Bilinearform. Nach

den vorherigen Argumenten existieren Basiswechselmatrizen By, ..., By, sodass mit B :=
B...By,

t _ 17" 0 .
B'MB = (0 o1 ) = Ds (3.54)

"Fiir einen Vektorraum bestehen die Automorphismen gerade aus den invertierbaren, linearen Abbil-
dungen. Eine Abbildung f bezeichnet man als linear, wenn fiir alle Vektoren a,b und Skalare A gilt:

fla+Xb) = f(a) + \f(D).
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3.2 Die Lorentz-Gruppe der vierdimensionalen Raumzeit

wobei 7 + s = n gilt. B ist als Basiswechselmatrix insbesondere invertierbar, daher lasst
sich folgende Abbildung definieren.

¢p: O(M) — O(Dy), L — ¢p(L):= B'LB. (3.55)

Wir zeigen nun zunéchst, dass es sich bei der Abbildung um einen Isomorphismus zwischen
den beiden orthogonalen Gruppen handelt. Da nun gilt B'MB = D, < M = B~'D,B7!,
folgt fiir L € O(M):

LeOM)& L'ML=M < L'B'D,B'L=B"'D,B™!

3.56
& (B'LB)'Dy(B'LB) = D, < B"'LB € O(D,). (3:56)

Damit ist gezeigt, dass die Abbildung tatsdchlich wohldefiniert ist. Zusammen mit der
Invertierbarkeit der Basiswechseltransformation B folgt bereits die Bijektivitat der Abbil-
dung. Es ist allerdings noch zu zeigen, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Dies funktioniert
analog zu Gleichung (2.78) auf Seite 30. Es seien also Ly, Ly € O(M), dann gilt:

¢p(L1Ly) = B (L1Ly)B = B 'LiBB 'LyB = ¢p(L1)¢p(Ly). (3.57)

Damit ist ¢p ein Isomorphismus und es gilt O(M)=0(Dy). Fiir Dy bestehen nun zwei
Moglichkeiten. Entweder ist r, die Anzahl der Nichtquadratzahlen «, eine gerade oder eine
ungerade Zahl. Sei zunéchst r € 2N. Dann existieren nach (3.44) Transformationsmatrizen
Tri1,....,Ty_1, sodass mit T := T, ... T, gilt:

T'D,T = 1,. (3.58)
Definiere nun wieder die Abbildung
¢r: O(Ds) — O(1), L— T 'LT. (3.59)

Nach der gleichen Argumentation wie zuvor, also nach (2.78), ist ¢ ein Isomorphismus.
Betrachte nun die Verkettung, also die Hintereinanderausfiihrung der beiden gefundenen
Isomorphismen, das heiftt die Abbildung

¢T o ¢B : O(M) — O(l), L+— ¢T o ¢B(L) = ¢T(¢B(L)) (360)

Da die beiden Abbildungen invertierbar sind, existiert offensichtlich auch die inverse Ab-
bildung (¢ 0 ¢p)~" = ¢35 o ¢;'. Zudem folgt aus der Tatsache, dass beide Abbildungen
Homomorphismen sind fiir Ly, L, € O(M)3:

¢r 0 ¢p(L1Ls) = ¢r(¢pp(L1L2)) = ¢r(PpB(L2)dB(L2)) = (7 © pB(L1)) (I © ¢B(LE?)))61)

Daher ist ¢ o ¢ der gesuchte Isomorphismus zwischen O(M) und O(1).
Sei andererseits s € 2N + 1, also ungerade, dann ist, da auch n ungerade ist, r =n — s €

8Damit ist insbesondere gezeigt, dass Isomorphie eine transitive Eigenschaft ist.
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3 Symmetrische Bilinearformen in endlichen Vektorraumen

2N, also gerade. Jetzt existiert, da die 7! invertierbar sind, mit 7, .7, =: R eine
Transformation, fiir die gilt:

R'D,R = al, (3.62)
und wie schon zuvor definiert die Abbildung
ér: O(Dy) — O(al), L— R'LR (3.63)

einen [somorphismus zwischen den beiden orthogonalen Gruppen. Die Verkettung ¢ro ¢p
ist dann ein Isomorphismus zwischen O(M) und O(al), das heift es gilt:

O(M)=0(al). (3.64)
Allerdings gilt fir L € O(al):
L'all =al & o(L'1L) = al & L'1L = 1. (3.65)

Die beiden Gruppen O(M) und O(al) sind also identisch und die Aussage damit bewiesen.
O]

Wir haben also gezeigt, dass es in ungeraden Dimensionen bis auf Isomorphie nur eine
orthogonale Gruppe gibt. Im Gegensatz dazu gibt es in geraden Dimensionen, abhéngig
von der symmetrischen Bilinearform, zwei nicht isomorphe orthogonale Gruppen. Dies
liegt daran, dass eine unter Basiswechsel invariante Grofe fiir symmetrische Bilinearformen
existiert, der sogenannte Witt-Index.

Definition 3.2. Total isotroper Unterraum (siehe [Wil09] S. 54)

Es sei (V, f) ein quadratischer Raum, das heifft 'V sei ein Vektorraum ausgestattet mit
einer quadratischen Form f. Weiterhin set U C V' ein Unterraum von V, dann heifst U
total isotrop, wenn gilt:

Vue U : f(u)=0. (3.66)

Satz 3.11. Es sei wieder (V, f) ein quadratischer Raum, wobei V ein Vektorraum dber
einem endlichen Korper K mit char(K) # 2, sowie f eine nicht ausgeartete, quadratische
Form ist. Dann ist die Dimension eines maximalen, total isotropen Unterraumes eine
Invariante unter der Wirkung® der allgemeinen linearen Gruppe GL(dim(V'),K). Diese
wird auch als Witt-Index der quadratischen Form f bezeichnet.

Beweis. Siehe fiir den Beweis [Wil09] S. 57 ff. O

Bemerkung. Fir den uns interessierenden Fall dim(V') = 2m,m > 0 bezeichnen wir die
quadratische Form im Folgenden als Form vom plus-Typen, wenn sie Witt-Index m besitzt
und als Form vom minus-Typen, wenn dies nicht der Fall ist.

9Siehe fiir die Definition der Wirkung einer Gruppe Definition6.1.
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3.2 Die Lorentz-Gruppe der vierdimensionalen Raumzeit

Satz 3.12. Es ser V 2m-dimensionaler K Vektorraum fiir einen beliebigen endlichen Kor-
per K und ein m € N, weiterhin sei f eine nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform
auf V, dann ist die zu f gehorige orthogonale Gruppe O(f) isomorph zu einer der beiden

Gruppen O3 . oder O, . Diese sind jedoch nicht isomorph zueinander.

Beweis. Folgt direkt daraus, dass in geraden Dimensionen die symmetrischen Bilinearfor-
men f und af dquivalent sind!?, da ja ein Basiswechsel existiert, der die gerade Anzahl an
Nichtquadratzahlen o paarweise in Quadratzahlen wandelt. Der Witt-Index bleibt aber
durch jeden Basiswechsel erhalten. Die beiden nicht-isomorphen orthogonalen Gruppen
werden also danach unterschieden, ob die zugehdrige Form vom plus- oder minus-Typen

ist. Der Beweis und die zugehérigen Uberlegungen sind genauer nachzulesen in ([Wil09)
S. 69 ff.). O

Bemerkung. Ob eine gegebene symmetrische Bilinearform f vom plus- oder minus-Typen
ist, hangt im Allgemeinen neben der Form selbst von der Dimension des Vektorraumes,
sowie der Ordnung des zugrundeliegenden endlichen Korpers ab. Allerdings besitzt in 2m
Dimensionen, fir gerades m, die Form mit Darstellungsmatriz 1s,, stets Witt-Index m, und
gehért daher dem plus-Typen an (siche [Wil09] S. 58). Insbesondere ist also O(1,)=0] .
Im Folgenden schreiben wir fir diese Gruppe auch kurz Oy.

Jetzt wollen wir uns wieder den Biquadriken in endlichen projektiven Rdumen zuwenden.
Die so konstruierte Raumzeit erhielt ihre metrische Struktur durch ein Ausstatten mit
dem Biquadrik-Feld, es wurde also in jedem Raumzeitpunkt ein Quadrikpaar angeheftet.
Wir hatten gesehen, dass dadurch in jedem Raumzeitpunkt eine eigene Lorentz-Gruppe
angeheftet werden musste, da diese im Allgemeinen stark von der jeweiligen Biquadrik
abzuhéngen schienen. Eine Transformation, die die metrische Struktur in einem Punkt
invariant lasst, verdndert diese also gegebenenfalls in anderen Punkten der Raumzeit.
Allerdings konnte gezeigt werden, dass jede dieser Lorentz-Gruppen der verschiedenen
Raumzeitpunkte bereits isomorph zu einer Lorentz-Gruppe des Zentrumspunktes ((?, 1)t
mit einfacher Polaren ist. Im folgenden Satz soll nun ein weiterer Zusammenhang der
einzelnen Lorentz-Gruppen bewiesen werden. Tatséchlich ist die Lorentz-Gruppe eines
jeden Raumzeitpunktes bereits eine isomorphe Kopie einer ,Standard-Lorentz-Gruppe®.

Satz 3.13. Es sei PF, vierdimensionaler projektiver Raum iiber einem endlichen Korper
F,, ausgestattet mit dem zuvor definierten Biquadrik-Feld 3, und p € P*F, beliebig, dann ist
die Lorentz-Gruppe am Punkt p bereits isomorph zur vierdimensionalen Standard-Lorentz-
Gruppe'! Oy.

Vp € P'F, : £,=0,. (3.67)

10Tn ungeradzahliger Dimension sind diese beiden Formen nicht #quivalent und besitzen insbesondere
nicht den gleichen Witt-Index. Da aber beide Formen durch die gleichen Transformationen invariant
gehalten werden, sind die zugehorigen orthogonalen Gruppen O und O~ identisch und es existiert
nur eine orthogonale Gruppe.

1UWir schreiben deshalb auch . statt O, wenn wir explizit die Wirkung der orthogonalen Gruppe als
Automorphismen auf der projektiven Raumzeit meinen.
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3 Symmetrische Bilinearformen in endlichen Vektorraumen

Beweis. Es sei also p € PF, beliebig und §(p) = (QM, Qﬁ) die Biquadrik in p und .%,
die Lorentz-Gruppe in p. Nach Satz 2.23 ist £, isomorph zu einer Lorentz-Gruppe einer
Biquadrik mit einfachem Zentrumspunkt und einfacher Polarer. Da nach Gleichung (3.61)
Isomorphie eine transitive Eigenschaft ist kann o. B. d. A. vorausgesetzt werden, dass 3(p)
bereits einfachen Zentrumspunkt und einfache Polare besitzt, also fiir die Darstellungsma-

trizen gilt:
— A0 oA 0
(M>M)_ <(6t 1‘)7(0% ;)>7 (368)

mit einem A € F)** mit rang(A) = 4 und A" = A. Fiir A gibt es jetzt nach den vorheri-

gen Satzen und Argumenten zwei Moglichkeiten. Entweder es existiert eine invertierbare
Matrix B € F3X4, sodass!?

t
B 0 B 0
B'AB =1, = <6t D M (Gt D — 15, (3.69)

Damit folgt fiir den Quadrikpaarpartner:

t /
B'o’AB = o'B'AB = d'1, = (g (D M (égt (15) = (0‘6}4 (D : (3.70)

Definiere nun wie schon zuvor Oy, . als die Lorentz-Gruppe der so entstandenen Biquadrik,
also

/ /
O1,.0r = ({L € PYF,| L'15L = 15 und L' (0‘6}4 (D L= (QG}“ ?)} o>. (3.71)

Mit der gleichen Rechnung wie in (2.78) auf Seite 30 und (3.55) auf Seite 41 ldsst sich jetzt
zeigen, dass die Abbildung

(bB : .,%; — 01570/, Ar— ¢B(A> = BilAB (372)

ein Gruppenisomorphismus ist. Fiir diesen Fall ist also gezeigt, dass .£,=01; .

Existiert andererseits die Matrix B mit den gewiinschten Eigenschaften nicht, so gibt es
wieder nach vorherigen Argumenten, eine invertierbare Transformationsmatrix B € F;‘X“
mit

«

BAB = (%f O) . (3.73)

12An dieser Stelle sei vermerkt, dass es sich bei den 5 x 5 Matrizen um projektive Matrizen handelt.
Diese sind also eigentlich Aquivalenzklassen beziiglich Homogenitit. Um die Notation zu vereinfachen
verzichten wir jedoch auf die Aquivalenzklassenschreibweise, beachten aber, dass die Matrizen nur
bis auf skalare Vielfache bestimmt sind. Die Untermatrizen jedoch sind gewéhnliche Matrizen, da
Homogenitdt nur fiir die gesamte Matrix gilt.
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3.2 Die Lorentz-Gruppe der vierdimensionalen Raumzeit

Zu beachten ist hier, dass es solch eine Transformation B nach der Konstruktion und Satz
3.8 fiir jede beliebige Nichtquadratzahl « gibt, also insbesondere auch fiir o = (o/)~!, denn
da o' Nichtquadratzahl ist, ist nach Korollar 3.3 auch das zugehérige inverse Element eine
Nichtquadratzahl. Damit folgt:

~ t ~ 13
B 0 B 0 -
<6t DM(@S D: (a/)! 1 —: M’ (3.74)

Wendet man jetzt die gleiche Transformation auf den Quadrikpaarpartner M an, so erhilt
man:

~ t ~ 1 0

B 0> — (B 0) o/(_.3 )

= {w — —_= t n—1 =
(Ot 1 (Ot 1 O (O./)

1
_ (0“3 12> _ (13 (a,)_112) —. 0, (3.75)

wobei fiir die gesamte Rechnung jeweils die leeren Eintrdge der Matrizen mit Nullen zu
fiillen sind. Im letzten Schritt wurde verwendet, dass die Matrizen nur bis auf skalare
Vielfache bestimmt sind. Sei jetzt wieder T-' die Matrix aus (3.50), diesmal jedoch fiir
o/. Es gilt also T7'1,T! = a'1,. Damit folgt:

13 ! (13 (L 0 . (/)'14 0 Y
() ()= (5 D)= (5 e

und fiir den Quadrikpaarpartner M ergibt sich:

(13 T1>tﬁ (13 T 1) :15' o

Sei jetzt D die Verkettung, also das Matrixprodukt der Transtormatinsmatrizen die M
auf M"” und M auf 15 abbilden, dann definiert nach der gleichen Rechnung wie zuvor die
Abbildung

¢D : gp — 015,(a’)—17 A— D7'AD (378)

einen Isomorphismus zwischen den beiden Gruppen, und es ist .£,=O01, (o).

Um den Beweis zu vollenden miissen wir noch zeigen, dass fiir eine beliebige Nichtqua-
dratzahl a die Gruppe O1, ,, isomorph zur vierdimensionalen orthogonalen Gruppe Oy ist.
Im Folgenden soll gezeigt werden, dass dies bereits fiir jede beliebige Zahl ¢ € F, : ¢ # 1
gilt, und daher insbesondere fiir jede Nichtquadratzahl. Es sei hierfir A € Oy, , wobei
1 # o € F, eine beliebige Nichtquadratzahl ist. Dann gilt offensichtlich:

A15A = 1 und A (“14 1) A= (O‘14 1) . (3.79)
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3 Symmetrische Bilinearformen in endlichen Vektorraumen

Aus der ersten Bedingung folgt A™! = A? & A~' = A und damit auch:

(0‘14 1) A=A (al‘* 1) . (3.80)

A lésst sich jetzt explizit als Matrix darstellen. Es gelte also:
Cc r
A= < 7 z> . (3.81)

Aus Gleichung (3.80) folgt jetzt zusammen mit der Komponentenschreibweise von A:

() =" )G )-GO )=(r D) o=

Woraus durch Vergleich der Komponenten von der beiden Matrizen, da « als Nichtqua-
dratzahl ungleich 1 ist, folgt

l

8
8y
I

=ar & 0,
(3.83)
& 0.

<y
<
I

Q

<y
Il

Daher ist A bereits von der Gestalt

- (E0) (00, o

wobei wieder die Tatsache verwendet wurde, dass die projektive Matrix nur bis auf skalare
Vielfache bestimmt ist, sowie C' = %C ist. Jetzt kann zuséatzlich die erste Bedingung aus
(3.79) verwendet werden. Damit folgt fiir C:

ct 0\ (C 0 g
At A tey
15_AA_(0 1) (0 1)@00—14. (3.85)

Umgekehrt ist die Matrix

A= (g ‘1)) (3.86)

fiir alle C' mit C'C' = 1, ein Element aus O1,.o- Es gilt also:

_ é 0 4x4 Y
Oty = <{(o 1) eP Fq|CC'—14},o>. (3.87)

Jetzt ist zudem, aufgrund der Blockdiagonalgestalt der Elemente von Oy, ,, die folgende
Abbildung ein Gruppenisomorphismus:

f:0(1y) — Oy, 4 C+— ((5 [1)) . (3.88)
Dass dies ein Isomorphismus ist, ist offensichtlich. Damit ist schliefslich gezeigt, dass fiir
alle o € F, ungleich 1, also insbesondere auch fiir alle Nichtquadratzahlen, Oy, , iso-
morph zu O(1,) ist. Damit ergibt sich insgesamt aufgrund der Transitivitét der [somorphie
2,=0(1,), was die Aussage beweist. O
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3.2 Die Lorentz-Gruppe der vierdimensionalen Raumzeit

Bemerkung. Ist die Darstellungsmatriz A also von der Form A = diag(1,1,1, ) und ist
damit nach der Klassifizierung aus (3.2) auf Seite 42 vom minus-Typen, so ldsst sich die
Darstellungsmatrixz M der zugehdrigen Quadrik zwar nicht auf die Finheitsmatriz abbilden,
allerdings ist dies dann fir deren Partner M mdglich. Damit tauschen die Darstellungs-
matrizen der beiden Quadriken M und M in gewisser Weise ihre Rollen gegeniiber dem
vorherigen Fall. Hier wdre sicherlich eine Interpretation aus physikalischer Sicht inter-
essant. Womdaglich kann so auch die Normalform einer Biquadrik mit Standardzentrum
aus Satz 2.2/ besser verstanden werden.

Da jeder Punkt der Raumzeit, durch das Biquadrik-Feld, mit einer eigenen Biquadrik
ausgestattet wird, und diese im Allgemeinen verschieden sind, ist es zundchst notig fiir je-
den Punkt der Raumzeit eine separate Lorentz-Gruppe .7, zu definieren. Mit diesem Satz
ist jedoch gezeigt, dass alle diese Lorentz-Gruppen bereits isomorph zur nicht-projektiven,
vierdimensionalen orthogonalen Gruppe O, sind. Daher kann diese als eigentliche Lorentz-
Gruppe der so konstruierten Raumzeit angesehen werden. In jedem Raumzeitpunkt befin-
det sich eine zu Oy, isomorphe Gruppe, welche sich aus dieser durch Anwendung der zuvor
beschriebenen Transformationen erzeugen lasst. Es ist also in jedem Punkt der Raumzeit
eine isomorphe Kopie von Oy, der eigentlichen Lorentz-Gruppe, angeheftet. Damit besitzt
die endliche projektive Raumzeittheorie eine lokale Invarianz unter dieser Lorentz-Gruppe.
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4 Zerlegung der endlichen
Lorentz-Gruppe

Mit den vorherigen Uberlegungen ist die Gruppe der Lorentz-Transformationen der zu-
vor konstruierten endlichen Raumzeit identifiziert. Diese ist gerade die Gruppe Oy, deren
Elemente orthogonale linearen Transformationen des vierdimensionalen affinen Raumes
iber dem endlichen Korper F, sind. Wiinschenswert wére es jedoch, aus der abstrakten
Untersuchung der Lorentz-Transformationen eine, der praktischen Anwendung zutrégli-
che, konkrete Matrixdarstellung dieser zu gewinnen. So kénnte dann beispielsweise auch
die Ordnung der Lorentz-Gruppe bestimmt werden. Es soll also eine Art Normalform der
Lorentz-Transformationen der endlichen Raumzeit gefunden werden, wie dies aus der spe-
ziellen Relativitatstheorie bekannt ist. Deshalb sollen im folgenden Kapitel orthogonale
Gruppen iiber endlichen Korpern K untersucht werden.

4.1 Der Fall in zwei Dimensionen

Eine solche Normalform lisst sich fiir den Spezialfall einer zweidimensionalen! Raumzeit
problemlos finden. Um dies zu erreichen, muss das aus der Orthogonalitéit der Transfor-
mationen entstehende Gleichungssystem geldst werden. Es gilt?:

L e 0(12) ~ LtlgL = 12. (41)

Diese Bedingung lésst sich nun in Komponentenschreibweise {ibertragen, indem wie zuvor
die Lorentz-Transformation als invertierbare Matrix geschrieben wird. Fiir den Fall einer
zweidimensionalen Raumzeit lasst sich das entstehende Gleichungssystem losen und es
ergibt sich:

o 1 0\ (L Ls\ (L L)\ [ L*+L% LiLy+ LsL,
Ll?L—lﬂi*(o )=\ )\ n) " \oimtran, rzerz )0 42

'Das hier untersuchte Raumzeitmodell ist vierdimensional. Damit stellt der zweidimensionale Fall of-
fensichtlich nicht das volle Problem dar, jedoch lassen sich aus der Vereinfachung des Problems auf
zwei Dimensionen wertvolle Erkenntnisse gewinnen und auf den vierdimensionalen Fall iibertragen.
Weiterhin ist der zweidimensionale Fall durch die in der Argumentation verwendete Unterscheidung
in gerade und ungerade Dimensionen néher als eine Vereinfachung in drei Dimensionen.

2Wir schreiben O(1), da, anders als in vier Dimensionen, je nach Wahl des Grundkérpers, diese ortho-
gonale Gruppe vom minus- oder plus-Typen sein kann.
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4 Zerlegung der endlichen Lorentz-Gruppe

Man erhilt also ein quadratisches Gleichungssystem fiir die Komponenten der Transfor-
mationsmatrix L. Als allgemeine Losung erhélt man:

I a —ov1 —a?
\WV1=a? oa ’

wobeia € K: v/1 —a? € Kund o = 1 ein Vorzeichen ist. Da der zugrundeliegende Kérper
K endlich ist, ldsst sich die Lorentz-Gruppe in zwei Dimensionen aufserdem abzéhlen. Die
Anzahl der Lorentz-Transformationen wird dabei durch die Anzahl der Korperelemente
mit obiger Bedingung bestimmt. Dies sind gerade die a € K, fiir die gilt:

(4.3)

t

a\' /1 0 0\ [a
JreK:|z] [01 0] [z]=0. (4.4)
1/ \o o -1/ \1

Diese Gleichung beschreibt die affinen Punkte einer projektiven Quadrik. Es bezeichne
q = |K| die Ordnung des zugrundeliegenden endlichen Korpers, dann befinden sich auf
einer zweidimensionalen projektiven Quadrik gerade ¢ + 1 Punkte. Die affinen Punkte der
Quadrik lassen sich jetzt einfach berechnen, wenn bekannt ist, wie viele Unendlichkeits-
punkte, das heifit Punkte der Form (z,y,0)!, auf der Quadrik liegen. Diese erhélt man als
Losung der Gleichung

P4yt =0 1==+V-1y. (4.5)

Je nachdem, ob —1 in K also eine Quadratzahl ist und damit die Wurzel v/—1 existiert
oder nicht, gibt es fiir obige Gleichung 2 oder 0 Losungen. Demnach gilt fiir die Anzahl an
affinen Punkten der Quadrik und damit fiir die Anzahl #, von a € K mit /1 — a? € K:

b g+ 1 fir/—1¢K
“ q—1fir/—1€K

Fiir die Ordnung der zweidimensionalen orthogonalen Gruppe folgt nun, da in der Nor-
malform das Vorzeichen o als zusétzlicher Freiheitsgrad auftritt:

109] = 2(q+1) fiir /-1 ¢ K
a4 2(q— 1) fir /-1 €K

Auch fiir den physikalisch bedeutungsvollen Fall von vier Raumzeitdimensionen erhélt
man aus der Orthogonalitdtsbedingung ein quadratisches Gleichungssystem, diesmal je-
doch nicht fiir vier sondern fiir 16 Komponenten. Dieses Gleichungssystem lésst sich aller-
dings nicht mehr ohne Zusatzannahmen an die Komponenten der Transformationsmatrix
l6sen. Es muss also ein anderer Weg gefunden werden, eine Normalform der Lorentz-
Transformationen in vier Raumzeitdimensionen zu finden, beziechungsweise die Struktur
der endlichen, vierdimensionalen, orthogonalen Standardgruppe genauer zu verstehen. Im
Folgenden soll diese Gruppe mit den Methoden der Gruppentheorie genauer untersucht
werden. Hierfiir sind vorerst einige weitere Definitionen und Konzepte notwendig.

(4.6)

(4.7)
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4.2 Kompositionsreihe der Lorentz-Gruppe

Zwar lasst sich fiir die vierdimensionale Lorentz-Gruppe keine einfache Normalform der
Matrixdarstellung mehr finden, wie dies im zweidimensionalen Fall mdglich war, jedoch
kann die Gruppe auf abstrakte Weise zerlegt werden, wodurch deren Struktur verstanden
werden kann, wenn nur die Struktur der einzelnen Bausteine verstanden wird. Um solch
eine Zerlegung vorzunehmen, miissen wir zundchst das Konzept der Kompositionsreihe
einer Gruppe verstehen.

Definition 4.1. Einfache Gruppe (siehe [Ros09] S. 33)
Eine einfache Gruppe ist eine Gruppe G die keinen nichttrivialen Normalteiler besitzt, also
eine Gruppe, fir welche gilt:

N <G= N=1oder N =G, (4.8)

wobei 1 die triviale Gruppe, die lediglich aus einem neutralen Element besteht, bezeichnet.
Jetzt lasst sich der Begriff einer Kompositionsreihe definieren.

Definition 4.2. Kompositionsreihe (vgl. [Ros09] S. 188 [f.)
Es sei G eine Gruppe, eine Kompositionsreihe von G ist eine Rethe von Gruppe G;
(i=0,...,n) fir die gilt:

1=Gy<x G «..<xG, =G, (4.9)

wobei jeweils G;_1 mazximaler Normalteiler von G; ist, oder gleichbedeutend die Faktoren

G;/G;_1 einfach sind.

Bemerkung. Die Faktoren G;/G;_1 fir i=1,...,n nennt man die Kompositionsfaktoren der
Gruppe G. Diese sind nach der Definition einfache Gruppen, es kann also keine weitere
Gruppe in die Kompositionsreihe eingeschoben werden. Daher ldsst sich die Kompositions-
reihe einer Gruppe auch als subnormale Serie maximaler Linge definieren. Zu beachten st
auch, dass nicht jede Gruppe eine solche Kompositionsreihe besitzt. Fxistiert eine Kom-
positionsrethe, so kann die Gruppe auch mehrere besitzen und diese kénnen sich durchaus
unterscheiden. Die Linge der verschiedenen Kompositionsreihen ist allerdings gleich, man
bezeichnet sie als Kompositionslinge. Jede endliche Gruppe besitzt mindestens eine Kom-
positionsreihe und fiir den hier betrachteten Fall sind nur endliche Gruppen von Interesse
(vgl. hierzu [Ros09] S. 188 ff.).

Die Frage nach der Eindeutigkeit einer solchen Kompositionsreihe liefert das Jordan-
Holder-Theorem.

Satz 4.1. Jordan-Holder-Theorem
Es sei G eine Gruppe und
l=Hy<..<H,=0G,

4.10
1=K, <..<K,=G ( )
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4 Zerlegung der endlichen Lorentz-Gruppe

seien zwei beliebige Kompositionsrethen von G. Dann sind die Kompositionsfaktoren der
beiden Serien, also die H;/H;_y und die K;/K;_y bis auf Isomorphie und eine Permutation
der Indizes bereits gleich, es gilt also:

Beweis. Siehe fiir den Beweis [Ros09] S. 190 ff. O

Bemerkung. Die Kompositionsfaktoren einer jeden endlichen Gruppe sind also im Sinne
der Gruppentheorie eindeutig bestimmt und konnen daher als Bausteine der Gruppe be-
trachtet werden. Viele Aspekte der Gruppe lassen sich untersuchen, indem diese fiir die
Kompositionsfaktoren untersucht werden. Sind die Kompositionsreihe und damit die Kom-
positionsfaktoren der endlichen Lorentz-Gruppe also erst einmal bestimmt, so muss nur
noch gekldrt werden, wie sich diese Faktoren zur Lorentz-Gruppe zusammenfiigen lassen.

Die vierdimensionale orthogonale Gruppe ldsst sich also untersuchen, indem eine Serie
von Normalteilern gesucht wird, so dass die entstehenden Quotienten einfach sind. Diese
Normalteiler lassen sich als die Kerne von Gruppenhomomorphismen finden. Hierfiir sei
zunachst vermerkt, dass fiir die Elemente der orthogonalen Gruppe A € Oy aus A'A =1
fiir die Determinante folgt:

det(A)? = det(A') det(A) = det(A'A) = det(l) =1« det(A) = +1, (4.12)

wobei der Determinantenproduktsatz verwendet wurde. Auch folgt aus diesem Satz, dass
die Determinante ein Gruppenhomomorphismus ist. Es gilt also:

det: Oy — 2= ({£1},-), A+ det(A). (4.13)

Den Kern dieses Homomorphismus bilden gerade die Elemente mit Determinante 1. Diese
sind somit ein Normalteiler, den man als spezielle orthogonale Gruppe SO, bezeichnet.
Zusammen mit dem nachfolgenden, ersten Isomorphismentheorem ist damit also gezeigt:

SO, <10y 04/50452 (414)

Die 2 bezeichnet dabei die Gruppe mit zwei Elementen. Da jede Untergruppe dieser ent-
weder die Gruppe selbst oder die triviale, nur aus einem neutralen Element bestehende
Untergruppe ist, ist die Gruppe 2 einfach und damit bereits der erste Kompositionsfaktor.

Satz 4.2. Erstes Isomorphismentheorem
Es seien G und H zwei Gruppen, sowie f: G —» H ein Isomorphismus, dann gilt:

e Kern(f) < G,
e Bild(f) < H,
e Bild(f)=G/ Kern(f).
Beweis. Fiir den Beweis siehe [Ros09] S. 75. O
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4.2 Kompositionsreihe der Lorentz-Gruppe

Jedoch ist SO, selbst nicht einfach, besitzt also nichttriviale normale Untergruppen. Eine
solche Untergruppe® erhilt man als Kern der sogenannte Spinornorm?, diese funktioniert
dhnlich wie die Determinante. Nach dem Carthan-Dieudonné Theorem lésst sich jedes Ele-
ment der speziellen orthogonalen Gruppe in vier Dimensionen als Produkt von Reflexionen
schreiben (sieche [HMO§| S. 272 ff.). Eine Reflexion wird dabei durch folgende Abbildung
definiert:

t
Ty T T — 2—. (4.15)
vty
Die Reflexion negiert also den von v aufgespannten Unterraum (v) und lisst dabei dessen
orthogonales Komplement invariant. In den hier betrachteten Kérpern gibt es jetzt fiir v
zwei Moglichkeiten. Entweder es ist v'v € 2(K) und damit existiert ein A € K mit A = v'v.
Jetzt ldsst sich aufgrund der linearen Struktur des Unteraumes statt v auch A™'v € (v)
betrachten und es gilt (A\~'v)!(A\"'v) = %¥ = 1, der den Unterraum aufspannende Vektor
ldsst sich also auf 1 normieren. Ist dagegen vtv keine Quadratzahl, so ist dies nicht moglich,
die ,Linge® des Vektors v'v ldsst sich dann wie schon zuvor hichstens auf eine beliebige
Nichtquadratzahl « skalieren.

Fiir jede Reflexion bestehen also zwei Moglichkeiten: Entweder wird ein Unterraum auf-
gespannt von einem Vektor mit Lénge 1 negiert, oder aber ein solcher, aufgespannt von
einem Vektor von Lénge a. Da jede Reflexion Determinante —1 hat, die Elemente aus
SO, aber Determinante 1 besitzen, muss wieder nach dem Determiantenproduktsatz, die
gesamte Anzahl an Reflexionen stets gerade sein. So entstehen erneut zwei sich gegenseitig
ausschlieffende Moglichkeiten fiir die Darstellung eines jeden Elements von SO, als Kom-
position von Reflexionen. Entweder ist sowohl die Anzahl #; der Reflexionen, die einen
Unterraum, aufgespannt von einem Vektor mit Linge 1, negieren, als auch die Anzahl #,,
derer, die einen von einem Vektor mit Linge o aufgespannten Unterraum negieren, gerade
oder aber beide Anzahlen #1, #,, sind ungerade. Jetzt ldsst sich die Spinornorm definieren.
Die Spinornorm ist ein Homomorphismus® von der speziellen orthogonalen Gruppe, in
diesem Fall in vier Dimensionen in die Gruppe mit zwei Elementen”.

Definition 4.3. Spinornorm Sp ([Wil09] S. 70)
Es sei A € SOy und #1(N), #4(A\) die zuvor definierten Grofien fir eine beliebige Dar-

3An dieser Stelle sei daran erinnert, dass es nach dem Jordan-Hélder-Theorem keine Rolle spielt in
welcher Reihenfolge wir die Zerlegung der Gruppe vornehmen. Die einzige Notwendigkeit ist, dass die
entstehenden Kompositionsfaktoren einfach sind.

4Vergleiche hierzu [Wil09] Kapitel 3.7.1, 3.9.1, 3.9.2, 3.9.3, sowie [HMO08] S. 272 ff.

SMit Linge ist hier der Wert unter der quadratischen Form gemeint, denn da die Wurzel nicht existiert
ldsst sich keine gewohnliche Léange definieren.

6Auch der Beweis, dass es sich tatsichlich um einen Isomorphismus handelt, kann in [Wil09] nachgelesen
werden.

"Selbstverstindlich lisst sich die Spinornorm genauso auf der kompletten orthogonalen Gruppe definie-
ren.
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4 Zerlegung der endlichen Lorentz-Gruppe

stellung von A als Produkt von Reflexionen. Dann ist die Spinornorm folgende Abbildung:

1 fiir #,(L) € 2N

—1  fiir #,(L) € 2N + 1 (4.16)

Sp: SOy — 2 L»—>{

Zwar ist die Darstellung der Elemente aus SO, als Produkt von solchen Reflexionen nicht
eindeutig. Jedoch ist fiir zwei verschiedene Darstellungen des selben Elementes A € SOy
stets #1(A) € 2N fiir die eine Darstellung genau dann, wenn dies fiir die andere Dar-
stellung der Fall ist. Damit ist die Spinornorm unabhéngig von der Wahl der jeweiligen
Darstellung, also wohldefiniert.

Der Kern der Spinornorm ist dann die Menge der Elemente aus der speziellen orthogonalen
Gruppe, die sich als Produkt einer geraden Anzahl von Spiegelungen an Vektoren mit
Lange 1 und einer geraden Anzahl von Spiegelungen an Vektoren mit Lénge o schreiben
lassen. Diese Menge bezeichnen wir im Folgenden als §24. Es gilt also insgesamt:

Q4 < SO4 und SO4/Q4£2 (417)

Somit ist der zweite Kompositionsfaktor gefunden. Nun gilt allerdings fiir gerade Dimen-
sionen n, und daher insbesondere fiir den vierdimensionalen Fall det(—14) = 1. Daher ist
-1, € SO,. Weiterhin gilt fiir die vier Basisvektoren der Orthonormalbasis (eq, ..., €4),
fur die die symmetrische Bilinearform Darstellungsmatrix 14 besitzt, ele; = d;; und daher
auch ele; = 1. Die durch —14 beschriebene Abbildung negiert gerade die vier Basisvek-
toren und kann daher als Produkt von vier Vektoren mit Lange eins geschrieben werden.
Sie besitzt also Spinornorm eins. Deshalb ist —1, im Kern der Spinornorm €24 enthalten.
Daher gilt:

2=({£14},0) < Q. (4.18)

Der Kern der Spinornorm besitzt also eine nichttriviale Untergruppe. Wie nachfolgender
Satz zeigt, ist diese ein Normalteiler der orthogonalen Gruppe und daher auch Normalteiler
von €2y.

Satz 4.3. Zentrum von Oy
Fiir das Zentrum der vierdimensionalen orthogonalen Gruppe gilt:

Z(04) = ({£14},0). (4.19)

Beweis. Wir beweisen die Aussage zuerst in zwei Dimensionen, das heift wir zeigen Z(0,) =
({£13},0). Sei also Z € Z(O,) beliebig, dann muss nach der Definition des Zentrums, Z

mit jedem Element der zweidimensionalen orthogonalen Gruppe kommutieren. Dies gilt

also insbesondere fiir die zwei Matrizen

0 1 , 0 —1
XI<1 0)602, X :(1 0)602, (420)
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4.2 Kompositionsreihe der Lorentz-Gruppe

denn diese sind offensichtlich Elemente der orthogonalen Gruppe. Somit erhélt man unter
Verwendeung der Parameterform von Z € Z(0,),

Z = <‘2 Z) , (4.21)

fiir die Komponenten folgende Bedingungen:
XZ=ZX<a=d,b=cund X'Z=72X"&a=d, b=—c. (4.22)

Daher gilt insgesamt, da umgekehrt jede skalare Matrix mit Determinante gleich 1 ein
Element des Zentrums ist: Z € Z(0,) < Z = aly. Z ist also bereits eine skalare Matrix.
Auberdem besitzt Z Determinante eins, +1 = det(Z) = a?, also folgt Z(O,) = +1,.

Jetzt erhélt man fir Z € Z(0O4) mit der Blockmatrixaufteilung,

(0 1 , (0 -1, (A B
X—(12 0)604, X—<12 0 )604, Z_(C D), (423)

dasselbe Ergebnis wie schon zuvor, diesmal jedoch fiir die 2 x 2-Blocke. Z ist also eine
Blockdiagonale Matrix und die beiden Diagonalblocke sind identisch.

Ze2(0.) e 7 - (g‘ 31) | (4.24)

Zudem muss jedes Element des Zentrums mit den beiden folgenden Matrizen kommutieren,
denn diese sind offensichtlich Elemente der orthogonalen Gruppe:

(G o) (G9)
X = , X' = : (4.25)
0 0 1 0 0 —1
10 1 0
Daraus ergibt sich insgesamt fiir Z:
ZX =XZund ZX' = X'Z & Z = al,. (4.26)

Jetzt folgt, da det(Z) = a?, somit insgesamt fiir das Zentrum Z(0,) = 41, denn wie
schon zuvor ist jede skalare Matrix mit Determinante 1 aus dem Zentrum. O]

Bemerkung. Damit ist auch gezeigt, dass +1, <1 Oy und daher auch ein Normalteiler
von €y ist, denn da £1, < Oy, gibt es einen Homomorphismus ¢ mit Kern(¢) = £1,.
Diesen konnen wir ohne Weiteres auf 4 einschrinken, um das gewiinschte Ergebnis zu
erhalten.

Teilt man den zweielementigen Normalteiler aus €24 heraus, so erhélt man die projektive
Gruppe Py = €4/2. Allerdings ist auch diese in vier Dimensionen nicht einfach. Es
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4 Zerlegung der endlichen Lorentz-Gruppe

miissen also weitere Untergruppen in die Kompositionsreihe eingeschoben werden. Mit
Methoden der Darstellungstheorie kann gezeigt werden, dass gilt:

Wobei PSLy = SLo/2 die projektive, spezielle lineare Gruppe bezeichnet, das heifit die
Gruppe der invertierbaren, bis auf skalare Vielfache bestimmten 2 x 2 Matrizen mit De-
terminante gleich 1 und Eintrédgen in K. Wie man dieses Resultat genau erhéilt, kann in
[Wil09] Kapitel 3.11 auf Seite 96 ff. nachgelesen werden. Der genaue Beweis ist hier nicht
aufgefiihrt, da dieser einige Methoden und Konzepte der Darstellungstheorie verwendet
und den Umfang dieser Arbeit zu sehr ausweiten wiirde.

Das Symbol x bezeichnet das sogenannte direkte Produkt. Mit diesem kénnen aus beste-
henden Gruppen neue Gruppen erzeugt werden. Genauer ist dies sogar die einfachste Art
einer sogenannten Gruppenerweiterung. Was dies bedeutet, soll jedoch erst im folgenden
Kapitel prazisiert werden. An dieser Stelle geniigt es zu definieren, wie das direkte Produkt
zweier Gruppen konstruiert wird. Man unterscheidet hierbei zwischen dem internen und
dem externen direkten Produkt.

Satz 4.4. Direktes Produkt
Es seien firi=1,...,n (Gy,0;) Gruppe mit neutralem Element e;, und

Gi X ... x Gy ={(a1,...,an) | a; € G; firi=1,...n} (4.28)

set das kartesische Produkt der zugrundeliegenden Mengen. Dann wird dieses, ausgestattet
mit der inneren zweistelligen Verkniipfung,

0: (G X ... xGp) X (G X ... XxGp) — Gy X ... x Gy

4.29
(a1, ...y an), (b1, ..., b)) — (ag 01 by, ..., @y 0y by), ( )

selbst zu einer Gruppe G . Diese Gruppe bezeichnet man als direktes Produkt der G; und
schreibt

G=G; x..xG,. (4.30)
Beweis. Fiir den Beweis siehe [Ros09] S. 140. O

Satz 4.5. Internes direktes Produkt
Es sei G eine Gruppe und H und J Untergruppen von G, fir die gilt: H <1 G, J < G,
HnJ={1} und HI ={hoj|h€ H,j € J} =G. Dann gelten folgende drei Aussagen:

(i) Falls g = hj mit g € G,h € Hj € J, dann sind h und j durch g eindeutig bestimmit.
(i1) Fiir alle h € H und j € J gilt hj = jh.
(ii)) G=H x J=J x H.

Dann bezeichnet man G als internes direktes Produkt seiner Untergruppen H und J.
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4.2 Kompositionsreihe der Lorentz-Gruppe

Beweis. Siehe hierfiir [Ros09] S. 141. O

Bemerkung. Dieses Resultat lisst sich problemlos iterativ auf endlich viele Untergrup-
pen erweitern. Weiterhin gilt umgekehrt natirlich auch fir jede Gruppe, die als externes
direktes Produkt erzeugt wird, also fir zwei beliebige Gruppen H und K und die Gruppe
G=HxK, H=EH x1 <1 G und K=1 x K < G und damit gelten natirlich auch alle
zuvor fiir das interne direkte Produkt genannten Aussagen (vgl. S. 140 ff. in [Ros09]).

Um aus diesem Ergebnis Informationen iiber die Struktur von €2, zu gewinnen, verwenden
wir einige weitere Isomorphismentheoreme.

Satz 4.6. Zweites Isomorphismentheorem
Es sei G eine Gruppe H < G und K < G, dann gilt: K < HK < G und

H/(HNK)=HK/K. (4.31)
Beweis. Siehe hierfiir [Ros09| S. 77. O

Satz 4.7. Drittes Isomorphismentheorem
Es sei G eine Gruppe und H, K seien Untergruppen von G mit K < H < G, dann gilt:

G/H = (G/K)/(H/K). (4.32)
Beweis. Siehe [Ros09] S. 79. O

Satz 4.8. Viertes Isomorphismentheorem?®

Es sei wieder G eine Gruppe und N < G. Weiterhin sei 9 die Menge aller Untergruppen
A < G mit der Eigenschaft, dass N < A < G sowie A die Menge der Untergruppen von
G/N, dann definiert

¢»:9 — N A— A/N (4.33)
eine bijektive Abbildung.
Beweis. Siehe fiir den Beweis [Ros09] S. 78. O
Korollar 4.1. Aus dem vierten Isomorphismentheorem erhdlt man zudem:
e AKG<& A/N <G)N,

e A<G< A/N < G/N.

8Wir bezeichnen diesen Satz als viertes Isomorphismentheorem. Es gibt allerdings Autoren, die ihn als
drittes Isomorphismentheorem bezeichnen und den hier als drittes Isomorphismentheorem aufgefithrten
Satz als viertes Isomorphismentheorem. Alternativ gibt es auch die Bezeichnung Korrespondenztheo-
rem.
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4 Zerlegung der endlichen Lorentz-Gruppe

Jetzt lasst sich zeigen, dass gilt:

und damit mit dem vierten Isomorphismentheorem SLo <1 €4 ist. Fiir den zugehorigen
Quotienten gilt jetzt nach dem dritten Isomorphismentheorem:

Q4/SLo=(/2)/(SLs/2) = PQ/PSL,. (4.35)

Nach der Definition des direkten Produktes und dessen Eigenschaften sowie zusammen
mit dem zweiten Isomorphismentheorem gilt:

PQu/PSLy = (PSLy x PSLy)/PSLy = PSLyPSLy/PSLy=PSLy/1 = PSly, (4.36)

wobei verwendet wurde, dass die beiden Faktoren des direkten Produktes sich nur im
neutralen Element schneiden. Damit erhalten wir insgesamt:

SLQ < Q4 und Q4/SL2 = PSL2 (437)

Da die Gruppe PSLs einfach ist (vgl. hierzu [Wil09] S. 45 ff.), ist ein weiteres Element
der Kompositionsreihe und damit ein weiterer Kompositionsfaktor gefunden. Die Unter-
suchung der inneren Struktur von SL. gestaltet sich jetzt einfach. Die einzige normale
Untergruppe ist

2 = ({£1,},0) < SL,. (4.38)

Dies ist gleichzeitig das Zentrum der Gruppe, da 1, die einzigen skalaren 2 x 2 Matrizen
sind mit Determinante gleich eins. Teilt man das Zentrum von S Ly heraus, so erhélt man
wie schon zuvor die projektive Gruppe PSLs. Auferdem besitzt die Gruppe mit zwei Ele-
menten keine nichttriviale Untergruppe und daher auch keinen nichttrivialen Normalteiler.
Sie ist daher einfach. Es lassen sich also keine weiteren Faktoren mehr in die subnormale
Serie einschieben, diese besitzt also maximale Lange und ist daher bereits die gesuchte
Kompositionsreihe:

1<92<1SLys <1Qy <1504 <1 0y. (439)
Fiir die zugehorigen Kompositionsfaktoren erhalten wir dann:

{PSL,, PSL,,2,2,2}. (4.40)

4.3 Die n-dimensionale Lorentz-Gruppe

Schliefslich soll kurz die Verallgemeinerung auf eine n-dimensionale Raumzeit diskutiert
werden. Hierflir sei zunéchst n € 2N gewdhlt und P"F, sei die zugehorige projektive
Raumzeit. Die gesamte Argumentation aus Satz 3.13 lasst sich dann wiederholen, sodass
wir erhalten:

2,20, (4.41)
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4.3 Die n-dimensionale Lorentz-Gruppe

Auch der Anfang der Zerlegung der orthogonalen Gruppe funktioniert identisch, wir kon-
nen also durch die Determinante und die Spinornorm zweimal eine Gruppe mit Ordnung
zwei herausteilen und erhalten €,, als Kern der Spinornorm. Jetzt besteht ein wesentlicher
Unterschied zum vierdimensionalen Fall. Teilen wir das Zentrum aus 2,, heraus und er-
halten so die projektive Gruppe Pf2,, so ist diese fiir n > 5 einfach (vgl. S. 74 [Wil09)]).
Wir erhalten damit einen Faktor weniger in der Kompositionsreihe.

Ist andererseits n € 2N + 1, so sind die beiden Matrizen der Normalform (2.24) der
Biquadrik (M, M) mit Standardzentrum, A und oA, Elemente aus F, ", wobei n ungerade
ist. Der Fall, dass diese sich durch Basiswechsel auf die Einheitsmatrix abbilden lassen
kann dann wieder analog behandelt werden. Ist dies nicht der Fall, so existiert eine Basis
beziiglich welcher A die Form A = diag(1,...,1,a™!) besitzt. Dann gilt:

1,1 al,
M = ™t , M= 1 : (4.42)
1 1

Da n — 1 eine gerade Zahl ist, lassen sich die oberen n — 1 Diagonaleintrige von M durch
eine geeignete Transformation auf eins normieren. Somit erhélt man:

—1 -
M:Cy%]>’M:M% (4.43)

und damit wieder:
Z,=0,,. (4.44)

Die Lorentzgruppe ist somit fiir eine beliebig dimensionale Raumzeit isomorph zur ent-
sprechend dimensionalen, orthogonalen Gruppe.
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5 Zusammentigen der Faktoren

Nun sind die Kompositionsfaktoren der endlichen, vierdimensionalen orthogonalen Gruppe
ermittelt. Nach dem Jordan-Holder-Theorem sind diese zudem eindeutig bestimmt. Um
jetzt allerdings Nutzen aus diesem Wissen zu ziehen, muss geklart werden wie sich die
Gruppe Oy aus diesen Faktoren zusammenfiigen lasst. Zwar sind die Kompositionsfakto-
ren einer Gruppe, sofern diese eine Kompositionsreihe besitzt, eindeutig bestimmt, jedoch
gibt es im Allgemeinen verschiedene, nicht isomorphe Gruppen mit der gleichen Kompo-
sitionsreihe. Dies liegt daran, dass es eine Vielzahl verschiedener Arten gibt, die einzelnen
Faktoren zusammenzufiigen. Bis heute sind noch nicht alle diese Arten klassifiziert. Dies
bezeichnet man als das ,Erweiterungsproblem' der Gruppentheorie (vgl. S. 196 ff. aus
[Ros09]).

Um also genau zu verstehen, wie die orthogonale Gruppe aus ihren Kompositionsfaktoren
aufgebaut werden kann, muss zuerst das Konzept einer allgemeinen Gruppenerweiterung
verdeutlicht werden.

5.1 Methoden der Gruppenerweiterung

Definition 5.1. Kurze exakte Sequenz ([Kar89] S. 53)
Eine kurze exakte Sequenz ist eine Serie von Gruppen und Homomorphismen zwischen
diesen,

1— AL B4 00—, (5.1)

wobei f ein Monomorphismus das heifit injektiv und g ein Epimorphismus also surjektiv
ist. Zudem ist Bild(f) = Kern(g).

Bemerkung. Da f injektiv ist, kann dies als Einbettung von A in B angesehen werden,
denn die Abbildung f : A — Bild(f) ist dann bijektiv und als Bild eines Homomorphismus
ist Bild(f) < B eine Untergruppe von B. A ist also isomorph zu einer Untergruppe von B
und da, Bild(f) = Kern(g), ist diese Untergruppe sogar ein Normalteiler. Also gilt bis auf
Isomorphie:

A< B. (5.2)

Nach dem ersten Isomorphismentheorem gilt jetzt Bild(g)=B/Kern(g)=B/A und da g
surjektiv ist, gilt bis auf Isomorphie

C = B/A. (5.3)

'Engl. ,extension problem".
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5 Zusammenfiigen der Faktoren

Jetzt lasst sich auch das Konzept einer Gruppenerweiterung definieren.

Definition 5.2. Gruppenerweiterung ([Kar89] S. 53)
Es seien A und C zwei Gruppen, dann nennt man B eine Gruppenerweiterung oder kurz
eine Erweiterung von C mit A, wenn eine kurze exakte Sequenz der Form

1— AL B-%0—1 (5.4)

existiert. Ist B also eine Erweiterung von C mit A, so ist wieder bis auf Isomorphie A 1 G
und C = B/A. Fir ,B ist Erweiterung von C mit A“ schreiben wir im Folgenden kurz
B=C.A.

Die einfachste Art einer Gruppenerweiterung ist gerade das zuvor definierte direkte Pro-
dukt, denn wenn G = H x J dann ist offensichtlich H < G und G/H = J, wie zuvor
gezeigt wurde. Demnach existiert also auch folgende kurze exakte Sequenz:

1—H-L 657 —1. (5.5)

Wobei diesmal f schlicht die Einbettung von H in G beschreibt und g die kanonische
Projektion auf den Faktor J ist. Tatsédchlich ist G genau dann das direkte Produkt der
beiden Gruppen H und J, wenn sowohl G = H.J als auch G = J.H gilt; wenn also eine
kurze exakte Sequenz der Form

l1—H—G—J—1, (5.6)
aber auch die umgekehrt kurze exakte Sequenz,
l—J—G— H—1, (5.7)

existiert. Weiterhin sind fiir unsere Zwecke sogenannte Split-Extensions von grofer Bedeu-
tung, denn es besteht ein Eins-zu-eins-Zusammenhang zwischen diesen und den sogenann-
ten semidirekten Produkten, die das Konzept des direkten Produktes verallgemeinern.

Definition 5.3. Semidirektes Produkt (vgl. [Ros09] S. 151)
Es sei G eine Gruppe, sowie K <1 G und A < G, mit den Figenschaften, dass

G=AK und An K = {1}, (5.8)

dann bezeichnet man G als (internes) semidirektes Produkt der beiden Gruppen A und K
und schreibt:

G=AxK. (5.9)

Bemerkung. Anders als beim direkten Produkt wird hier also nur gefordert, dass eine
der beiden Gruppen Normalteiler von G ist. In unserer Notation kennzeichnen wir diese,
indem wir sie stets an die rechte Seite des Symbols schreiben.
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5.1 Methoden der Gruppenerweiterung

Satz 5.1. Ist G = A x K so gilt:
VgeG:FacAkeK:g=aok. (5.10)
Beweis. Siehe [Ros09] S. 152. O

Genau wie zuvor beim direkten Produkt lésst sich neben dem eben definierten (internen se-
midirekten) Produkt zweier Untergruppen auch ein (externes) semidirektes Produkt zweier
beliebiger Gruppen konstruieren. Analog zum externen direkten Produkt wird auch hier
auf der Produktmenge der beiden zugrundeliegenden Mengen eine Verkniipfung definiert.

Satz 5.2. (externes) Semidirektes Produkt

Es seien A und K zwei Gruppen, sowie ¢ ein Homomorphismus ¢ : A — Aut(K), dann
wird das kartesiche Produkt A x K zusammen mit der folgenden inneren zweistelligen
Verkniipfung:

(a1, k1) o (ag, ko) := (a1 o az, p(az) (k1) o ko), (5.11)

selbst zu einer Gruppe, die man als (externes) semidirektes Produkt von A mit K beziiglich
¢ bezeichnet. Wir schreiben hierfir A x4 K.

Beweis. Siehe [Ros09] S. 153 ff. O

Bemerkung. Genau wie zuvor beim direkten Produkt resultiert die Unterscheidung in
internes und externes semidirektes Produkt nur daher, dass die beiden Fille auf unter-
schiedliche Weise konstruiert wurden. Identifizieren wir A mit A x4 e und genauso K mit
e Xy K, so erhalten wir genau wie fir den internen Fall A < A x4 K und K < A x4 K.
Umgekehrt ldsst sich fiir das interne semidirekte Produkt stets ein Homomorphismus fin-
den, sodass die auf dem internen semidirekten Produkt definierte Multiplikation mit der
des externen semidirekten Produktes tbereinstimmt (siehe hierzu [Ros09] S. 152).

Definition 5.4. Split-Extension ([Kar89] S. 53)
FEine Split- Extension ist eine Gruppenerweiterung

1— AL B4 0—1 (5.12)
der Gestalt, dass ein Homomorphismus s : C' — B existiert, fiir welchen gilt:
gos=idc. (5.13)
Die Hintereinanderausfiihrung von s und g ist also gerade die Identitdtsabbildung auf C.

Bemerkung. Aus dieser Bedingung folgt bereits, dass die Abbildung s injektiv ist, denn
fiir a,b € C gilt:

s(a) = s(b) = gos(a) =gos(b) < a=h. (5.14)

Wie schon zuvor definiert dann die Abbildung s : C'— Bild(s) einen Isomorphismus und
Bild(s) ist eine Untergruppe von B, welche isomorph zu C ist. Daher kann s als Einbettung
von C = B/A in B gesehen werden. Die Erweiterung ist deshalb genau dann eine Split-
FEztension, wenn B/A < B.
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5 Zusammenfiigen der Faktoren

Satz 5.3. Splitting-Lemma
Es sei G eine Erweiterung von A mit K also G = A.K, dann ist dies genau dann eine
Split- Extension, wenn G semidirektes Produkt von A mit K ist; wenn also gilt:

G=AxK. (5.15)

Beweis. Wir fithren den Beweis in beide Richtungen. Sei zunédchst G = A x K dann ist
nach Definition des semidirekten Produktes

K G, AK =G, und KNA = {e}. (5.16)
Definiere jetzt die Einbettung von K in G als
f:K— G, k— f(k) =k (5.17)

Dies ist offensichtlich ein injektiver Homomorphismus. Weiterhin sei h der kanonische,
surjektive Homomorphismus

h:G— G/K, g— h(g) :== hK. (5.18)
Damit haben wir bereits eine kurze exakte Sequenz:

1 K- a/k—1. (5.19)
Unter Verwendung des zweiten Isomorphismentheorems erhalten wir jetzt:
G/K = AK/K=A/(ANK) = A/e=A. (5.20)

Es existiert also ein Isomorphismus zwischen G/K und A < G. Wir verwenden, dass nach
Satz 5.1 fiir jedes g € G eine eindeutige Darstellung als ¢ = a, o k, existiert, wobei
ag € A, k, € K. Der Isomorphismus ist dann gegeben durch:

s:G/K — A, gK +— a,. (5.21)

Wir miissen zeigen, dass s wohldefiniert und ein Isomorphismus ist. Seien hierfiir zunéchst
x,y € G, sodass K = yK zwei Repréasentanten der gleichen Nebenklasse sind, dann gilt:

tK =yK &y 'r € K, (5.22)

und daher mit der eindeutigen Darstellung y = a, o ky:

1

r=yo(y tox)=a,o(k,oy o). (5.23)

Da k, € K und y 'z € K folgt k, oy 'z € K. Somit ist = a, ok, = ay 0 (k,oy 'z
und da die Darstellung eindeutig ist gilt damit: k, = a, o (k, o y~'x). Es folgt: s(y) =
a, = s(x). Damit ist s représentantenunabhéngig, also wohldefiniert. Aufserdem gilt fiir
G>g=agoky

g loag=(agoky)toa, =k oala, =k, € K & gK = a,K (5.24)
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5.1 Methoden der Gruppenerweiterung

und damit folgt fir z,y € G unter Verwendung der Abgeschlossenheit von A als Unter-
gruppe:

s(rK oyK) = s(a,K o a,K) = s((ay 0o ay)K) =

=a, oa, = $(a, K)o s(a,K) = s(xK) o s(yK). (5.25)
Somit ist s ein Homomorphismus. Da aufterdem gilt:
Va e A:aK € G/K und aK — s(aK) = a € A= Bild(s) = A, (5.26)
ist s surjektiv. Desweiteren ist s auch injektiv, denn es ist
s(zK) =s(yK) © ay, = ay = a, K = a, K & 2K = yK. (5.27)

Also ist s ein Isomorphismus. Jetzt gilt offensichtlich fiir ein beliebiges K € G/K:
hos(xK) = h(s(xK)) = h(s(a,K)) = h(a,) = a, K = 2K (5.28)

und da x beliebig gewahlt war, folgt hox = idg k. Damit ist die Erweiterung bereits eine
Split-Extension. Die Riickrichtung ist also bewiesen.

Wir vollenden den Beweis indem wir auch die Hinrichtung beweisen. Sei also umgekehrt
G eine Split-Extension von A und K, dann existiert eine kurze exakte Sequenz

1—K-L e a-—1 (5.29)

und ein Homomorphismus s : A — G : h o g = idy. Deshalb ist s notwendigerwei-
se injektiv. Damit ist die Abbildung § : A — Bild(s) < G ein Isomorphismus und
A=Bild(s) = Bild(s) < G. Da auferdem f injektiv, also K=Bild(f) = Kern(h) ist und h
surjektiv ist, gilt nach dem ersten Isomorphismentheorem Bild(f) < G und A=G/K. Im
Folgenden identifizieren wir die jeweils isomorphen Gruppen und erhalten:

K<G, A<G. (5.30)

Wir zeigen jetzt, dass mit dieser Identifikation der Schnitt K N A nur aus dem neutralen
Element besteht. Wihle hierfiir ein s(x) € Bild(s)=A dann gilt:

s(x) € Kern(h) & hos(z) =e <z =e. (5.31)

Und daher Bild(s) N Kern(h)=A N K = {e}. Fiir das Produkt der beiden Untergruppen?
AK folgt jetzt mit der in Satz 6.2 bewiesenen Formel fiir die Ordnung, zusammen mit
dem Satz von Lagrange:

|G|

IAKIZIAI-IKIZIKI-IG/KIZIKI-WZIGI- (5.32)

2Siehe hierfiir die spiter folgende Definition 6.3.
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5 Zusammenfiigen der Faktoren

Weil zudem?® AK < G, folgt Gleichheit. Wir haben also gezeigt, dass K < G, G = AK,
und AN K = {e}. Damit ist G nach Definition semidirektes Produkt von A und K:

G=AxK. (5.33)
0

Die Struktur der endlichen orthogonalen Standardgruppe kann jetzt untersucht werden.
Diese ist eine sukzessive Erweiterung ihrer Kompositionsfaktoren. Es muss jedoch die pra-
zise Art der jeweiligen Gruppenerweiterung noch gekléirt werden. Wir erinnern uns, dass
wir zu Beginn der Bestimmung der Kompositionsreihe von O, zunéchst zweimal eine Grup-
pe mit Ordnung zwei, also mit zwei Elementen, herausgeteilt haben, einmal mit Hilfe der
Spinornorm und einmal mit Hilfe der Determinante.

Zuerst soll geklart werden, wie O, als Erweiterung von SO, verstanden werden kann. Wir
beginnen die Untersuchung, indem wir zeigen, dass es sich bei dieser Erweiterung um kein
direktes Produkt handelt. Um dies zu zeigen, beweisen wir, dass der einzige Normalteiler
von O4 mit Ordnung zwei die Gruppe 41, also das Zentrum von Oy, ist.

Satz 5.4. Ist N < Oy mit |[N| =2, so gilt bereits: N = +14.

Beweis. Es sei also N = {14, X} < Oy, dann sind die Linksnebenklassen gleich den
Rechtsnebenklassen, fiir alle Elemente von Oy. Es sei nun Y € Oy, dann gilt:

NY =YN<e {V, XY} ={V,YX} & XY =YX. (5.34)
Da Y beliebig gewahlt war, muss also fiir X gelten:
VWY eO,:YX =XY & X € Z(0y) (5.35)

und da |N| = 2 also insbesondere X # 1, folgt nach Satz 4.3 X = —1,, was die Behauptung
beweist. O

Allerdings gilt jetzt fiir SO4 <1 Oy, da in geraden Dimensionen, also insbesondere auch in
vier Dimensionen, det(—14) = 1 ist, {+1,} < SO, und daher natiirlich auch:

SO, N {£1,} = {£1,} # {1}, (5.36)

Die orthogonale Gruppe O, kann nicht als direktes Produkt von SO, und 2 geschrieben
werden. Allerdings ist eine Darstellung als semidirektes Produkt moglich. Um dies zu
beweisen, betrachten wir folgende kurze exakte Sequenz:

1— S0, 150, %52 —1, (5.37)

3Hier verwenden wir, dass K Normalteiler von G ist. Siehe auch hierfiir die spiter folgende Definition
des Untergruppenproduktes 6.3 und den folgenden Satz 6.1.
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5.1 Methoden der Gruppenerweiterung

wobei f die Einbettung von SO, in die orthogonale Gruppe und g die Determinante ist.
Betrachte jetzt die Abbildung

s:2={+1} — Oy, 11, —1—> diag(—1,1,1,1). (5.38)

Y Y )

Die so definierte Abbildung ist ein Homomorphismus. Dies zu zeigen ist trivial. Aufferdem
gilt: det(diag(—1,1,1,1)) = —1 und daher auch:

det os(1) = det(14) =1 und detos(—1) = det(diag(—1,1,1,1)) = —1. (5.39)

Also ist gezeigt, dass det os = idy, die Erweiterung also eine Split-Extension ist. Nach dem
Splitting-Lemma gilt jetzt:

O, =2 % SO, (5.40)

Wir fiithren unsere Untersuchung fort, indem wir jetzt die innere Struktur von SO, be-
stimmen. Wie schon zuvor zeigen wir zunéchst, dass es nicht moglich ist diese Gruppe als
direktes Produkt von 4 < SO; und SO,/24=2 zu schreiben, denn um dies zu ermogli-
chen, miisste ja wieder 2={1,, X} <0 SO, existieren. Mit der gleichen Argumentation wie
zuvor ist dies nur moglich, wenn gilt:

VY € SO, : XY =YX & X € Z(50,). (5.41)

Das Zentrum der speziellen orthogonalen Gruppe Z(S0,) besteht allerdings wieder aus
der Menge {+1,4}.

Satz 5.5. Fir das Zentrum der speziellen orthogonalen Gruppe Z(SOy) gilt:
Z(S0,) = {£+1,}. (5.42)

Beweis. An dieser Stelle sei auf die Untersuchung des Zentrums der allgemeinen orthogo-
nalen Gruppe Oy (Satz 4.3) verwiesen. Die beiden darin verwendeten Matrizen

(01 , (0 —1,

sind bereits in SO, enthalten. Wir betrachten deren Determinante und erhalten:
det(X) = det(14) = 1 und det(X') = det(diag(—1,-1,1,1)) = 1. (5.44)

Hierbei wurde verwendet, dass die Determinante als alternierende Funktion der Spal-
tenvektoren der Matrix aufgefasst werden kann und sich X durch zwei Transpositionen
der Spaltenvektoren in 1, transformieren ldsst, sowie X’ durch zwei Transpositionen in
diag(—1,—1,1,1) verwandelt werden kann. Weiterhin gilt fiir die zwei anderen verwende-
ten Matrizen

X = (g (1)) ! X' = (g _01) ! (5.45)

o1\ [ "~ 0 -1\ |
) ()
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5 Zusammenfiigen der Faktoren

det(X) = det(((l) (1)))2 — (—1)* = 1 und det(X") = det<((1) _01>)2 _ 1’ 1. (546)

Somit sind also alle verwendeten Matrizen bereits Elemente der speziellen orthogonalen

Gruppe und daher lésst sich der Beweis von Satz 4.3 problemlos wiederholen, sodass

Die durch die Darstellungsmatrix —14 beschriebene lineare Abbildung besitzt nach (4.18)
auf Seite 54 allerdings Spinornorm gleich —1 und ist deshalb in €, enthalten. Demnach
folgt fiir den einzigen Normalteiler von SO, mit Ordnung 2:

Qun{xl} = {£1; # {1}, (5.47)

was, wie schon zuvor, eine der Bedingungen fiir die Darstellung als internes direktes Pro-
dukt verletzt. Allerdings kann auch SO, als semidirektes Produkt dargestellt werden. Dies
soll im Folgenden gezeigt werden. Hierfiir wéhlen wir zunéchst a, b € K, sodass

@+ =a € 2(K), (5.48)

dann besitzt der Vektor v, = (a,b,0,0)" € K* offensichtlich als ,Linge* eine Nichtquadrat-
zahl a, denn

a 10 00 a

b 0100 bl o 2

0 oo1ollol=¢ +b° = a. (5.49)
0 0001 0

Zudem befindet sich der Vektor v, innerhalb des von den Basisvektoren ey, e; aufgespann-
ten Unterraums. Jetzt betrachten wir die wie in 4.15 definierte Reflexion an v,, R,. Die-
se negiert den von v, aufgespannten Unterraum und lasst dessen orthogonales Komple-
ment invariant. Nun zerlegen wir den verwendeten Vektorraum in die direkte Summe
K=V =V, @V, wobei V) = (e1,e5),Va = (e3,e4). Weiterhin gilt V5 = V& und da
(va) TV = Vo = Vi C (vy)t. In Vo wirkt R, also wie die Identititsabbildung. In
Vi wirkt die Reflexion an v, dagegen wie die Reflexion am zweidimensionalen Vektor
Va2 = (a,b), Ra2. Daher besitzt R, folgende Matrix-Darstellung:

_ (Ra2 O
R, = ( 0 12> . (5.50)

Betrachtet man jetzt wieder in der orthogonalen Zerlegung von V eine lineare Abbildung,
die einen Vektor mit Lange 1 in V5 negiert und dessen orthogonales Komplement invariant
lasst, beispielsweise die Reflexion an ez, R.,, so lasst sich dies mit der gleichen Argumen-
tation wie zuvor wie folgt darstellen:

(1, 0 . (-1 0
R, = (O Reﬂ) mit Re, 0 = ( 0 1> . (5.51)
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Sei jetzt R die Verkettung der beiden Abbildungen dann folgt:

R=RyoR., — (Rgﬂ RO 2) . (5.52)
€3,

Die Abbildung R kann also als Produkt einer Reflexion an einem Vektor mit Lénge «
und einer Reflexion an einem Vektor mit Lénge 1 geschrieben werden und besitzt daher
Spinornorm —1. Da beide Reflexionen selbstinvers sind, gilt auch:

_ RL 0
R = ( 072 R—l) = R. (5.53)

e3,2
Definiere jetzt folgende Abbildung:
s:2— {14, R} 1+— 1, und —1+— R, (5.54)

dann ist dies offensichtlich ein Isomorphismus. Weiterhin ist die spezielle orthogonale Grup-
pe SO, eine Erweiterung der Gruppe mit zwei Elementen mit dem Kern der Spinornorm
)y, wie folgende kurze exakte Sequenz zeigt:

1— Q-5 so, %21, (5.55)

wobei wieder f die Einbettung von €24 in die spezielle orthogonale Gruppe und g die
Spinornorm ist. Diese Sequenz kann mit der zuvor definierten Abbildung s geteilt werden,
denn

gos(—1)=g(R)=—-1<gos=idy (5.56)
und daher folgt wieder mit dem Splitting-Lemma
SO4 =2X Q4. (557)

Um die Gruppe €24 weiter zu zerlegen, miissen wir eine neue Art der Gruppenerweiternug
einfiihren, das sogenannte zentrale Produkt.

Definition 5.5. Zentrales Produkt (JWil09] S. 82)
Es seien A,B Gruppen, Z(A) das Zentrum von A und Z(B) das von B, sowie
Zy < Z(A) und Zy < Z(B). Weiterhin ezistiere

¢ 2y — 2, (5.58)
ein Isomorphismus zwischen Z1 und Zs. Definiere jetzt:
Z ={(a,¢(a) ") |a € Z} 1 Ax B. (5.59)

Das zentrale Produkt der beiden Gruppen A und B ist dann die Gruppe A x B/Z und wir
schreiben:

Aoy B=Ax BJZ. (5.60)
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Bemerkung. Dass Z Normalteiler von A x B ist, folgt daher, dass Z < Zi; X Zy <
Z(A) x Z(B) < Z(A x B).

Das zentrale Produkt entspricht also dem direkten Produkt, bis auf Herausteilen einer
Untergruppe des Zentrums Z. Viele der Eigenschaften des direkten Produktes lassen sich
daher, wenn auch meist abgeschwécht, auf das zentrale Produkt iibertragen.

Satz 5.6. Es seien wieder A, B zwei Gruppen, A x B bezeichne das direkte Produkt der
beiden Gruppen und A o B sei ein zentrales Produkt, konstruiert beziiglich eines Z gemdf
Definition 5.5. Identifiziere nun A mit A X 1 und B mit 1 x B in A X B, dann existiert
ein surjektiver Homomorphismus ¢ zwischen A x B und Ao B:

¢»:AxB— AoB (a,b) —> ab. (5.61)

Beweis. Folgt direkt aus der Definition des zentralen Produktes als Quotient und der
zuvor gezeigten Existenz des kanonischen Epimorphismus. Fiir weitere Details siehe [Asc00]
Seite 32.

]

Jetzt kann die innere Struktur des Kerns der Spinornorm €2, untersucht werden. Wir
erhalten folgendes Ergebnis.

Satz 5.7. Der vierdimensionale Kern der Spinornorm €4 entspricht dem zentralen Pro-
dukt aus zwei identischen Kopien von SLs, der Gruppe der 2 x 2 Matrizen tiber K mit
Determinante gleich 1:

Q4 = SL2 o) SL2 (562)

Beweis. Der Beweis ist an dieser Stelle unterdriickt und soll zu einem spéteren Zeitpunkt
der Arbeit (siche hierfiir Kapitel 6.1) nachgeholt werden. O

Bemerkung. Das zentrale Produkt ist in diesem Fall eindeutig, denn wie das nachfolgende
Lemma zeigt, gilt fiir das Zentrum von SLs:

Z(SLy) = {*1,}, (5.63)

daher besitzt Z(SLs) nur eine nichttriviale Untergruppe, namlich {£13} und der in De-
finition 5.5 eingefiihrte Isomorphismus ist zwingend die Identitdt. Die Untergruppe Z ist
dann von der Form:

Z ={(a,a™ ') |a € Z(SLy)} = {(1s,15), (—1a, —1,)}. (5.64)
Lemma 5.1. Das Zentrum von SLo besteht aus den beiden skalaren Matrizen £15.
Beweis. Fiur X € Z(SLs) gilt:

VY € SLy: XY =YX, (5.65)
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daher folgt dies insbesondere fiir die beiden Matrizen

Y = (é D und V' = G ?) . (5.66)

Jetzt folgt aus der Bedingung, dass X mit den beiden Matrizen Y und Y’ kommutiert,
zusammen mit der Parameterschreibweise

a b
X = (C d), (5.67)
XY =YX&c=0,a=dund XY =Y'X & b=0,a=d. (5.68)

Insgesamt ist also X = al, und da 1 = det(X) = a?, folgt a = £1. Umgekehrt kommutiert
+1 offensichtlich mit jedem Element aus SL,, was die Behauptung beweist. [

Wir haben also bis jetzt gezeigt:
04 =2X (2 X (SLQ o SLQ)) (569)

Da aus der Kompositionsreihe der orthogonalen Gruppe und den vorherigen Uberlegungen
bereits folgt, dass SLy < Q4 und €y/SLy=PS Ly, ist Q4 eine Gruppenerweiterung von
PSLQ mit SLQZ

Demnach ist die Zerlegung in (5.69) noch nicht komplett, da ja SLs noch eine normale
Untergruppe mit Ordnung 2 besitzt und diese noch herausgeteilt werden kénnte. Jedoch
ist die in (5.69) angegebene Zerlegung besser geeignet, um Elemente der orthogonalen
Gruppe in Normalform anzugeben und die Struktur von {24 weiter zu untersuchen.

5.2 Ordnung der endlichen Lorentz-Gruppe

Wir haben also bis jetzt gezeigt, dass die Lorentz-Gruppe der endlichen Raumzeit die vier-
dimensionale orthogonale Gruppe ist. Weiterhin haben wir eine Zerlegung von O, gefun-
den. Aus dieser lasst sich jetzt die Ordnung der orthogonalen Gruppe und damit auch die
Anzahl der Lorentz-Transformationen bestimmen. Fiir den zweidimensionalen Fall wurde
bereits gezeigt, dass fiir |K| = ¢, gerade ¢+ 1 Lorentz-Transformationen existieren, je nach-
dem ob —1 im zugrundeliegenden Korper eine Quadratzahl oder Nichtquadratzahl ist. Fiir
den vierdimensionalen Fall kann die Gruppenordnung zusammen mit dem nachfolgenden
Lemma, direkt aus der Ordnung der Kompositionsfaktoren bestimmt werden.

Lemma 5.2. Es sei G eine Gruppenerweiterung von H mit J, das heiffit G = H.J, dann
gilt fir die Ordnung von G:

G = |H] - |J]. (5.71)
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Beweis. Nach der Definition einer Gruppenerweiterung ist G = H.J, genau dann wenn
eine kurze exakte Sequenz,

1—J-5La-LH—1 (5.72)

existier, wobei f injektiv und g surjektiv ist, sowie J=Bild(f) = Kern(g). Daher ist nach
dem ersten Isomorphismentheorem H=G/J. Die Ordnung von H ist die Anzahl der Ne-
benklassen in GG, das heifst:

|H|=1|G/J| = |G : J|. (5.73)

Jetzt folgt nach dem Satz von Lagrange:
Gl =G J[-[J] = [H]-[J] (5.74)
O

Da die orthogonale Gruppe sukzessiv als Erweiterung der Kompositionsfaktoren aufgebaut
werden kann, erhélt man also deren Ordnung als Produkt der Ordnungen der Kompositi-
onsfaktoren. Es gilt also:

Oy = 2.504 = 2.(2.Q4) = 2.(2.(PSLy.SLy)) = 2.(2.(PSLy.(PSLy.2)))
= |04 = |2]? - |PSLy)*. (5.75)

Natiirlich besitzt die Gruppe mit zwei Elementen Ordnung zwei. Um jedoch die Ordnung
von O4 zu bestimmen, muss noch die Ordnung von PSLy ermittelt werden. Nach dem
Satz von Lagrange erhélt man fiir diese, da PSLy = SLy/2:

1
|SLa| = |PSLy| -2 & |[PSLof = 5 - [SLaf. (5.76)

Wir miissen also die Ordnung von SLs, der Gruppe der 2 x 2 Matrizen mit Determinante
1, ermitteln. Hierzu stellen wir zunéchst die Elemente von SL, als Matrizen dar, dann
gilt:

Ae Sy A= (CCL Z) mit ad — be = 1. (5.77)

Um die Anzahl solcher Matrizen zu bestimmen, untersuchen wir, wie viele Moglichkeiten
fiir die Wahl der Parameter a, b, ¢, d bestehen. Sei dazu wieder |K| = ¢q. Wir betrachten
zuerst den Fall a # 0, dann ist ndmlich

1+ bc

ad —bc=1<d= — (5.78)

Wir kénnen also b und ¢ frei aus K wiahlen und auch a unter der Nebenbedingung a # 0
frei bestimmen. Daher gibt es hierfiir ¢ - ¢ - (¢ — 1) Moglichkeiten. Nun sei @ = 0, dann
folgt:

ad—bc=1c=—b"! (5.79)
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5.3 Anzahl der verschiedenen Biquadriken

und daher gilt insbesondere b,c¢ # 0. Diesmal kann b # 0 frei gewdhlt werden und d
unterliegt keiner Einschrankung. Es gibt also ¢ - (¢ — 1) Moglichkeiten. Somit ergibt sich
die Ordnung der speziellen linearen Gruppe in zwei Dimensionen als

1SLol=¢* - (q—1)+q-(¢q—1)=q-(¢+1)(g—1) =q-(*—1) (5.80)

und daher erhalten wir fiir die zugehorige projektive Gruppe:

1
|PSLy| = 54 (¢* —1). (5.81)
Jetzt lasst sich auch die Ordnung der orthogonalen Gruppe in vier Dimensionen und damit
die Anzahl der Lorentz-Transformationen berechnen:

04 == (q- (¢ —1))-8=2-(q- (¢*—1))%. (5.82)

A

Somit ist die Anzahl der Lorentz-Transformationen der endlichen Raumzeit von der Ord-
nung O(p%).

5.3 Anzahl der verschiedenen Biquadriken

Die Ordnung der Lorentz-Gruppe ist von Bedeutung, da sich aus ihr die Anzahl der ver-
schiedenen Biquadriken berechnen lasst. Somit erhélt man in gewisser Weise die Anzahl an
Freiheitsgraden der endlichen Raumzeittheorie. Um diese Gréfse zu berechnen, bendtigen
wir zuerst die Ordnung der vollen Automorphismengruppe der projektiven vierdimen-
sionalen Raumzeit. Diese ist die projektive lineare Gruppe PGL(4,F,), wir miissen also
berechnen, wie viele projektive 5 x 5 Matrizen mit vollem Rang existieren. Diese kénnen
problemlos aus der Ordnung der gewohnlich fiinfdimensionalen linearen Gruppe berechnet
werden, denn nach dem Satz von Lagrange gilt:

|PGL(n,Fy)| = |GL(n+1,F)/Z(GL(n+ 1,F,)| = !Z|§;GLL(?n++1iFézg)l'

(5.83)

Das Zentrum der linearen Gruppe besteht aus den skalaren Matrizen und besitzt deshalb
Ordnung |Z(GL(n + 1,F;))| = ¢ — 1. Um die Ordnung von GL(n,F,) zu berechnen, ge-
hen wir wie folgt vor: Es gibt gerade so viele n X n Matrizen wie es Vektoren in F} gibt,
denn die Matrizen lassen sich unter Verwendung der Vektoren als Zeilen- bzw. Spalten-
vektoren konstruieren. Die so konstruierten Matrizen sind genau dann invertierbar, wenn
sie Determinante ungleich 0 besitzen und dies ist genau dann der Fall, wenn die Zeilen-
oder Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Wir zéahlen im Folgenden die Moglichkeiten
fiir die Spaltenvektoren mit dem ersten beginnend sukzessive durch. Es bezeichne v; den
i-ten Spaltenvektor, dann kann v; unter der Nebenbedingung v, # 0 frei gewéhlt werden.
Es gibt daher ¢" — 1 Méglichkeiten. Der zweite Vektor vy kann jetzt aus Fj \ (v1) frei
gewahlt werden und es ergeben sich demnach ¢" — ¢ Moglichkeiten. Allgemein kann v;,4
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5 Zusammenfiigen der Faktoren

aus F \ (vy, ..., v;) frei gewdhlt werden und man erhélt deshalb fiir v;,; also ¢" — ¢ Mog-
lichkeiten. Die Ordnung von GL(n,F,) ist dann das Produkt der Auswahlmdglichkeiten
der Spaltenvektoren und man erhélt:

L Fy) = [T = o) (5.84)

n—1 n—2
1 j — n 7
|PGL(n —1,F,)| Iq_—ln(q"—ql) =q¢" " J[@" - o). (5.85)
1=0 1=0

Es sei jetzt (Qpr, Q57) eine beliebige Biquadrik mit Darstellungsmatrixpaar (M, M). Wir
haben zuvor gezeigt, dass dann eine Projektivitat P existiert, sodass die Biquadrik unter
der Projektivitat auf die Standardbiquadrik im Zentrumspunkt abgebildet wird, es also gilt
P*MP~! = 15, P"*MP~! = diag(aly,1) := 15. Definieren wir also folgende Abbildung,
zwischen der projektiven linearen Gruppe und der Menge der Biquadriken % der Raumzeit:

h:PGL(4,F,) — B, P+ (P'1;P~", P'I;P7Y). (5.86)

So ist diese Abbildung offensichtlich surjektiv. Allerdings ist h nicht zwingend injektiv.
Betrachte nun A, B € PGL(4,F,), sodass h(A) = h(B), dann folgt:

h(A) = h(B)
o AM,A =B "1,B und A7'1;A7 = B7'1,B~!

& (BAH)"15(BA™H) ™ =15 und (BA™Y) '1;(BA ) =15
& (BA ey
s3JNe ¥ :BAT=A
& B=AocA.

(5.87)

Zwei Projektivitaten werden also genau dann auf dieselbe Biquadrik abgebildet, wenn sie
sich nur durch Linksmultiplikation* mit einer Lorentz-Transformation unterscheiden. h
wird also injektiv, wenn wir die Elemente von PGL(n,F,) bis auf Multiplikation mit einer
Lorentz-Transformation identifizieren. Betrachte hierfiir den Quotienten PGL(n,F,)/Z
und definiere die Abbildung

h:PGL(n,F,)/. — B, PA+— h(P). (5.88)

Aufgrund obiger Rechnung ist die Abbildung unabhéngig vom Reprisentanten der Aquiva-
lenzklasse PA und daher wohldefiniert. Desweiteren ist 4 injektiv, also folgt zusammen mit
der zuvor gezeigten Surjektivitat Bijektivitdt. Zu beachten ist allerdings hier, dass wir an
keiner Stelle gezeigt haben, dass die Lorentz-Gruppe £ ein Normalteiler von PGL(n,F,)

4Qder dquivalent Rechtsmultiplikation, da . Gruppenstruktur trigt.

74



5.3 Anzahl der verschiedenen Biquadriken

ist, der Quotient triagt also im Allgemeinen keine Gruppenstruktur mehr. Dies ist fiir
den hier betrachteten Fall aber auch nicht notig. Wir haben also eine Bijektion zwischen
PGL(n,F,)/Z und £, daher gilt:

|\#B| = |PGL(n,F,)/Z]|. (5.89)
Nach dem Satz von Lagrange gilt zudem:

[PGL(n, Fy)|

PGL(n,F)/ %] = .

(5.90)

Somit erhalten wir insgesamt fiir die Machtigkeit der Menge der Biquadriken der vierdi-
mensionalen projektiven Raumzeit:

) - LMD 0) Lo (- 1)@ = )+ ). (590

Die Anzahl der verschiedenen Biquadriken ist also von der Ordnung O(p'®).
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6 Darstellung der Lorentz-Gruppe

Bis jetzt ist also gezeigt, dass die Lorentz-Gruppe der endlichen Raumzeit der vierdimen-
sionalen orthogonalen Gruppe Oy gleicht. Die im vorigen Abschnitt definierte Spinornorm
lasst sich auch fiir die gesamte orthoghonale Gruppe definieren. Damit existieren zwei
Gruppenhomomorphismen von O, in die Gruppe mit zwei Elementen, die Spinornorm
und die Determinante. Diese unterteilen die orthogonale Gruppe in vier disjunkte Teil-
mengen. Die Untergruppe (24, fiir deren Elemente sowohl Spinornorm als auch Determi-
nante den Wert eins annehmen, sowie die Untermengen, die durch det™*(1) N Sp~*(—1),
det™'(—=1) N Sp~*(1) und det ' (—=1) N Sp~*(—1) beschrieben werden'.

Im Folgenden soll €24 genauer untersucht werden, da dies als physikalisch relevanter Teil der
Lorentz-Gruppe interpretiert wird. Aufserdem kann jedes weitere Element aus O, als Fol-
ge der Darstellung als semidirektes Produkt auf eindeutige Weise geschrieben werden: als
Produkt eines Elementes aus {24 eines Elementes mit Spinornorm —1 und eines Elementes
mit Determinante —1. Bis jetzt ist €4 lediglich abstrakt, als Normalteiler der orthogonalen
Gruppe, definiert. Fiir viele Aspekte der Physik ist jedoch eine konkrete Darstellung der
Gruppenelemente wiinschenswert, beispielsweise als Matrizen, welche als lineare Transfor-
mationen auf einem Vektorraum wirken. Hierfiir muss der Begriff einer Darstellung, sowie
die Wirkung einer Gruppe zunéchst genauer definiert werden.

Definition 6.1. (Links)- Wirkung (vgl. [Ros09] S. 92 [f.)
Es sei G eine Gruppe, sowie X eine Menge, dann nennt man eine Abbildung

v Gx X — X, (9,2) — Y(g,2) = g.x (6.1)
Gruppenwirkung oder Gruppenoperation, wenn folgende zwei Figenschaften erfillt werden:
(i) YVg,h € G,z € X : (goh).x = g.(h.x),
(ii) Ve € X : l.x = x.

Bemerkung. Analog zur Linkswirkung ldsst sich auch eine Rechtswirkung definieren. Aus
den beiden Axiomen folgt, dass die Gruppenwirkung ein Homomorphismus von der Gruppe
G in die Symmetriegruppe Sym(X ) von X ist.

Definition 6.2. Darstellung (siehe [Ste12] S. 13)
Es sei wieder G eine Gruppe und V ein Vektorraum. Eine Darstellung von G auf V ist ein
Paar (p, V'), wobei

p: G —s GL(V) (6.2)

ein Gruppenhomomorphismus ist.

IMit det™" und Sp~* sind hier die Urbilder der jeweiligen Mengen bezeichnet.
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6 Darstellung der Lorentz-Gruppe

Bemerkung. FEine Darstellung ist also gerade eine Gruppenwirkung auf einem Vektor-
raum, wobei die Gruppe der Vektorraumautomorphismen GL(V') die Symmetriegruppe
Sym(V) won V ist. Das Konzept einer Gruppendarstellung dient dazu, die abstrakten
Elemente einer Gruppe mit linearen Abbildungen auf einem Vektorraum und damit mit
Matrizen zu identifizieren. Der Vorteil besteht darin, dass die Gruppenverkniipfung in die
Matrizmultiplikation tibergefihrt wird und damit auch viele Methoden der linearen Algebra
Anwendung finden”.

6.1 Der Kern der Spinornorm

Um die Gruppe {24 als Matrixgruppe zu untersuchen, muss also eine Darstellung auf dem
vierdimensionalen K-Vektorraum K* gefunden werden. Zunschst konstruieren wir eine vier-
dimensionale Darstellung des direkten Produktes SLs x SLg, von der wir anschlieffend
zeigen, dass die beiden Elemente (1,1),(—1, —1) trivial wirken und das Bild daher bereits
isomorph zu SLs o SLy ist. Dann zeigen wir, dass diese Gruppe eine quadratische Form
vom plus-Typen invariant lasst und deshalb eine Untergruppe von O, ist, woraus schliefs-
lich unter Betrachtung der Ordnungen Gleichheit mit €24 folgt.

An dieser Stelle sei erinnert, dass zwei Vektorrdume, zwischen denen eine bijektive lineare
Abbildung existiert, isomorph heifen und daher im Rahmen der linearen Algebra nicht
unterschieden werden, also als gleich betrachtet werden konnen. Sei nun K?*2? der Vektor-
raum der 2 x 2 Matrizen, mit Eintrigen in K. Dieser ist offensichtlich isomorph zu K, denn

die Abbildung
K2x2 5 (¢ b —
c d

ist natiirlich ein Isomorphismus. Im Folgenden identifizieren wir K* mit K2*2. Definiere
jetzt die Abbildung

p:SLy x SLy — GL(K*?), (A, B) — p(a.p)
mit p(A,B)(M) = (A, B)M = AMB'.

Diese Abbildung ist, wie leicht zu tberpriifen ist, tatsichlich linear. Deshalb existiert fiir
alle (A, B) € SLy x SLy ein S(4,p), sodass gilt:

VM € K*?: (A, B).M = S(apM. (6.5)
Zudem ist p ein Homomorphismus, denn es gilt:
V<A, B), (O, D) € SL2 X SL2 .

pa,B) © pe,py(M) = A(CMD")B" = (AC)M(BD)" = piac,spy(M) = pa,)e(c,p)(M).
(6.6)

o o

€ K* (6.3)
d

(6.4)

2Manche Autoren bezeichnen das Paar (p, X) fiir eine beliebige Menge X und eine Wirkung p von G auf
X als Darstellung von G.
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6.1 Der Kern der Spinornorm

Nach Definition 2.4.10 ist (p, K?*?) eine Darstellung von €. Jetzt untersuchen wir den
Kern von p. Dieser besteht aus den Elementen aus SLs x SLs, fiir die gilt:

(A, B) € Kern(p) < SLy x SLy < VM € K¥2 : AMB' = M. (6.7)

Diese Bedingung gilt also insbesondere fiir die drei Matrizen

b ()0 me (O ) m (00). 65

Damit ergeben sich Bedingungen an die Eintrdge von A, B € SLs fiir die gilt (A, B) €
Kern(p). Bezeichnet man jetzt diese Eintrige mit

A:(Z 2),3:(2 {L) (6.9)

dann folgt AE1B' = F; = ¢g,c = 0 und ae = 1. Aus der zweiten Bedingung erhilt man
AFE3B' = Fy = ah = 1 und f,c = 0 und aus der letzten Bedingung AE3B! = E3 = de = 1
sowie g,b = 0. Somit erhalt man insgesamt:

A= CLlQ, B = 612. (610)

Da aber auch gilt A, B € SL,, ist det(A) = a* = 1 und auch det(B) = ¢* = 1. Es folgt
a,e € {£1} und damit gilt zusammen mit ae = 1 bereits a = e. Somit erhalten wir
A = B = +1,. Umgekehrt ist fiir alle M € K**? offensichtlich (—15)M(—1;) = M und
daher besteht der Kern von p aus den beiden Elementen:

Kern(p) = {(12,12),(—12,—12)}. (611)

Jetzt folgt mit dem ersten Isomorphismentheorem:
Blld(p)ESLg X SLQ/Kern(p) = SL2 X SLQ/{(].Q, 12), (—12, —12)} = SLQ o SLQ (612)

Auferdem lassen die Elemente aus Bild(p) die Determinante invariant, denn mit dem
Determinantenproduktsatz erhédlt man:

Vpiap € Bild(p) : VM € K2
det(ppa.m(M)) = det(AMB') = det(A) - det(M) - det(B) = det(M). (6.13)

Hierbei wurde verwendet, dass A, B € SLy = det(A) = det(B) = 1. Identifizieren wir
jetzt wieder wie schon zuvor K?*2? = K*, so lisst sich die Determinante durch eine Matrix
darstellen:

t

a 0 0 0 1 a
a b bl 1[0 0O -1 0f[0D

det ( d) =ad—bc = clalo 210 o . (6.14)
d 10 0 O d
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6 Darstellung der Lorentz-Gruppe

Die Determinante ist also eine symmetrische Bilinearform?. Betrachte jetzt den durch die
beiden folgenden Matrizen aufgespannten Untervektorraum:

U:<(8 8)(8 8)>:{<g 8>\a,b€K}. (6.15)

Da offensichtlich gilt:
Vu € U : det(u) =0, (6.16)

ist U ein total isotroper Unterraum. Weiterhin besitzt dieser die Dimension zwei. Damit
ist der Witt-Index der Determinante gleich 2, die Determinante also vom plus-Typen, und
daher folgt:

SLy o0 SLy=Bild(p) < Oy. (6.17)

Betrachtet man jetzt die Ordnung von SLy o SLs, so erhdlt man unter Zuhilfenahme des
Satzes von Lagrange:

1

und daher folgt bereits Gleichheit* der beiden Untergruppen der orthogonalen Gruppe
(siehe hierzu [RT98| S. 357 ff.). Es gilt also:

SLQ o SL2£Q4. (619)

Dieses Ergebnis kann nun genutzt werden, indem die Struktur der zweidimensionalen spe-
ziellen linearen Gruppe SLy untersucht wird. Anschliefsend lassen sich FErgebnisse dieser
Untersuchung mittels der gefundenen Darstellung von SLs x SLy auf {24 tibertragen.

6.2 Zerlegung der speziellen linearen Gruppe

Wir beginnen unsere Untersuchung, indem wir zwei disjunkte® Untergruppen der spezi-
ellen linearen Gruppe bestimmen. Dann zeigen wir, dass das interne Produkt der beiden
Untergruppen mit SL, iibereinstimmt und daher jedes Element aus SLs als Produkt zwei-
er eindeutig bestimmter Elemente aus den beiden Untergruppen geschrieben werden kann.
Zunéchst sind jedoch einige weitere Definitionen notig.

Definition 6.3. Untergruppenprodukt (vgl. [Ros09] S. 27)
Es sei G eine Gruppe und S, K < G zweir Untergruppen. Das Produkt dieser beiden Un-
tergruppen ist die Menge

SK :={sk|se S keK}. (6.20)

3Dies wird auch durch det(\ - M) = A? det(M) deutlich.

4Im Sinne von Isomorphie.

®Disjunkt bedeutet hier, dass der Schnitt der beiden Untergruppen nur aus dem neutralen Element
besteht. Disjunktheit im Sinne der Mengenlehre ist fiir die Untergruppen nicht méglich, da sie beide
zumindest das neutrale Element beinhalten.
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6.2 Zerlegung der speziellen linearen Gruppe

Bemerkung. Im Allgemeinen ist das Produkt zweier Untergruppen selbst keine Unter-
gruppe, da noch nicht einmal ein Abschluss unter der Gruppenverkniipfung zwingend aus
der Definition folgt.

Satz 6.1. Es sei G eine Gruppe, S, K < G zwei Untergruppen von G, SK bezeichne das
zuvor definierte Untergruppenprodukt, dann gilt:

o Ist K <G oder S <G dann ist SK = KS <.
o st K1G und S <G, dann ist SK < G.

Beweis. Siehe fiir den Beweis [Ros09] S. 31 ff. O

Satz 6.2. Es seien S, K < G, sowie SNK = {e}, dann gilt fir die Ordnung des Produktes
von S und K:

|ISK| =S| |K]. (6.21)
Beweis. Wir beweisen die Aussage, indem wir zeigen:
Vsl, So € S, kl, ko € K : s1k1 = s9ky & 51 = Sa, ki = ]{]2, (622)

denn dann ist fiir jedes ¢ € SK die Darstellung als Produkt eindeutig und die Aussage
iiber die Ordnung von SK folgt unmittelbar. Es seien also s1,s9 € S und ki, ky € K,
sodass gelte:

Slk’l = 52]{72 =4d. (623)
Daraus folgt unmittelbar:
sy 81 = koky . (6.24)

Da die beiden Untergruppen aber unter Multiplikation abgeschlossen sind, also s,'s; € S
und kok! € K folgt:

s5'81 €ESNK = 55,81 = € & 51 = 59, (6.25)
und genauso folgt fiir kq, ks:
krgkl_leSﬂKék‘gkfl:e@kQ:k‘l. (626)

Die beiden Produktdarstellungen von g sind also bereits gleich und die Aussage damit
bewiesen. O

Betrachte jetzt die Menge der oberen Dreiecksmatrizen in S Lj:

B = {(8 ccl) 1 b,c,d € K,bdzl} = {(8 bfl) \b,ceK,b;éO}. (6.27)
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6 Darstellung der Lorentz-Gruppe

Offensichtlich ist B eine Untergruppe von SLs, denn es gilt:

b ¢ b1 ¢ b ¢ b1 —c¢
(s ema(s Yem () D) n e

jedes Element besitzt also ein Inverses in B. Zudem ist B unter der Matrixmultiplikation

abgeschlossen:
b ¢ e f\ _ [be bf+ce?
(o b—l) (0 e—l) = (o (be) ™! ) (6.29)

Hierbei wurde verwendet, dass die Multiplikation in einem Korper stets kommutativ ist.
Wir haben also gezeigt, dass B < SLs gilt. Untersucht man jetzt die innere Struktur von
B selbst, so wird deutlich, dass B einen nichttrivialen Normalteiler enthalt. Um diesen zu
erhalten, betrachten wir die folgende Abbildung:

¢: B — K/{0}, (8 bﬂ) — b, (6.30)

Unter Verwendung von (6.29) ist die so definierte Abbildung offensichtlich ein Homomor-
phismus von B in die multiplikative Gruppe des Korpers K. Deshalb ist der Kern von ¢
eine normale Untergruppe in B. Der Kern besteht gerade aus den Elementen mit Einsen
auf der Diagonalen:

Kern(¢) = {(é ;f) lce K} — N < B. (6.31)

Definieren wir nun folgende Abbildung auf dem Kern von ¢:
¥ : Kern(¢) — K, ((1) ;") — ¢, (6.32)

so ist dies ein Isomorphismus zwischen der additiven Gruppe des Grundkorpers (K, +) und
N, denn ) ist offensichtlich bijektiv und es gilt nach (6.29):

(616 3)=e (G i) om

Damit ist also Kern(¢) isomorph zur additiven Gruppe von K. Weiterhin kénnen die Dia-
gonaleintrédge der Matrix aus B unter der Bedingung b # 0 frei gewéhlt werden. Daher ist
der Homomorphismus ¢ surjektiv und es gilt mit dem ersten Isomorphismentheorem:

(K/{0},-) = Bild(¢)=B/N. (6.34)

Damit ist B eine Gruppenerweiterung von (K/{0},-) mit (K, +). Betrachte jetzt die Ab-
bildung

5 K/{0} — A — {(8 b91) be K/{O}}. (6.35)
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Unter Verwendung der Kommutativitat der multiplikativen Gruppe von K folgt:

(6 i) (5 0= (0 ) .

s ist also ein Homomorphismus und auferdem offensichtlich bijektiv. Durch den Isomor-
phismus s lasst sich K/{0}=B/N in N einbetten, und es gilt ¢ o s = idk/{oy. Damit teilt s
also die kurze exakte Sequenz der Gruppenerweiterung und B ist eine Split-Extension von
A mit N. Nach dem Splitting-Lemma gilt deshalb:

B=Ax N=K\{0},-) x (K,+). (6.37)

Da B also ein semidirektes Produkt von A und N ist, kann auch jedes Element aus B
eindeutig als Produkt eines Elementes aus A und eines aus N geschrieben werden. Fiir die
Ordnung von B folgt mit |K| = ¢:

|B] = |N|-[A|=q-(qg—1). (6.38)

Nun werden wir eine weitere Untergruppe der speziellen linearen Gruppe in zwei Dimen-
sionen untersuchen. Betrachte hierfiir zunéchst folgende Menge:

H:={M'M | M € SLy}. (6.39)
Auf H sei folgende innere zweistellige Verkniipfung definiert:

o:HxH—H, (M'M,N'N)+—s M'M o N'N := M'N'NM = (NM)"(NM) € H.
(6.40)

Die letzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass SL, eine Gruppenstruktur tragt und
daher unter der inneren Verkniipfung abgeschlossen ist. Daher ist auch H unter o abge-
schlossen und die Abbildung wohldefiniert. Wir zeigen jetzt, dass das Paar bestehend aus
(H,0)% eine Gruppe bildet. Hierfiir sind die, in der Definition einer Gruppe an die innere
Verkniipfung gestellten Eigenschaften explizit nachzurechnen. Wir beginnen mit der As-
soziativitat von o. Es seien also MM, N'*N, K'K € H beliebig, dann gilt aufgrund der
Assoziativitat der Matrixmultiplikation:

(M'M o N'N)o K'K = (NM)"(NM) o K'K = (KNM)'(KNM) =

:MtMO(KN)t(KN):MtMO(NtNoKtK). (6.41)

Die Existenz eines neutralen Elementes ist trivial nachzuweisen:

VM'M € H: 110 M'M = (M1)'(M1) = M'M = (AM)'(1M) = M'M 0 1'1.  (6.42)

SH kann verstanden werden als Wirkung bzw. Darstellung von SLy auf dem Raum der symmetrischen
Bilinearformen iiber K2. Dieser wird ausgestattet mit punktweiser Skalarmultiplikation und punkt-
weiser Addition zum Vektorraum. H beschreibt dann gerade die Basiswechsel (mit det = 1) dieses
Vektorraumes.
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6 Darstellung der Lorentz-Gruppe

Und auch die Existenz von Inversen ist offensichtlich. Sei hierfiir wieder M‘M € H beliebig

gewahlt, dann ist unter Verwendung der Definition von H und der Gruppeneigenschaft von
SLy auch (M~Y!M~ € H und es gilt:

(M~ Y)'M~ o M'M = (MM~ Y (MM™") =11 =
= (M 'M)(M'M)=M'Mo (M ')Y)M™". (6.43)

Damit ist gezeigt, dass das Paar (H, o) eine Gruppe bildet. Definiere jetzt folgende Abbil-
dung von SLy nach H:

h:SLy —s H, M+ M'M. (6.44)
Fiir diese Abbildung gilt fiir zwei beliebige Elemente M, N € SL,:
h(NM) = (NM)"(NM) = N'N o M'M = h(N) o h(M), (6.45)

h ist also ein Homomorphismus. Der Kern von h ist damit Normalteiler von S L. Dieser
besteht aus den Elementen, fiir welche gilt:

M € Kern(h) & M'M = h(M) =11 =1< M € SO, := {S € O, | det(S) = 1}.
(6.46)

Somit bildet die sogenannte spezielle orthogonale Gruppe einen Normalteiler in S Ls:
SOy <1 SLs. (6.47)

Verwendet man nun die zuvor gefundene Parameter-Normalform der Matrizen in Oy,

B a —ov1—a?
05 L= (m v )

so erhilt man det(L) = ga® + o(1 — a®) = o. Die Normalformdarstellung der S € SO,
ergibt sich also gerade durch Einsetzen von o = 1 in die Normalform der O, Matrizen:

0« i@
i ).

Unter Verwendung der zuvor berechneten Ordnung der zweidimensionalen orthogonalen
Gruppe erhélt man jetzt fiir die spezielle orthogonale Gruppe in zwei Dimensionen:

g+ 1firv—-1¢K
1SO,| = .
qg—1fir+/—-1€K

Im Folgenden sei der Korper K so gewéhlt, dass —1 keine Wurzel besitzt. Betrachte jetzt die
beiden Untergruppen der speziellen orthogonalen Gruppe, SO5, B C SLs. Diese schneiden

(6.48)
(6.49)

SOQBS:(

(6.50)
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6.3 Produktdarstellung der Lorentz-Gruppe

sich offenbar nur im Einselement von S Lo, es gilt also SO, N B = {e}. Damit gilt fiir die
Ordnung des zuvor definierten Untergruppenproduktes SO;B:

|SOB| = |SOs| - |B| = (¢+1)-q-(q—1) =q-(¢* — 1) = |SLs|. (6.51)

Da auferdem aufgrund der Abgeschlossenheit von SLy also Gruppe gilt SO,B < SLs,
folgt aus gleicher Ordnung bereits Gleichheit. Wir haben also gezeigt, dass die Gruppe S Lo
ein Untergruppenprodukt der beiden Untergruppen SO, und B ist. Weil SOy zudem ein
Normalteiler von S L ist, gilt sogar nach Definition des internen semidirekten Produktes:

Demnach kann jedes Element auf eindeutige Weise als Produkt je eines Elementes jeder
Gruppe dargestellt werden. B ist aber selbst wieder ein semidirektes Produkt. So erhalt
man insgesamt:

SLQ = (A X N) X SOQ, (653)
und daher folgt fiir die Elemente der zweidimensionalen speziellen linearen Gruppe:
VL € SLy:3lae A;ne N,s€ SOy : L =ans. (6.54)

Es ist zu beachten, dass jetzt jede der drei Matrizen exakt einen frei wahlbaren Parame-
ter besitzt. Um dies zu verdeutlichen, schreiben wir die drei Matrizen noch einmal voll
ausgeschrieben in der gefundenen Parameterschreibweise, mit den Parametern x,y, 27.

0 1 z —/1 — 22
=" S Y
(6.55)

6.3 Produktdarstellung der Lorentz-Gruppe

Das so gefundene Ergebnis fiir die innere Struktur von SLs lésst sich jetzt leicht auf das
direkte Produkt SLy x SLy iibertragen. Offensichtlich gilt:

SLyx SLy = ((Ax N) x SOs) x (Ax N) x SO,). (6.56)

Da die Elemente aus SLgy x SLg Paare der Form (A, B) sind, wobei A, B € SL,, erhalten

ergi

V(A,B) € SLy x SLy: ' u,xz € Ajv,y € Nyw, z € SOy :

(A, B) = (wow, zyz) = (u,1) o (v,1) o (w, 1) o (1,2) o (1,y) o (1, 2). (6.57)

"z muss allerdings so gewihlt werden, dass auch v/1 — 22 € K gilt
8Da bei dem direkten Produkt SLy x e, e x SLy <1 SLy x SLo, gilt (u,x) = (u,1)o(1,2) = (1,2) 0 (u, 1).
Daher konnen die Elemente wie angegeben geordnet werden.
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6 Darstellung der Lorentz-Gruppe

Somit erhalten wir insgesamt sechs einparametrige Elemente aus SLy X SLy durch die
jedes weitere Element auf eindeutige Weise als Produkt dargestellt werden kann.

Nach Satz 5.6 lasst sich dieses Ergebnis auf das zentrale Produkt SL; 0.5 Ly und damit auf
Q4 tibertragen. Um diese sechs Elemente in einer Darstellung SL,0.S Ly als 4 x 4 Matrizen
von zu erhalten, berechnen wir deren Bilder unter dem in (6.4) auf Seite 78 definierten
Homomorphismus p. Wir erhalten sechs, jeweils von einem Parameter abhéngige lineare
Abbildungen auf K?*2, von denen wir unter der Identifikation K?*2=K* die zugehorigen
Darstellungsmatrizen erhalten. Wir wahlen also zunéchst

u 0 z 0
v ) (5 D) en 659

V= ((1) 71’) Y= ((1) ?i) e N, (6.59)

W:(ﬂ%? _\/W),Z:Qﬁ —ﬂ??)eso?. (6.60)

Dies sind die sechs einparametrigen Elemente aus SLs. Anschlieffend berechnen wir deren
Bilder und erhalten folgende sechs Matrizen:

v 0 0 0 zr 0 0 0
0 u O 0 0z 0 0
00 0 wu't 0 0 0 zxt
1 0 v 0 1 vy 00
01 0w 01 00
pvy=[o o Vol wavn=15 5 10 (6.62)
0001 0001
w 0 —V/1 —w? 0
0 w 0 —/1 —w?
AW = T o w 0
0 V1—w? 0 w
(6.63)
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6.3 Produktdarstellung der Lorentz-Gruppe

Damit lésst sich jedes Element von €14 als Produkt von sechs Matrizen der obigen Form
schreiben. Wie wir jetzt zeigen werden, bleibt auch die Eindeutigkeit der Darstellung unter
der Abbildung p erhalten. Diese ist zwar nicht injektiv, es konnte also passieren, dass zwei
verschiedene Elemente, mit dementsprechend verschiedener sechselementiger Produktdar-
stellung, von S Ly x S Ly unter p auf das gleiche Element in S Ly0S Ly abgebildet werden. Wir
zeigen aber, dass dann auch die Bilder der Matrizen der Produktdarstellung iibereinstim-
men, die Darstellung in SL,05 L5 also auch wieder eindeutig ist. Es gilt fiir g, h € Sl x Sly
mit g # h:

p(g) =p(h) & p(g)op(h)™  =es plgoh™)=es goh™ € Kem(p).  (6.64)

Hierbei haben wir verwendet, dass — wie zuvor gezeigt — gilt p(h™') = p(h)~'. Weiter-
hin haben wir bereits gezeigt, dass der Kern nur aus den Elementen (1,1) und (—1,—1)
besteht und da g # h, muss also gelten: g = (—1,—1) o h. Sei jetzt die sechselementige
Produktdarstellung von g wie folgt:

g=(u,1)o(v,1)o(w,1)o(1,2)0(1,y)0(1,z2), (6.65)
so ist die von h von der Gestalt:
h=((-1,-1)o(u,1)) o (v,1) o (w,1)o (1,z) o (1,y) o (1, 2). (6.66)

Da p((—1,—1)o(u, 1)) = p((—=1,—1))op((u, 1)) = p((u, 1)) stimmen die Bilder der Matrizen
der Produktdarstellung wieder paarweise iiberein. Die Darstellung ist also eindeutig. Wir
haben somit insgesamt gezeigt, dass gilt:

VA e Qy=SLsoSLy:Ju,x € Aju,y € Nyw,z € SOs :
A = p((u,1)) 0 p((v,1)) 0 p((w, 1)) 0 p((1,2)) © p((1,9)) © p((1, 2)).
Jedes Element aus dem Kern der Spinornorm €24 lasst sich also bis auf Isomorphie eindeutig

durch das Produkt von sechs Matrizen darstellen. Es ist allerdings zu beachten, dass die
hier gewéhlte Darstellung von €24 die Darstellungsatrix der Determinante Mgeq,

(6.67)

0 O
0 -1

1
Mo = 3 (6.68)

-1
0

_— o O O
o O
o O O

anstatt von 1, invariant lasst. Es handelt sich bei den sechs 4 x 4 Matrizen also nicht um
orthogonale Matrizen im klassischen Sinn.

Wir konnen jedoch einen Isomorphismus in die Darstellung von (24 als klassische ortho-

gonale Matrizen konstruieren. An dieser Stelle sei vermerkt, dass die Lorentz-Gruppen
der einzelnen Raumzeitpunkte ohnehin alle nur isomorph zur orthogonalen Gruppe sind.
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6 Darstellung der Lorentz-Gruppe

Es spielt also im Wesentlichen keine Rolle, welche Darstellung von O4 wir wéhlen, da,
um konkrete Lorentz-Transformationen einer gegebenen Biquadrik anzugeben, die Ele-
mente der gewahlten Darstellung von O, zuerst noch mit einem Isomorphismus auf die
entsprechende Form gebracht werden miissen. Dennoch werden wir den Isomorphismus zur
Standarddarstellung der orthogonalen Gruppe explizit angeben, da man so gerade diejeni-
gen Lorentz-Transformation erhélt, die die Standardbiquadrik im Zentrumspunkt invariant
lassen. Dies ist aus physikalischer Sicht insofern von Bedeutung, da wir die Raumzeit zu-
néchst mit der Standardbiquadrik ausstatten konnen und spéter alle weiteren Biquadriken
durch eine Verschiebung der Standardbiquadrik mit geeigneten Projektivitdten konstruie-
ren konnen. Die Lorentz-Transformationen lassen sich dann direkt mitverschieben. Wéhlen
wir auf K* anstatt der kanonischen Basisvektoren (ey, ..., e4) die Basis deren Basisvektoren,
ausgedriickt in der kanonischen Basis, folgende Gestalt besitzen®:

1 0 1 0
0 1 0 1

% - 0 ? _1 ’ O ’ 1 = <b17b27b37b4) 5 (669)
1 0 -1 0

so besitzt die durch Mge; beschriebene symmetrische Bilinearform auf der neuen Basis die
Werte

bt Myerhy = b Myerby = 1,
t1 det¥1 t2 detV2 (6.70)
b‘g,Mdeth; - b4Mdetb4 - —1
Die Darstellungsmatrix der Determinante besitzt in dieser Basis also Diagonalgestalt mit
den Diagonaleintragen M}, = diag(1,1,—1, —1). Der Basiswechsel von % auf die kanoni-
sche Basis wird durch die Matrix B~ = (b, b, b3.b4) beschrieben. Damit erhalten wir:

10 0 0

. . 1101 0 0

B MuB™ =Maw=5 |0 o _1 o (6.71)
00 0 -1

Zuvor wurde K so gewahlt, dass —1 eine Nichtquadratzahl ist. Da K aber ein endlicher Kor-
per ist, konnen wir wie schon zuvor zwei Nichtquadratzahlen auf der Diagonalen paarweise
in Einsen verwandeln. Wir wahlen dafiir a,b € K aus, sodass gilt:

a’ +b* = —1. (6.72)

Nach Satz 3.8 gibt es solche a, b, allerdings héngt die genaue Gestalt dieser Elemente stark
von der Wahl des Grundkorpers, beziehungsweise dessen Ordnung ab. Deshalb kénnen a, b

9Die Bezeichnung fiir die Basis 4 ist hierbei nicht zu verwechseln mit der Bezeichnung fiir die Menge
der Biquadriken des projektiven Raums. Aus dem Kontext sollte ersichtlich sein, wann welches Objekt
gemeint ist.

38



6.3 Produktdarstellung der Lorentz-Gruppe

ohne spezielle Wahl eines Korpers nicht genau angegeben werden. Jetzt betrachten wir die
durch die Matrix

1, 0 0
T7'=10 a —b (6.73)
0 b a

beschriebene Transformation. Dann entspricht die Darstellungsmatrix der Determinante,
wendet man zusatzlich zu obigem Basiswechsel die Transformation 7" an, bereits der 4 x 4
Einheitsmatrix. Es gilt also:

T "B~ My B 'T™" = (TB) "Myu(TB) ™ = 1,. (6.74)

Sei nun L € O(Mge) eine Darstellungsmatrix der orthogonalen Gruppe, sodass L die
Determinante invariant lasst:

L' My L = My, (6.75)
dann gilt offensichtlich:
(TB)L(TB) ")'1,(TB)L(TB) ' = 1,. (6.76)

Damit lésst sich jetzt, wie schon in den Féllen zuvor, ein Isomorphismus zwischen den
beiden Darstellungen der orthogonalen Gruppe definieren:

¢rp : O(Mget) — Oy, L+ (TB)L(TB)™*. (6.77)

Dass dies tatséchlich ein Isomorphismus ist, folgt leicht aus der selben Rechnung, die in
(2.78) auf Seite 30 und in (3.55) auf Seite 41 durchgefithrt wurde. Jetzt konnen die Bilder
der sechs einparametrigen Matrizen der Produktdarstellung von €4 in O(Myge;) berech-
net werden. Damit ldsst sich schlieklich jedes Element von €24, das heifst jede orthogonale
4 x 4 Matrix mit Determinante und Spinornorm gleich 1, als Produkt dieser sechs Matri-
zen schreiben. Bezeichnen wir jetzt die Verkettung ¢rp o p =: prp, um die Notation zu
erleichtern, dann erhalten wir:

VAeQ, :Ju,ze Av,ye N,w,z€ SO, :
A= prp(u,1) o pre(v, 1) 0 prp(w, 1) o prp(l,2) 0 pre(l,y) o pre(l,z). (6.78)

Und da ¢rp bijektiv ist, ist auch diese Darstellung eindeutig!®.

107war ist die Wahl der sechs Elemente aus A, N und SO- nicht eindeutig, denn p ist nicht injektiv, aber
die daraus konstruierten 4 x 4-Matrizen stellen jedes Element aus (24 eindeutig dar.
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7 Erweiterung der Lorentz-Gruppe

Wir haben also gesehen, dass jede Lorentz-Transformation als Produkt von sechs Matrizen
dargestellt werden kann. Von diesen ist jede bestimmt durch Wahl eines freien Parame-
ters. Damit decken die 2- (¢ - (¢*> —1))? Lorentz-Transformationen also gerade sechs der 24
Freiheitsgrade ab, die die Raumzeit durch das Biquadrik-Feld erhélt. Die Frage ist jetzt,
wie sich die restlichen Freiheitsgrade physikalisch interpretieren lassen.

Jede Biquadrik lasst sich durch ein Verschieben der Standard-Biquadrik mit einer geeigne-
ten Projektivitat erzeugen. Die gesamte Menge der Freiheitsgrade entspricht damit gerade
der Anzahl an moéglichen Projektivititen, also der Ordnung der vollen Symmetriegruppe
des projektiven Raumes PGL(P*F,). Wir konnen daher die restlichen Freiheitsgrade ver-
stehen, indem wir die Lorentz-Gruppe Schritt fiir Schritt mit weiteren Untergruppen von
PGL(P*F,) erweitern, bis wir die volle Automorphismengruppe des projektiven Raumes
erhalten. Die Untergruppen konnen dann gegebenenfalls als zusédtzliche Symmetrien der
Raumzeit interpretiert werden.

7.1 Die Poincaré-Gruppe des Standardpunktes

In PGL(P*F,) kann zunéchst eine weitere Untergruppe identifiziert werden: die Unter-
gruppe der Translationen der affinen Punkte aus P*F,. Wir wihlen zunéchst (6t, 1)t als
Hyperebenen aus. Dementsprechend kann jeder affine Punkt als (p*,1)* fiir ein geeignetes
pE Fg dargestellt werden. Eine Translation beziiglich des so definierten affinen Bereiches
besitzt dann folgende Form (siche [Lasl4] S. 47):

ri- (3 7). @

wobei der Translationsvektor ¢ € F;l ist. Im Folgenden bezeichnen wir die Menge der Trans-
lationen dieser Form als g ;.. Die Translationen aus PGL(P*F,) bilden offensichtlich
eine Untergruppe der projektiven linearen Gruppe, denn es gilt:

1, to+1t
(6t 1 ) € ‘Zﬁt,l)t'
(7.2)

o - - L, ) (14 £
VT(tl),T<t2) S Z@‘ant : T(tl) o] T(tg) = ((—)»? 11> <(_]¢ 12> =

Folglich gibt es zu jeder Translation eine inverse Translation:

VT(8) € Jguqy : AT(—t) € Fgo gy : T(E) 0 T(—t) = 1. (7.3)
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7 Erweiterung der Lorentz-Gruppe

Da auferdem offensichtlich 7(0) = 15 € T 1y 1st, bildet die Menge der Translationen

eine Untergruppe. Diese ist isomorph zur abelschen Gruppe (Ffl‘, +).
Betrachte nun die Menge der Projektivitdaten, die sich aus einer Lorentz-Transformation
und einer Translation zusammensetzen':

2 = {(\TH) | Ae L, T(i) € T ). (7.4)

Wir konnen jede der Lorentz-Transformationen durch eine geeignete orthogonale 4 x 4

Matrix A darstellen:
A0
A=AA) = (= ) )

Wir definieren jetzt die Wirkung dieser Menge auf den projektiven Raum P*F, wie folgt:
(A(A), T(#)(p) =T o Ap). (7.6)

Wir fithren also zuerst die, durch die Lorentz-Transformation beschriebene Rotation aus,
danach verschieben wir geméaf der Translation. Somit erhalten wir fiir p = (p*, 1)*, also fiir
einen beliebigen affinen Punkt:

T - (). 1)

Betrachten wir nun ein weiteres Element (A(B),T(u)) € £, so gilt fiir die Hintereinan-
derausfithrung:

((A(8). (@) o (M. T@) () = (A7) (1) -

_ ((BA)ﬁ+ (Bt + )

) ) — (A(BA),T(Bi +ii)) = (A(B) o A(A), T(BI) o T(i0)). (7.8)

Wir haben im letzten Schritt verwendet, dass die Gruppe ‘Z@t,l)t abelsch ist. Dies motiviert
die Definition einer inneren zweistelligen Verkniipfung auf &7:

(A(B), T(i0)) o (A(A), T (%)) :== (A(B) o A(A), T(Bt) o T()). (7.9)

Da Jg: 1y« und £ Gruppen sind und fiir alle te F;‘ natiirlich auch Bt € Ffll gilt, ist die
Verkniipfung wohldefiniert. Es ist allerdings noch nicht klar, welche Struktur &2 mit dieser
Verkniipfung trégt.

Betrachte jetzt die fiir ein beliebiges A € F;l folgendermafien definierte Abbildung:

¢a:Fy — F,, pr— Ap, (7.10)

'Da die Lorentz-Gruppen der verschiedenen Raumzeitpunkte alle isomorph sind, wihlen wir an dieser
Stelle den Standard-Zentrumspunkt (0%,1)" aus. Dieser ist offensichtlich aus dem zuvor definierten,
affinen Bereich des projektiven Raumes. Jetzt betrachten wir die dort angeheftete Lorentz-Gruppe.
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also die durch die Matrix A beschriebene Abbildung auf F,. Da diese linear ist, wird
¢4 zu einem Homomorphismus auf der abelschen Gruppe (F3,+). Wihlen wir jetzt A

invertierbar, so ist die Abbildung ein Automorphismus, insbesondere gilt also VA € Oy :
¢4 € Aut(Fy). Es lasst sich leicht folgern, dass dann fiir alle A(A) € .2

1, At
Pa(a) - ‘Zﬁf,l)f ’ y(ﬁﬂ)ta < > — ¢A(A f) < ; 1) = T(Af}
(7.11)

ein Automorphismus auf Jg . ist. Definiere jetzt die folgende Abbildung;
¢: L — Aut( TG 1)), A(A) —> O(A(A)) = daca).- (7.12)

Die so definierte Abbildung ist offensichtlich ein Homomorphismus, denn fiir ein beliebiges
T(E) - Zﬁtvl)t gllt

T(1) = ¢paan)(T(t)) = T(ABt) =
= daa) (0am)(T(B) = (daca) © daw) (T(H)). (7.13)

Verwenden wir dieses Ergebniss, so kann die Verkniipfung auf &2 wie folgt dargestellt
werden:

(A(B), T(@)) o (A(A), T(#)) = (A(B) 0 A(A), b (T(#)) o T(10)). (7.14)

SchlieRlich ergibt sich jetzt unter Verwendung der Definition des semidirekten Produktes
aus Satz 5.2:

P =L 25 Ty (7.15)

Die Gruppe & ist also das semidirekte Produkt aus Lorentz-Gruppe und Translations-
gruppe und wird in der speziellen Relativitdtstheorie als Poincaré-Gruppe bezeichnet. Sie
ist dann die volle Symmetriegruppe der Raumzeit, also des Minkowski-Raums (S. 156 ff.
in [Kai90]).

7.2 Die Poincaré-Gruppe fiir einen beliebigen
Raumzeitpunkt

Wir haben die Poincaré-Gruppe allerdings bis jetzt nur im Standard-Zentrumspunkt defi-
niert, denn in deren Konstruktion haben wir explizit die dort angeheftete Lorentz-Gruppe
verwendet. Wir konnen diese jetzt aber auch in anderen Punkten der Raumzeit definieren.
Problematisch ist dann nur die Interpretation der Polaren der entsprechenden Biquadrik
als Hyperebene. Zeichnen wir durch die Wahl dieser Hyperebene einen affinen Bereich in-
nerhalb des projektiven Raumes aus, so miissen auch die Translationen beziiglich dieses
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7 Erweiterung der Lorentz-Gruppe

affinen Bereiches definiert werden. Dies legt nahe, die Poincaré-Gruppe zunéichst nur fiir
Punkte des affinen Bereiches p = (0%,1)*, deren Biquadrik 8(p) die Hyperebene (0, 1) als
gemeinsame Polare besitzen, zu definieren.

Betrachte also einen beliebigen affinen Punkt p = (p*,1)" und §(p), die dort angehefte-
te Biquadrik. Nach Satz 3.13 existiert eine Projektivitit B, fiir die gilt B~'3(p)B~! =
B((0*,1)"). Zudem definiert B einen Isomorphismus zwischen der Lorentz-Gruppe in p, %z,
und der Standard-Lorentz-Gruppe .Z:

Vg % — £, A— p(B):= B 'AB. (7.16)

Da sowohl die Biquadrik in p als auch die Standard-Biquadrik in ((?, 1)! die selbe Polare
(0%, 1) besitzen, lasst nach Korolar 2.1 auch B diese invariant. Weiterhin ist die Abbildung

gb e} 1/}3 : gp — Aut(<7(.6t71)t) (717)

ein Homomorphismus von .7, in die Automorphismengruppe von ‘7(5’571)“ Jetzt kbnnen wir
die Poincaré-Gruppe fiir einen beliebigen affinen Punkt definieren.

Definition 7.1. Poincaré-Gruppe
Fiir einen beliebigen, beziiglich der Hyperebene (0, 1) affinen Punkt® des projektiven Raum-
es PYF, 2 p = (', 1)! ist die Poincaré-Gruppe in p definiert als

Pp = Lp Ngopp Zﬁt,l)t- (7.18)
Satz 7.1. Es sei P*F, > p = (p',1)" und &, die Poincaré-Gruppe in p, dann gilt:
P=P. (7.19)

Beweis. Betrachte den zuvor definierten Isomorphismus zwischen den beiden Lorentz-
Gruppen ¥ g, und definiere:

v: Py, — L, W, X)+— (Yp(W),X). (7.20)

Da offensichtlich (¢5(W), X) € &2, ist die Abbildung wohldefiniert und da 5 invertierbar
ist, zudem bijektiv. Betrachte jetzt (Y, Z2) € &2,, dann gilt:

V(W X) o (Y, 2)) = (WY, o(W)(Z) 0 X)) = (p(WY),dop(W)(Z) 0 X)) =
= ((Ws(W) 0 vp(Y), 00 p(W)(Z) 0 X)) = (vp(W), X) o (5(Y),Z), (7.21)

wobei fiir die letzte Gleichheit die Definition der Multiplikation in &2 verwendet wurde.
Damit ist ¢ ein Isomorphismus und die Aussage bewiesen. O

?Beachte, dass die Definition genauso funktioniert, ist p kein affiner Punkt. Physikalische Relevanz er-
langt dieses Konstrukt allerdings erst, wenn p aus dem, beziiglich der Hyperebene (6t, 1), affinen
Teilbereich des projektiven Raumes ausgewahlt wird, denn nur dann entsprechen die Elemente der
Translationsgruppe auch wirklich Translationen im klassischen Sinn.
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7.2 Die Poincaré-Gruppe fiir einen beliebigen Raumzeitpunkt

Betrachten wir nun eine beliebige weitere Hyperebene, die durch h., € P4F; beschrieben
wird. Nach Satz 2.22 existiert dann eine Projektivitat P, die ho auf die Standard-Polare
(6t, 1)* verschiebt. So konnen wir jetzt Translationen beziiglich einer beliebigen Hyperebene
definieren, indem wir mit der inversen Projektivitat zunachst auf die Standard-Hyperebene
wechseln, dort wie gewohnt die Translation anwenden und anschliekend wieder auf h.,
riicktransformieren. Wir erhalten damit fiir die Translationsgruppe beziiglich einer belie-
bigen Hyperebene folgende Definition.

Definition 7.2. Translationsgruppe
Fiir eine beliebige Hyperebene ho, € PYF, ist die Translationsgruppe definiert als

= Bild(yp). (7.22)

wobet vp der, durch die zuvor beschriebene Projektivitit induzierte, Isomorphismus zwi-
schen g 1y und Bild(yp) ist:

P Tgeay — Fhey T p(T) = P'TP. (7.23)
Da nach (2.78) vp ein Isomorphismus ist folgt Tt 1)t =T hoo

Es sei jetzt p € P*F, beliebig®. Weiterhin sei die Hyperebnene h,, so gewihlt, dass p
beziiglich dieser im Affinen liegt. Dies ist immer moglich. Da jede Pojektivitdt Inzidenz
erhélt, liegt jetzt auch das Bild von p unter der Projektivitdt P im Affinen, diesmal jedoch
beziiglich der Hyperebene ((?, 1)*. Somit konnen also die zuvor fiir diese Hyperebene defi-
nierten Translationen angewendet werden und .7,__ ist wohldefiniert. Aus vp kénnen wir

jetzt auch einen Isomorphismus zwischen der Automorphismengruppe von f(ﬁt 1)t und der

von J,, definieren. Sei hierfiir ein beliebiges a € Aut(J ;).) dann definiert ypoa o vpt

einen Automorphismus auf .7, . Dies ermoglicht folgende Definition:
v Aut( g py) — Aut(Fh, ), ar—v(a) :=ypoao v5!. (7.24)

Die so definierte Abbildung ist offensichtlich ein Homomorphismus und da zudem ~p in-
vertierbar ist sogar ein Isomorphismus. Betrachte jetzt die Abbildung

vyopop: L, — Aut(%,). (7.25)

Diese ist ein Homomorphismus von der Lorentz-Gruppe am Punkt p in die Automor-
phismengruppe Aut(.7,_ ). Verwenden wir diesen, so kénnen wir schliefslich die Poincaré-
Gruppe fiir einen beliebigen Raumzeitpunkt und eine beliebige Hyperebene definieren.

Definition 7.3. Poincaré-Gruppe
Es sei p ein beliebiger Punkt des projektiven Raumes, und he, eine Hyperebene, beziiglich
derer p ein affiner Punkt ist, dann ist die Poincaré-Gruppe in p definiert als

C@p,hoo = "% N’YOQSO'IZ)B <?}.7400 (726>

3Diesmal ist die Wahl von p auch auf keinen speziellen affinen Bereich eingeschrénkt.
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7 Erweiterung der Lorentz-Gruppe

Satz 7.2. Fir jeden beliebigen Punkt p der Raumzeit und jede beliebige Hyperebene he,
beziiglich der p affin ist, gilt:

Pon =P (7.27)

Beweis. Es seien also p und h., unter den obigen Voraussetzungen beliebig gewéhlt. De-
finiere jetzt:

V1 Pohe —> Py, (W, X) = A((W, X) = (W, 751 (X)). (7.28)
Seien (W, X), (Y, Z) € &, .. beliebig, dann gilt:

= ’y(WY, vpodothp(W)ovs'(Z)o X) = (WY, Yo' (ypo popp(W)oyp'(Z) o X)) =
= (WY, ¢0up(W)(vp'Z) 0vp' (X)) = (W, X)) 0 3((Y, Z)), (7.29)

wobei wir wieder die Definition der Multiplikation in &7, verwendet haben. Damit ist ¥
ein Homomorphismus und auferdem, da +p' invertierbar ist, bijektiv. Somit haben wir
gezeigt:

Py h =D (7.30)
und da zudem #,=27, ist die behauptete Aussage bewiesen. O

Bemerkung. Zu beachten ist an dieser Stelle, dass die Isomorphie der Poincaré-Gruppe
der eines beliebigen Punktes zu & offensichtlich aus der Definition von &, folgt, nicht
aber aus deren Wirkung auf den projektiven Raum. Da aber sowohl ein Isomorphismus
zwischen den entsprechenden Loerntzgruppen als auch zwischen den Translationsgruppen
des beliebigen Punktes und des Standardpunktes existieren, kann diese Definition und damit
die Isomorphie als natirlich angesehen werden.

Wir haben also gezeigt, dass auch die Poincaré-Gruppen der verschiedenen Raumzeit-
punkte bereits isomorph zu einer Standard-Poincaré-Gruppe sind. Weiterhin ist in jedem
Raumzeitpunkt die Poincaré-Gruppe eine Erweiterung der Lorentz-Gruppe.

Betrachten wir jetzt den jeweiligen affinen Bereich als physikalisch relevanten Teil der
Raumzeit, so besitzt dieser wieder die volle lineare Struktur. Auf diesem koénnen wir die
Poincaré-Gruppe jetzt als erweiterte Symmetriegruppe der metrischen Struktur der Raum-
zeit deuten. Die Lorentz-Transformationen bilden dabei den Teil der Poincaré-Gruppe, der
die Biquadrik invariant lasst. Die Translationen verschieben die Biquadrik auf einen neuen
Zentrumspunkt. Es gibt gerade so viele Translationen wie es Elemente in Fg gibt. Damit
erhalten wir:

| Tyl = @ (7.31)
und somit ergibt sich fiir die Ordnung der Poincaré-Gruppe:
(2| =121 | T gyl =2-¢" (¢ (¢ - 1)) (7.32)

Wir kénnen also zehn der 24 Freiheitsgrade als diejenigen der Poincaré-Gruppe interpre-
tieren.
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8 Ausblick und offene Fragen

Wir haben also gesehen, dass in projektiven Raumen, die durch ein Biquadrik-Feld metri-
siert werden, Lorentz-Transformationen definiert werden kénnen. Die Lorentz-Gruppe ist
in jedem Punkt isomorph zur orthogonalen Gruppe Oy. Diese lésst sich in vier disjunkte
Komponenten zerlegen, von denen wir die einzige Komponente mit Untergruppenstruktur,
den Kern der Spinornorm §2, als physikalisch relevant interpretieren. Betrachten wir eine
vierdimensionale Raumzeit so ist der Kern der Spinornorm selbst nicht einfach. Vielmehr
lasst sich €24 als zentrales Produkt von zwei Kopien der speziellen linearen Gruppe SLo
darstellen. Verwenden wir jetzt die gefundene Zerlegung von SLs, so lassen sich daraus
sechs Matrizen konstruieren, von denen jede exakt einen freien Parameter beinhaltet, und
die fiir jedes Element aus €24 eine eindeutige Darstellung als Produkt von sechs solcher
Matrizen liefert.

Aus der Zerlegung der Lorentz-Gruppe konnten wir deren Ordnung, also die Anzahl an
Lorentz-Transformationen bestimmen. Zudem ergibt sich daraus die Anzahl der moglichen
Biquadriken und damit die Anzahl an Freiheitsgraden der endlichen Raumzeit. Schliefs-
lich konnten wir die Lorentz-Gruppe unter Zuhilfenahme einer weiteren Untergruppe von
PGL(P*F,), der Translationsgruppe, vergrofern. Wir erhalten so die Poincaré-Gruppe.
Zwar musste auch diese zunéchst fiir jeden Raumzeitpunkt separat definiert werden, al-
lerdings sind — wie schon zuvor die Lorentz-Gruppen — auch die Poincaré-Gruppen alle
isomorph zueinander.

Allerdings bleiben einige Fragen ungeklart. Beispielsweise ist noch unklar, wie die vier
verschiedenen Komponenten der Lorentz-Gruppe zu verstehen sind und warum ein Inter-
pretieren von €4 als relevanter Teil physikalisch gerechtfertigt ist. In der speziellen Relativi-
tétstheorie spielt hier die Auszeichnung einer Zeitrichtung eine wesentliche Rolle. Dies fehlt
hier noch. Auch ist ein Ausschliefsen der Transformationen, die ein Tauschen der beiden
Quadrikpaarpartner bewirken, genauer zu begriinden. Weiterhin sind die Lorentz-Gruppen
und damit die Lorentz-Transformationen nur lokal fiir den jeweiligen Raumzeitpunkt de-
finiert. Eine Lorentz-Transformation, die die Biquadrik und damit Raumzeitabstédnde in
einem gegebenen Punkt p unverdndert lasst, konnte also Abstéinde in den unmittelbar
benachbarten Punkten von p drastisch verdndern. Hier konnte es mdoglicherweise proble-
matisch sein, dass bis jetzt keine ,Stetigkeitsbedingung an das Biquadrik-Feld gestellt
wurde. Die Biquadriken kénnen sich also zwischen benachbarten Punkten beliebig stark
verdndern. Mochte man allerdings als Kontinuumslimes der endlichen Raumzeittheorie eine
Art allgemeine Relativitdtstheorie erhalten, so sollten Lorentz-Transformationen Lingen
zumindest in einer offenen Umgebung des jeweiligen Punktes invariant lassen. Es ist daher
noch zu kléren, inwieweit dies bereits in der diskreten Theorie codiert sein muss.
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8 Ausblick und offene Fragen

Weiterhin haben wir mit der Identifikation der Lorentz- und Poincaré-Gruppe sechs be-
ziehungsweise zehn der 24 Freiheitsgrade der Raumzeit verstanden. Um die restlichen
14 Freiheitsgrade zu verstehen, miissen jetzt weitere Untergruppen der vollen Automor-
phismengruppe bestimmt werden, damit die Poincaré-Gruppe mit diesen erweitert werden
kann. Diese Untergruppen konnen dann physikalisch interpretiert werden, um so ein umfas-
senderes Verstandnis der Symmetrie der so konstruierten Raumzeit zu erlangen. Womog-
lich konnen in diesen zuséatzlichen Symmetriegruppen auch bereits aus anderen Bereichen
der Physik bekannte Symmetrien identifiziert werden, z. B. die inneren Symmetrien der
Materiefelder.
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