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Kapitel 1

Einleitung

Am 8. April 1982 machte der israelische Wissenschaftler Dan Shechtman eine Ent-
deckung, die eines der grundlegenden Prinzipien der Kristallographie infrage stell-
te. Bei der Untersuchung einer schnell abgekühlten Aluminium-Mangan-Legierung
mit dem Elektronenmikroskop erhielt er Beugungsbilder, die 10-zählige Symmetrie
aufwiesen (siehe [21]). Dies widersprach der als kristallographische Restriktion be-
kannten Grundannahme, dass kristalline Festkörper nur 1-, 2-, 3-, 4- oder 6-zählige
Drehachsen besitzen können. Jegliche Versuche, seine Entdeckung als bloßes Arte-
fakt - wie etwa durch Zwillingsbildung im Kristall beim schnellen Kühlprozess - zu
erklären, scheiterten jedoch. So führte sie nicht nur zu einer neuen Definition des
Kristallbegriffes, sondern eröffnete darüber hinaus ein neues Gebiet der Kristallogra-
phie, das sich mit diesen neu entdeckten Kristallen mit ”verbotener” Symmetrie, den
sogenannten Quasikristallen, beschäftigt. Für seine Entdeckung erhielt Dan Shecht-
man den Nobelpreis für Chemie 2011 (vgl. [8]).

Seit 1982 wurden zahlreiche weitere Materialien entdeckt, die ebenfalls eine qua-
sikristalline Phase besitzen. Auch deren Eigenschaften wurden umfassend unter-
sucht. So erwiesen sich intermetallische Quasikristalle beispielsweise als besonders
hart und spröde. Zudem besitzen sie ungewöhnliche thermische und elektronische
Transporteigenschaften und haben eine geringe Oberflächenenergie, was sie beson-
ders unempfindlich gegenüber Korrosion und Adhesion macht (vgl. [14]).

Die Eigenschaften kristalliner Festkörper werden häufig nicht nur durch ihre
Idealstruktur, sondern auch durch die im Realkristall auftretenden Defekte bestimmt
(vgl. [4, S. 299]). Eine wichtige Klasse solcher Kristallbaufehler sind sogenannte Dis-
lokationen. Sie beeinflussen beispielsweise die plastische Verformbarkeit eines Mate-
rials (vgl. [2]) und spielen eine wesentliche Rolle beim Schmelzen zweidimensionaler
periodischer Kristalle (siehe z.B. [16]). Auch in Quasikristallen können Dislokationen
auftreten. Nach [9] wurden dazu bereits wenige Monate nach dem Bekanntwerden
der ikosaedrischen Phase die ersten theoretischen Betrachtungen von Levine et al. in
[13] und die ersten experimentellen Beobachtungen durch Hiraga und Hirabayashi
1987 in [10] veröffentlicht. Aufgrund der fehlenden Translationssymmetrie ergeben
sich im Vergleich zu periodischen Kristallen jedoch einige Besonderheiten.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind die Auswirkungen von Schraubendis-
lokationen auf die Struktur dreidimensionaler Quasikristalle. Dabei handelt es sich
um eine besondere Art von Dislokationen, die in periodischen Kristallen zu schrau-
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benförmigem Wachstum führen können. In Kapitel 2 werden zunächst einige grund-
legende Begriffe und Konzepte eingeführt, die bei der Behandlung von Dislokationen
in Quasikristallen von Bedeutung sind. Kapitel 3 stellt den Hauptteil der Arbeit dar
und beinhaltet die Betrachtungen zum Thema Schraubendislokationen in dreidimen-
sionalen Quasikristallen. Dabei wird zunächst ein einfaches Modellsystem quasipe-
riodisch gestapelter Schichten mit Schraubendislokation und dessen Besonderheiten
gegenüber dem Fall periodisch angeordneter Schichten behandelt, bevor anhand ei-
niger Beispiele genauer auf die Auswirkungen von Schraubendislokationen auf die
Struktur ikosaedrischer Quasikristalle eingegangen wird. Für die Untersuchungen
werden auch graphische Darstellungen von Kristallschnitten herangezogen. Kapitel
4 beinhaltet abschließend eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse und soll zu-
dem auf mögliche weiterführende Studien hinweisen. Zur Erstellung der in dieser
Arbeit enthaltenen Abbildungen wurde, sofern keine andere Quelle angegeben, das
Computeralgebrasystem SageMath (Version 7.4) oder GNU Octave (Version 4.0.0)
verwendet.
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Kapitel 2

Grundlegende Begriffe

2.1 Periodische Kristalle und Quasikristalle

Bis zur Entdeckung der Quasikristalle galt ein Körper genau dann als Kristall, wenn
er aus einer periodischen Anordnung identischer Einheitszellen aufgebaut ist. Seit
1992 wird der Begriff Kristall allgemeiner definiert und umfasst alle Materialien mit
diskreten Intensitätsmaxima im Beugungsbild (vgl. [8]).

Kristalle, welche zusätzlich die ursprüngliche Definition erfüllen, werden als peri-
odische Kristalle bezeichnet. Sie müssen demnach aus der Translation einer einzigen
Einheitszelle hervorgehen, die von D Vektoren tn ∈ Rn (n = 1, 2, ...D) aufgespannt
wird, wobei D die Dimension des betrachteten Systems bezeichnet. Somit lässt sich
jeder Gitterpunkt r darstellen als

r =
D∑
n=1

mntn (2.1)

wobei die Koeffizienten mn ganzzahlig sind (siehe z.B. [6, S.6], [20, S.35], [3, S.13]).
Jeder Gitterpunkt kann dabei entweder mit einem einzelnen Atom bzw. Molekül
oder mit einer festen Atom- bzw. Molekülanordnung dekoriert werden. Das gesamte
Kristall-Gitter L umfasst nach [6, S.6] die Menge aller Gitterpunkte

L :=

{
r ∈ RD

∣∣∣∣r =
D∑
n=1

mntn

}
(2.2)

mit mn ∈ Z. Zudem ist es möglich, den Kristall mithilfe einer Dichtefunktion ρ(x)
darzustellen, welche die Periodizität des Gitters besitzt und für die somit gilt:

ρ(x) = ρ(x + r) (2.3)

für beliebige x ∈ RD und r ∈ L (vgl. [7, S.5f]). Wie jede periodische Funktion lässt
sich diese auch als Fourierreihe entwickeln, was folgende Darstellung ermöglicht:

ρ(x) =
∑
G∈LR

ρG exp(iG · x) (2.4)

4



Dabei bezeichnet ρG den jeweiligen Fourierkoeffizienten und LR das reziproke Gitter
(vgl. [6, S.18]). Dieses beinhaltet alle reziproken Gittervektoren

G =
D∑
n=1

kngn (kn ∈ Z) (2.5)

welche durch folgende Relation mit den Gittervektoren des Realraum-Gitters L ver-
knüpft sind (vgl. [6, S.15]):

gi · tj = 2πδij (2.6)

Neben Translationssymmetrie können Kristalle auch gewisse Rotationssymme-
trien aufweisen. Im Falle drei- und zweidimensionaler periodischer Kristalle sind
jedoch nur 1-,2-,3-,4- und 6-zählige Drehachsen möglich. Diese Regel wird auch als
kristallographische Restriktion bezeichnet (vgl. [20, S.7]).

Seit der Entdeckung der ikosaedrischen Phase einer Al-Mn-Legierung durch Dan
Shechtman im Jahre 1982 und deren Veröffentlichung im Jahre 1984 in [21] ist je-
doch bekannt, dass auch Materialien anderer Rotationssymmetrien mit diskreten
Intensitätsmaxima im Beugungsbild existieren. Diese können im Gegensatz zu pe-
riodischen Kristallen nicht durch Translation einer einzigen Einheitszelle erzeugt
werden, sondern sind in der Regel aus zwei oder mehr verschiedenen Kacheln auf-
gebaut. Dies gilt auch für Quasikristalle. Bisher gibt es noch keine einheitliche De-
finition des Begriffs Quasikristall. Zumeist bezieht er sich jedoch auf Kristalle mit
nicht-kristallographischen Rotationssymmetrien, die zwar keine Translationssymme-
trie, aber dennoch eine Fernordnung besitzen (vgl. [14]).

Ein einfaches Beispiel für einen eindimensionalen Quasikristall ist die sogenannte
Fibonacci-Kette. Die Fibonacci-Kette ist eng mit der Fibonacci-Folge verknüpft, die
Leonardo da Pisa (alias Fibonacci) um 1202 in rekursiver Form aufgestellt haben
soll, um das Wachstum einer Kaninchen Population zu beschreiben (vgl. [20, S.
109]). Sie ist aus zwei Segmenten aufgebaut, deren Längenverhältnis dem goldenen
Schnitt τ entspricht, welcher gegeben ist durch

τ =
1 +
√
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Diese Segmente sind zwar nach einem festen Schema angeordnet, bilden aber trotz-
dem keine periodische Abfolge. Abschnitt 3.1.2 enthält genauere Erläuterungen zur
Konstruktion einer Fibonacci-Kette. Ein zweidimensionales Beispiel eines Quasikris-
talls ist die sogenannte Penrose-Parkettierung. Sie ist aus zwei unterschiedlichen,
rautenförmigen Kacheln aufgebaut, die gemäß fest vorgegebener Regeln aneinan-
dergefügt werden (siehe Abbildung 2.1). Weitere Informationen dazu befinden sich
beispielsweise in [20, Kapitel 6]. Auch ikosaedrische Quasikristalle lassen sich mit-
hilfe von Kacheln mit Legeregeln erzeugen (vgl. [12]). Eine mögliche Wahl für die
Form der dreidimensionalen Kacheln ist in Abbildung 2.2 dargestellt.

Ähnlich wie bei periodischen Kristallen lässt sich die Dichte von Quasikristallen
in Form einer ortsabhängigen Funktion ρ(x) darstellen. Diese ist zwar nicht peri-
odisch, kann als quasiperiodische Funktion aber dennoch wie in Gleichung (2.4) als
Fourierreihe entwickelt werden. Es ist jedoch zu beachten, dass die reziproken Git-
tervektoren aufgrund der unterschiedlichen Einheitszellen nun nicht mehr aus einem
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Abbildung 2.1: Die Penrose-Parkettierung (oben) setzt sich aus zwei verschiedenen,
rautenförmigen Kacheln (unten) zusammen. Diese werden entsprechend der an den
Kanten befindlichen Markierungen aneinandergefügt. (Abbildung aus [11])

Abbildung 2.2: Die hier gezeigten Rhomboeder können zum Aufbau eines ikosaedri-
schen Quasikristalls verwendet werden. Das Verhältnis ihrer Volumina entspricht
der goldenen Zahl τ . (Abbildung aus [12])
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Satz von D Vektoren {gn} gebildet werden können. Stattdessen sind niD Vektoren
erforderlich, wobei ni die Anzahl der unabhängigen Längenskalen im Kristall angibt.
Somit lässt sich jeder reziproke Gittervektor schreiben als

G =

niD∑
m=1

kmgm (2.8)

mit ganzzahligen Koeffizienten km (vgl. [22]).
Neben der Konstruktion aus unterschiedlichen Kacheln können Quasikristalle

auch mithilfe der Projektionsmethode erzeugt werden. Wie beispielsweise in [7, S.19-
20] und [20, S.54-58] beschrieben, wird dabei eine Teilmenge von Punkten eines
periodischen Gitters in einem höherdimensionalen Hyperraum auf den physikali-
schen Raum projiziert. Bei geeigneter Wahl der Menge der projizierten Punkte und
der relativen Orientierung des physikalischen Raumes zum Hyperraum-Gitter erhält
man so ein quasiperiodisches Gitter im physikalischen Raum. Die typische Vor-
gehensweise zur Konstruktion eines D-dimensionalen Quasikristalls ist dabei fol-
gendermaßen: Zunächst wird in einem N -dimensionalen Hyperraum mit N > D
ein N -dimensionales periodisches Gitter festgelegt. Meist wird dabei ein kubisches
Gitter verwendet. Anschließend wird die Orientierung des physikalischen Raumes
E‖ gewählt. Dieser stellt im Hyperraum eine D-dimensionale Hyperfläche dar und
muss bezüglich der Basisvektoren des Hyper-Gitters eine irrationale Steigung besit-
zen. Andernfalls erhält man kein quasiperiodisches, sondern ein periodisches Mus-
ter. Das orthogonale Komplement von E‖ wird im Folgenden als Orthogonalraum
E⊥ bezeichnet. Nun gilt es, die Menge der zu projizierenden Punkte festzulegen.
Dafür wird ein sogenanntes Akzeptanzfenster Ā definiert, das im Orthogonalraum
liegt. Die kanonische Wahl für dieses Akzeptanzfenster ist die orthogonale Projek-
tion der kubischen Einheitszelle des Hyper-Gitters auf E⊥. Schließlich werden alle
Punkte des Hyper-Gitters auf den physikalischen Raum E‖ projiziert, deren ortho-
gonale Projektion auf E⊥ innerhalb des Akzeptanzfensters Ā liegt. Abbildung 2.3
veranschaulicht die Erzeugung einer Fibonacci-Kette durch Projektion eines zweidi-
mensionalen Quadratgitters auf den eindimensionalen physikalischen Raum mit der
Steigung τ .

Häufig wird statt des soeben beschriebenen Projektionsformalismus auch eine
Schnittmethode verwendet. Genauere Erläuterungen hierzu können u.a. [7, S.17-
19] entnommen werden. Bei dieser Methode werden die Gitterpunkte des Hyper-
Gitters mit Atomflächen A dekoriert, welche parallel zum Orthogonalraum E⊥ lie-
gen. Das quasiperiodische Gitter im physikalischen Raum E‖ besteht dann aus des-
sen Schnittpunkten mit den Atomflächen A. Entspricht die Form der Atomflächen
A der Form des Akzeptanzfensters Ā des Projektionsformalismus, so sind beide Me-
thoden äquivalent. Die Methode der Atomflächen zur Konstruktion einer Fibonacci-
Kette wird in Abbildung 2.4 veranschaulicht.
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Abbildung 2.3: Eine eindimensionale Fibonacci-Kette wird mithilfe der Projektions-
methode konstruiert. Alle zu projizierenden Punkte liegen innerhalb eines Streifens,
der durch das Akzeptanzfenster Ā definiert ist. (Abbildung aus [7])

Abbildung 2.4: Eine eindimensionale Fibonacci-Kette wird mithilfe der Methode der
Atomflächen konstruiert. Die Atomflächen A entsprechen in Form und Größe dem
Akzeptanzfenster in Abb. 2.3. (Abbildung aus [7])
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2.2 Dislokationen in periodischen Kristallen

Im vorhergehenden Kapitel wurden ausschließlich ideale Kristalle betrachtet. In
der Realität sind Kristalle jedoch selten vollkommen defektfrei anzutreffen. Dabei
können Anzahl und Art der Defekte einen wesentlichen Einfluss auf die physikali-
schen Eigenschaften des Festkörpers haben. Grundsätzlich lassen sich Defekte drei-
dimensionaler Kristalle in drei Gruppen einteilen. Die erste Gruppe umfasst alle
sogenannten Punktdefekte, wie etwa Fremdbausteine oder Leerstellen. Die anderen
beiden beinhalten alle Linien- bzw. Flächendefekte. Typische Flächendefekte sind
beispielsweise Stapelfehler, Kleinwinkelkorngrenzen oder Zwillingsgrenzen (vgl. [4,
S.299]).

Im Folgenden werden sogenannte Dislokationen, auch Versetzungen genannt, ge-
nauer betrachtet. Dabei handelt es sich um Liniendefekte. Das Konzept einer allge-
meinen Dislokation in einem periodischen Kristall lässt sich anhand des sogenannten
Volterra-Prozesses beschreiben. Dabei wird zunächst von einem idealen Kristall aus-
gegangen. Dieser wird entlang einer beliebigen Ebene zerschnitten, welche durch die
Dislokationslinie L begrenzt wird. Die dabei entstandenen Schnittflächen können
nun um einen beliebigen Gittervektor gegeneinander verschoben und wieder zusam-
mengefügt werden. Abschließend werden alle Lücken zwischen den Schnittflächen
mit defektfreiem Material ausgefüllt, bzw. alles überschüssige Material entfernt.
Da die Verschiebung der beiden Schnittflächen um einen Vektor des Kristallgitters
durchgeführt wurde, ist der so entstandene Kristall außerhalb der Dislokationslinie
L abgesehen von kontinuierlichen Deformationen vollkommen defektfrei. Den Ver-
schiebungsvektor bezeichnet man als Burgers-Vektor b. Tatsächlich lässt sich eine
Dislokation sogar eindeutig durch ihre Dislokationslinie L und ihren Burgers-Vektor
b charakterisieren. Die genaue Wahl der Ebene, entlang der der Kristall zerschnitten
wird, ist dabei irrelevant (vgl. [3, S.190 f]).

Es können prinzipiell zwei grundlegende Arten von Dislokationen unterschie-
den werden, aus denen sich alle Versetzungen zusammensetzten lassen. Die erste
Art wird als Stufenversetztung bezeichnet. Bei einer reinen Stufenversetzung steht
der Burgers-Vektor senkrecht zur Versetzungslinie. Ein Beispiel ist in Abbildung
2.5 dargestellt. Wie sich darin erkennen lässt, kann eine Stufenversetzung auch als
das Einfügen bzw. Entfernen einer Halbebene im idealen Kristallgitter aufgefasst
werden. Die Versetzungslinie liegt dann dort, wo die Halbebene endet. Die zweite
Art bezeichnet man als Schraubenversetzung. Bei einer reinen Schraubenversetzung
liegt der Burgers-Vektor parallel zur Dislokationslinie. Somit ergibt sich ein Kristall
dessen Ebenen sich ähnlich einer Wendeltreppe um die Defektlinie winden (vgl. [4,
S.301 f]). Abbildung 2.6 zeigt eine schematische Darstellung einer solchen Schrau-
benversetzung.

Die Behandlung von Dislokationen im Rahmen der Elastizitätstheorie erfolgt an-
hand eines Verschiebungsfeldes u(x), welches die Deformation des Festkörpers am
Ort x beschreibt. Der Kristall wird hierbei als kontinuierliches Medium aufgefasst.
Der Burgers-Vektor b entspricht gerade der Summe aller Verschiebungen u(x) ent-
lang eines beliebigen, geschlossenen Weges C um den Versetzungskern, sodass gilt
(vgl. [3, S.201-203]): ∮

C
du =

∮
C

∂u

∂s
ds = b (2.9)
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Abbildung 2.5: Stufendislokation in einem kubischen Kristallgitter (Abbildung aus
[15])

Abbildung 2.6: Darstellung einer reinen Schraubenversetzung in einem periodischen
Kristall (Abbildung aus [1])

Zur Konstruktion einer Versetzung in zwei Dimensionen oder einer geraden Ver-
setzung in drei Dimensionen bietet sich laut [3, S.195] daher beispielsweise ein Ver-
schiebungsfeld der Form

u(x) = b
θ

2π
(2.10)

an, bei der linear im Polarwinkel θ um den Versetzungskern interpoliert wird.
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2.3 Dislokationen in Quasikristallen

Auch in Quasikristallen können Dislokationen auftreten. Allerdings gestaltet sich de-
ren Betrachtung etwas komplizierter als in periodischen Kristallen. Denn aufgrund
der fehlenden Translationssymmetrie ermöglicht ein reines Verschiebungsfeld u der
Form (2.10) kein defektfreies Zusammenfügen des Kristalls nach einem vollen Um-
lauf um den Versetzungskern. Für eine volle Dislokation im Quasikristall sind daher
zusätzliche Änderungen der relativen Positionen der Gitterpunkte nötig. Diese wer-
den auch als phasonische Flips bezeichnet und können mithilfe eines phasonischen
Verschiebungsfeldes v(x) beschrieben werden (vgl. [19]). Zur besseren Unterscheid-
barkeit wird u(x) im Folgenden als phononisches Verschiebungsfeld bezeichnet.

Um zu verstehen, welche Verschiebungsfelder ein direktes Zusammenfügen des
Kristalls nach einem vollen Umlauf um den Versetzungskern erlauben, ist es sinn-
voll, zunächst die Dichtefunktion ρ(x) zu betrachten. Nach [19] fordert man für die
phononischen Verschiebungen ∆u und phasonischen Verschiebungen ∆v:

ρv=∆v(x−∆u) = ρv=0(x) (2.11)

Eine unmittelbare Lösung der Gleichung ist an dieser Stelle noch nicht möglich, da
die genaue Wirkung der phasonischen Verschiebung ∆v bisher nicht näher spezifi-
ziert wurde. Hier können die Projektionsmethode bzw. die Methode der Atomflächen
Abhilfe schaffen, welche in Kapitel 2.1 eingeführt wurden. Diese machen deutlich,
dass sich ein Quasikristall auch als Projektion bzw. Schnitt eines höherdimensionalen
periodischen Gitters auffassen lässt. Wie jedes periodische Gitter bleibt dieses inva-
riant unter Verschiebung um einen beliebigen Gittervektor r der Form (2.1). Sei ∆γ
nun eine solche Verschiebung, dann gilt für die N -dimensionale Dichte offensichtlich

ρ(N)(x(N)) = ρ(N)(x(N) −∆γ) (2.12)

wobei x(N) einen beliebigen Ortsvektor im N -dimensionalen Hyperraum bezeichnet.
Dass diese Gleichung tatsächlich erfüllt wird, lässt sich auch durch Ausschreiben der
Dichtefunktion als Fourierreihe wie in (2.4) und Nutzung der Relation (2.6) zwischen
reziprokem und direktem Kristallgitter überprüfen.

Die Invarianz des N -dimensionalen Hyper-Gitters unter der Verschiebung ∆γ ist
jedoch nur eine Bedingung, die erfüllt werden sollte. Zusätzlich fordert man, dass
sich das ursprüngliche und das neu erzeugte Quasikristall-Gitter in der selben LI-
Klasse (engl. local indistinguishability class oder local isomorphism class, siehe dazu
[7, S.33]) befinden.

Zwei Quasikristalle sind in der selben LI-Klasse, wenn sie lokal ununterscheid-
bar sind. Sie sind genau dann lokal ununterscheidbar, wenn es für jeden Punkt P
des einen Gitters und jede Strecke l eine Translation des anderen Gitters gibt, so-
dass die beiden Gitter innerhalb einer Kugel mit Radius l um P übereinstimmen
(vgl. [18, S.21]). Befinden sich zwei Quasikristalle in der selben LI-Klasse, so besit-
zen sie insbesondere auch die gleiche freie Energie und das gleiche Beugungsmuster
(vgl. [3, S.189]). Bei ikosaedrischen Quasikristallen, welche durch Projektion eines
6-dimensionalen Hyper-Gitters auf den physikalischen Raum erzeugt werden, führen
alle möglichen Verschiebungen ∆γ zu Strukturen der selben LI-Klasse (vgl. [3, S.
161]).
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Der 6-dimensionale Verschiebungsvektor ∆γ lässt sich somit in einen dreidimen-
sionalen phononischen Anteil ∆u = Π‖(∆γ) ∈ E‖ und einen dreidimensionalen
phasonischen Anteil ∆v = Π⊥(∆γ) ∈ E⊥ aufteilen, wobei Π‖ und Π⊥ die ortho-
gonalen Projektionsoperatoren auf den physikalischen Raum E‖ bzw. den Ortho-
gonalraum E⊥ bezeichnen. Der phononische Anteil, welcher ausschließlich im phy-
sikalischen Raum liegt führt zu einfachen Translationen des Gitters, während der
phasonische Anteil zu Änderungen der relativen Positionen der Gitterpunkte führt.
Da E‖ eine irrationale Steigung bezüglich der Basis des periodischen Hyper-Gitters
besitzt, ist das Auftreten eines rein phononischen oder phasonischen Burgersvektors
bei einer vollen Dislokation nicht möglich. In ikosaedrischen Quasikristallen bleibt
das 3-dimensionale Gitter also unter allen Verschiebungen ∆γ invariant, die das
6-dimensionale Hypergitter unverändert lassen. Somit lässt sich ein 6-dimensionaler
Burgers-Vektor b(6) definieren, für den gilt

b(6) = ∆γ = t(6) (2.13)

mit beliebigem Vektor t(6) aus dem direkten 6-dimensionalen Hyper-Gitter. Die zu-
gehörige 6-dimensionale Dichtefunktion lässt sich nun schreiben als

ρ
(6)
γ=∆γ(x(6)) = ρ(6)(x(6) −∆γ) =

∑
G(6)∈L(6)R

ρG(6) exp(iG(6) · (x(6) −∆γ)) (2.14)

Durch die Verschiebung ∆γ ist also ein zusätzlicher Phasenterm ∆φG(6) hinzuge-
kommen, welcher sich folgendermaßen umformen lässt:

∆φG(6) = G(6) ·∆γ = G‖ ·∆u + G⊥ ·∆v (2.15)

mit den dreidimensionalen Komponenten des 6-dimensionalen reziproken Gittervek-
tors G‖ = Π‖(G(6)) im physiklischen Raum und G⊥ = Π⊥(G(6)) im Orthogonal-
raum. Dieser Phasenterm kann auch als Teil der komplexen Phase der Fourierkoef-
fizienten ρG(6) = |ρG(6)| exp(iφG(6)) aufgefasst werden. Mit φG(6) = φG(6),0 −∆φG(6)

erhält man also

ρ
(6)
γ=∆γ(x(6)) =

∑
G(6)∈L(6)R

|ρG(6) | exp(iG(6) · x(6) + iφG(6),0 − i∆φG(6)) (2.16)

Der Übergang von der 6-dimensionalen Beschreibung der Dichtefunktion zur 3-
dimensionalen Beschreibung erfolgt nun, analog zu den Betrachtungen in [3, S. 187]
für ein 5-dimensionales Hyper-Gitter, durch Restriktion der x(6) auf den physikali-
schen Raum. Somit erhält man für die dreidimensionale Dichtefunktion

ρu,v(x) =
∑

G‖∈LR

|ρG‖| exp(iG‖ · x + iφG‖,0 − iG‖ · u− iG⊥ · v) (2.17)

Führt man nun ein 6-dimensionales, ortsabhängiges Verschiebungsfeld γ(x(6))
ein, so muss für jeden geschlossenen Weg C um die Dislokation analog zu Gleichung
(2.9) gelten: ∮

C
dγ =

∮
C

∂γ

∂s
ds = b(6) (2.18)
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Teilt man den Burgers-Vektor nun wiederum in einen dreidimensionalen phono-
nischen Anteil b‖ = ∆u ∈ E‖ und einen dreidimensionalen phasonischen Anteil
b⊥ = ∆v ∈ E⊥ auf, so erhält man mit Gleichung (2.18) wie auch in [17] angegeben:∮

C
du =

∮
C

∂u

∂s
ds = b‖ (2.19a)∮

C
dv =

∮
C

∂v

∂s
ds = b⊥ (2.19b)

Dabei bezeichnen u = u(x) und v = v(x) die nun ebenfalls ortsabhängigen, drei-
dimensionalen phononischen bzw. phasonischen Komponenten des Verschiebungs-
feldes γ(x). In Analogie zum periodischen Kristall können u und v linear um den
Versetzungskern interpoliert werden, sodass sich, ähnlich wie in Gleichung (2.10),
beispielsweise schreiben lässt:

u(x) = b‖
θ

2π
(2.20a)

v(x) = b⊥
θ

2π
(2.20b)

Durch Einsetzen geeigneter Verschiebungsfelder in Gleichung (2.17) erhält man
schließlich die Dichtefunktion eines Quasikristalls mit Dislokation.
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Kapitel 3

Schraubendislokationen in
dreidimensionalen Quasikristallen

In diesem Kapitel werden Schraubendislokationen in dreidimensionalen Quasikris-
tallen genauer betrachtet. Während Stufendislokationen in Quasikristallen bereits
umfassend untersucht wurden, existiert nur wenig Literatur, welche sich explizit mit
der Theorie von Schraubendislokationen in Quasikristallen auseinandersetzt. Dies
hängt vermutlich mit der Tatsache zusammen, dass die Betrachtungen häufig vom
zweidimensionalen Fall ausgehen. In zwei Dimensionen stellt eine Versetzung jedoch
keinen Linien-, sondern einen Punktdefekt dar. Somit kann der Burgers-Vektor nie-
mals parallel zum Versetzungskern verlaufen und es existiert kein zweidimensionales
Analogon zur Schraubendislokation. Bei der quasiperiodischen Stapelung mehrerer
Schichten ist deren Auftreten jedoch durchaus denkbar. Dieser Fall wird in Kapitel
3.1 genauer beleuchtet. Kapitel 3.2 soll zudem einen Überblick über Schraubendis-
lokationen in ikosaedrischen Quasikristallen bieten.

3.1 Schraubendislokationen in quasiperiodisch ge-

stapelten Schichten

3.1.1 Periodisch gestapelte Schichten mit Schraubendislo-
kation

Bevor genauer auf die Beschreibung quasiperiodisch gestapelter Schichten und deren
strukturelle Veränderung durch Schraubendislokationen eingegangen wird, erfolgt in
diesem Unterkapitel zunächst eine Betrachtung periodisch angeordneter Ebenen, um
die Unterschiede der beiden Fälle zu verdeutlichen. Die Ebenen des hier behandel-
ten Systems stehen im defektfreien Zustand senkrecht zur z-Achse und haben den
Abstand d. Sie lassen sich also als Schar von Ebenen mit Ebenengleichung z = zn
beschreiben, wobei die periodische Folge zn gegeben ist durch

zn = d(n+ c) (3.1)

mit n ∈ Z und c ∈ R. Liegt kein Defekt vor, so ist der Parameter c räumlich
konstant. Eine Variation dieses Parameters bewirkt eine globale Translation des
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Systems. Verändert man c um eine ganze Zahl, dann entspricht dies einer Gitter-
translation, sodass man wieder dasselbe Gitter erhält.

Zur Konstruktion einer Schraubenversetzung muss der Parameter c positions-
abhängig gemacht werden. Die Dislokationslinie verläuft in diesem Beispiel, ebenso
wie der Burgers-Vektor, parallel zur z-Achse. Der Parameter c wird nun linear im
Polarwinkel θ um den Versetzungskern variiert, sodass gilt

c(θ) = c(0) + ∆c
θ

2π
. (3.2)

Um ein Aneinanderfügen der Ebenen nach einem vollen Umlauf um den Verset-
zungskern zu ermöglichen, muss ∆c offensichtlich einer ganzen Zahl entsprechen.
Der zugehörige, dreidimensionale Burgers-Vektor lautet:

b = d∆c

0
0
1

 , ∆c ∈ Z. (3.3)

Die Abbildungen 3.1(a) bis (c) zeigen ein System von fünf periodisch gestapelten
Schichten im defektfreien Zustand, sowie mit Schraubendislokationen zu zwei ver-
schiedenen Burgers-Vektoren. Die Burgers-Vektoren wurden gemäß Gleichung (3.3)
gewählt, sodass die unterschiedlichen Schichten außerhalb des Versetzungskerns ste-
tig ineinander übergehen und eine schraubenförmige Struktur bilden. Da der Para-
meter c hier lediglich vom Polarwinkel und nicht vom Radius abhängt, genügt auch
ein Auftragen der z-Koordinaten aller Schichten über dem Winkel θ, um die Struk-
tur eindeutig zu charakterisieren. Dies entspricht einem zweidimensionalen Schnitt
in Form eines Zylindermantels um die Dislokationslinie. Abbildung 3.2 zeigt die ent-
sprechenden Darstellungen zu den in Abbildung 3.1 veranschaulichten Systemen.
Die z-Koordinate ist hier in Einheiten der Gitterkonstante d aus Gleichung (3.1)
und der Winkel θ im Bogenmaß angegeben. Auch aus diesen Plots lässt sich durch
Vergleich der Lage der einzelnen Schichten bei θ = 0 und θ = 2π ablesen, dass ein
stetiges Zusammenfügen nach einem vollen Umlauf um den Versetzungskern möglich
ist.

(a) (b) (c)

Abbildung 3.1: (a) Ausschnitt aus einem System fünf periodisch gestapelter Ebenen
ohne Defekt; (b) Der gleiche Ausschnitt mit Schraubendislokation zum Burgers-
Vektor b = d(0, 0, 1) im Zentrum; (c) Der gleiche Ausschnitt mit Schraubendisloka-
tion zum Burgers-Vektor b = 2d(0, 0, 1) im Zentrum
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(a)

(b)

(c)

Abbildung 3.2: z-Koordinaten der Schichten in Einheiten der Gitterkonstante d in
Abhängigkeit des Polarwinkels θ in Bogenmaß. Die Diagramme korrespondieren je-
weils zu den Darstellungen aus Abbildung 3.1.

16



Auch eine Beschreibung als Dichtefunktion der Form (2.4) ist möglich. Im Fall
des hier betrachteten Systems periodisch gestapelter Schichten reicht ein Basisvektor

g =
2π

d

0
0
1

 (3.4)

aus, um alle reziproken Gittervektoren Gn = ng (n ∈ Z) zu bilden, da es in z-
Richtung einem eindimensionalen, periodischen Kristall entspricht. Die zugehörige
Dichtefunktion lautet dann

ρ(x) =
∑
n∈Z

|ρGn| exp(ing · [x− u] + iφGn,0). (3.5)

Unter Verwendung der eulerschen Formel cos(x) = 1
2
[exp(ix) + exp(−ix)] lässt sie

sich schreiben als

ρ(x) = |ρ0|+
∑
n∈N

2|ρGn | cos(ng · [x− u] + φGn,0). (3.6)

Dabei wurde auch ausgenutzt, dass es sich bei der Dichtefunktion um eine reel-
le Funktion handelt, sodass für die komplexen Fourierkoeffizienten jedes reziproken
Gittervektors und dessen reflektierten Bildes die Beziehung ρ−Gn = ρGn gelten muss.
Eine Änderung in u bewirkt eine Translation der gesamten Funktion. Entspricht u
einem Burgers-Vektor der Form (3.3), so erhält man aufgrund der 2π-Periodizität des
Kosinus denselben Funktionsverlauf wie für u = 0. Somit kann u als das Verschie-
bungsfeld der Elastizitätstheorie aufgefasst werden, welches schon in Kapitel 2.2 ein-
geführt wurde. Eine Schraubendislokation kann nun beispielsweise durch räumliche
Variation des Verschiebungsfeldes nach Gleichung (2.10) erzeugt werden.

Für eine direkte, graphische Darstellung der Anordnung müsste nun streng ge-
nommen ein Volumenintegral über die Funktion (3.6) ausgeführt werden, da sie
lediglich die Dichte in Abhängigkeit des Ortes beschreibt. Geht man jedoch bei-
spielsweise davon aus, dass die Dichtefunktion in z-Richtung einem Dirac-Kamm
entspricht, so kann eine geeignete Dekoration mit Schichten auch auf einfachere Wei-
se gefunden werden. Denn eine Integration führt zu einer Anordnung von Schichten,
welche sich genau an den Orten der δ-Peaks befinden. Die Periodizität des Dirac-
Kamms wird dabei bereits vom ersten Summanden mit n = 1 vorgegeben und die
Dirac-Impulse fallen mit den Maxima dieser Kosinus-Funktion zusammen. Um die
Position der einzelnen Schichten zu veranschaulichen reicht es daher aus, die Sum-
me bereits nach dem ersten Glied abzubrechen und einen geeigneten Schwellenwert
zu wählen. Alle Bereiche, für welche die erhaltenen Funktionswerte oberhalb die-
ses Schwellenwertes liegen, werden als Schicht aufgefasst. Der Konstante Anteil |ρ0|
kann dabei entfallen und auch die Summation über die abzählbar unendliche Menge
der natürlichen Zahlen ist nicht mehr nötig.

Dies ermöglicht das Erzeugen von Grafiken, die mit den Darstellungen aus Abbil-
dung 3.2 übereinstimmen. Drei Beispiele solcher Grafiken sind in den Abbildungen
3.3(a) bis (c) zu sehen. Es handelt sich hierbei um Schnitte entlang eines Zylinder-
mantels um den Versetzungskern. Da die z-Koordinate nur von θ abhängt ist der
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Radius des Zylinders irrelevant für das Ergebnis. Der Schwellenwert wurde auf 95%
der maximalen Dichte gesetzt. Alle Bereiche in denen die genäherte Dichtefunktion
oberhalb dieses Schwellenwertes liegt wurden blau eingefärbt und repräsentieren die
Schichten.

(a) (b)

(c)

Abbildung 3.3: Zweidimensionale Schnitte entlang eines Zylindermantels durch ein
System periodisch gestapelter Schichten: (a) System ohne Defekt; (b) System mit
Schraubendislokation zum Burgers-Vektor b = d(0, 0, 1) im Zentrum des Zylinders;
(c) System mit Schraubendislokation zum Burgers-Vektor b = 2d(0, 0, 1) im Zen-
trum des Zylinders; Die z-Werte sind analog zu Abbildung 3.2 in Vielfachen von d
angegeben, der Winkel ist im Bogenmaß gemessen. Die Darstellung erfolgte mithilfe
der durch ihren ersten Summanden approximierten Dichtefunktion. Alle Bereiche,
in denen sie den Schwellenwert überschreitet, wurden blau markiert. Die grauen
Bereiche in (b) und (c) markieren die Lage der Schichten im defektfreien System.
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3.1.2 Mathematische Beschreibung quasiperiodisch gesta-
pelter Schichten

Im Folgenden wird ein einfaches Modellsystem betrachtet, welches aus quasiperi-
odisch angeordneten, identischen Schichten besteht. Die Dislokationslinie soll dabei
senkrecht zu diesen Schichten stehen. Es handelt sich also um eine Struktur, deren
Aufbau in einer Dimension einem Quasikristall entspricht. Als Beispiel einer solchen
quasiperiodischen Anordnung wird hier eine Fibonacci-Kette herangezogen.

Wie bereits in Abschnitt 2.1 erwähnt, besteht sie aus zwei unterschiedlichen Seg-
menten mit dem Längenverhältnis τ . Diese Segmente entsprechen im hier betrach-
teten Modellsystem den Abständen zwischen den einzelnen Ebenen. Die Anordnung
der Segmente erfolgt dabei gemäß der Ersetzungsregel

L→ LK, K → L (3.7)

wobei L das längere und K das kürzere Segment bezeichnet. Mithilfe dieser Wachs-
tumsregel kann eine Fibonacci-Kette beliebiger Länge erzeugt werden. Startet man
mit einem kurzen Segment, so kann der schrittweise Aufbau beispielsweise wie folgt
aussehen:

K

L

LK

LKL

LKLLK

LKLLKLKL

LKLLKLKLLKLLK

...

(siehe dazu z.B. [20, S.111 f]).
Die Anzahl der Segmente nach n Schritten entspricht gerade der n-ten Fibonacci-
Zahl.

Außerdem kann eine eindimensionale, quasiperiodische Abfolge nach [22] mithilfe
der Gleichungen

xN = N + α + ρbNσ + βc, N ∈ N (3.8)

beschrieben werden. Dabei bezeichnet σ eine irrationale Zahl zwischen 0 und 1, ρ
eine positive reelle Zahl und α und β sind beliebig wählbare, reelle Parameter. Die
hier verwendete Abrundungsfunktion bxc einer reellen Zahl x gibt die größte ganze
Zahl kleiner oder gleich x an. Setzt man nun ρ = σ = 1

τ
sowie α = a und β = 1

2
+ b

mit a, b ∈ R, so erhält man die Folge

zn = n+ a+
1

τ

⌊
n

τ
+

1

2
+ b

⌋
(3.9)

mit n ∈ N. Dabei handelt es sich um eine weitere Möglichkeit zur Konstruktion
einer Fibonacci-Kette. Der Abstand zn+1− zn entspricht jeweils entweder der Länge
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eines kurzen (K) oder eines langen (L) Segmentes. Das Modellsystem kann nun
als Schar von Ebenen mit den Ebenengleichungen z = znl (n ∈ N) mit beliebiger
Längeneinheit l aufgefasst werden.

Eine weitere Herangehensweise ist die Projektionsmethode bzw. die Methode
der Atomflächen. Mithilfe dieser Methoden kann eine Fibonacci-Kette aus einem
zweidimensionalen periodischen Gitter (siehe Kapitel 2.1) erzeugt werden. Sie bie-
tet einen einfachen Weg zur Bestimmung der reziproken Gittervektoren, was eine
Beschreibung als Dichtefunktion der Form (2.4) ermöglicht.

Zur Untersuchung der Auswirkungen von Schraubendislokationen auf das soeben
vorgestellte Modellsystem werden in dieser Arbeit zum einen die Konstruktion als
Schar von Ebenen und zum anderen die Darstellung als Dichtefunktion herangezo-
gen.

3.1.3 Quasiperiodisch gestapelte Schichten mit Schrauben-
dislokation in der Beschreibung als Ebenenschar

Im Gegensatz zur Struktur periodisch angeordneter Kristallebenen mit Schrauben-
dislokation lässt sich die Struktur quasiperiodisch gestapelter Schichten nicht als
Schraube um den Versetzungskern mit einheitlicher Ganghöhe wie in den Abbildun-
gen 3.1(b) und (c) veranschaulichen. Denn aufgrund der unterschiedlichen Abstände
zwischen den Ebenen und deren aperiodischer Anordnung lässt sich keine Ganghöhe
festlegen, welche zur Verbindung der Schichten nach einem vollen Umlauf um die Dis-
lokationslinie führt. Dennoch können, wie in Kapitel 2.3 erläutert, Burgers-Vektoren
gefunden werden, die diese Bedingung erfüllen. Dies wirft die Frage auf, in welcher
Weise die Struktur quasiperiodisch gestapelter Schichten durch das Einbringen ei-
ner Schraubendislokation beeinflusst wird. Zur Beantwortung dieser Frage wird hier
zunächst die Betrachtung als Ebenenschar mit quasiperiodischer Abfolge genauer
behandelt.

Die z-Koordinaten der Ebenen im defektfreien System sind durch Gleichung
(3.9) festgelegt. Die Methode zum Einbringen einer Versetzung orientiert sich hier
an der Behandlung topologischer Defekte in einem zweidimensionalen Gitter paralle-
ler, quasiperiodisch angeordneter Linien durch Socolar, Lubensky und Steinhardt in
[22, Abschnitt V.]. Die Schnittpunkte dieses Gitters mit der x-Achse lassen sich mit
Gleichung (3.8) definieren. Im Artikel wird darauf hingewiesen, dass die Parameter α
und β eng mit der phononischen Verschiebung u und der phasonischen Verschiebung
v verbunden sind. Denn eine Änderung des Parameters α führt zu einer Translation
des gesamten Gitters, während eine Variation von β eine Verschiebung einzelner Git-
terlinien, also eine Umordnung, bewirkt. Außerdem wird eine mögliche Modifikation
von α und β angegeben, welche das Gitter invariant lässt. Die zugehörige Transfor-
mation wird als Umklapp bezeichnet und führt lediglich zur Umnummerierung der
Gitterlinien. Dabei werden α und β jeweils um die Beträge ∆α bzw. ∆β verändert,
welche sich laut [22] in folgender Form schreiben lassen:

∆α = P +Qρ (3.10a)

∆β = Pσ −Q (3.10b)

mit P,Q ∈ Z. Socolar et. al nutzen diese Transformation in oben genannter Quelle
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um Stufendislokationen im zweidimensionalen Liniengitter zu erzeugen. Dies erfolgt
durch das Einführen winkelabhängiger Parameter α(θ) und β(θ) mit α(2π)−α(0) =
∆α bzw. β(2π) − β(0) = ∆β. Der Winkel θ bezeichnet hier wie üblich den Polar-
winkel um den Versetzungskern.

Dieses Vorgehen wird im Folgenden auf die Erzeugung von Schraubendisloka-
tionen im hier untersuchten Modellsystem übertragen. Im Gegensatz zur zweidi-
mensionalen Betrachtung in [22] handelt es sich beim Versetzungskern in diesem
dreidimensionalen System jedoch nicht um einen Punkt, sondern um eine Linie. Ihr
Verlauf wird in diesem Beispiel parallel zur z-Achse, also senkrecht zu den Ebenen,
gewählt. Dabei werden a und b aus Gleichung (3.9) zwischen θ = 0 und θ = 2π linear
variiert. Die zugehörigen Änderungen ∆a = a(2π) − a(0) und ∆b = b(2π) − b(0)
müssen sich nach den Gleichungen (3.10) in der Form

∆a = m1
1

τ
+m2 (3.11a)

∆b = −m1 +m2
1

τ
(3.11b)

mit m1,m2 ∈ Z darstellen lassen, um ein lückenloses Zusammenfügen der Ebenen
bei θ = 0 zu ermöglichen.

Wie bereits erwähnt sind diese Parameter mit der phononischen und phasoni-
schen Verschiebung verknüpft. Variiert man ausschließlich a in θ, so erhält man
lediglich eine Verformung der einzelnen Ebenen. Dies entspricht der Wirkung einer
winkelabhängigen, rein phononischen Verschiebung u(x). Allerdings lassen sich da-
bei nicht alle Schichten bei θ = 0 wieder verbinden. Abbildung 3.4(a) veranschaulicht
diesen Fall.

In Abbildung 3.4(b) ist dagegen eine reine, winkelabhängige Änderung von b
dargestellt. Wie sich dort erkennen lässt ruft sie Sprünge in den Ebenen hervor,
was der Wirkung einer phasonischen Verschiebung v(x) entspricht. Auch hier ist ein
Zusammenfügen bei θ = 0 nicht für alle Schichten möglich.

Die Kombination beider Variationen führt jedoch wie erwartet zum erhofften
Ergebnis. Dies wird in Abbildung 3.4(c) verdeutlicht. Eine dreidimensionale Dar-
stellung der untersten drei Schichten des quasiperiodischen Stapels ist in Abbildung
3.5 zu sehen. Das Aneinanderfügen der Ebenen nach einem vollen Umlauf um die
Versetzung wird durch die Sprünge ermöglicht, welche von der Änderung des Para-
meters b hervorgerufen werden. Diese Sprünge entstehen immer dort, wo der Term
innerhalb der Abrundungsfunktion in Gleichung (3.9) eine ganze Zahl überschreitet,
also dort, wo gilt

n

τ
+

1

2
+ b(θ) = k ∈ Z. (3.12)

Für die Abbildungen 3.4(b) und 3.4(c) wurde beispielsweise

b(θ) = ∆b
θ

2π
(3.13)

gesetzt. Da der Winkel θ zwischen 0 und 2π liegt, gilt für die ganze Zahl k dann
zusätzlich {

dn
τ

+ 1
2
e ≤ k ≤ bn

τ
+ 1

2
+ ∆bc, ∆b > 0

dn
τ

+ 1
2

+ ∆be ≤ k ≤ bn
τ

+ 1
2
c, ∆b < 0

(3.14)
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(a) Variation von a

(b) Variation von b

(c) Variation von a und b

Abbildung 3.4: Wirkung einer linearen Variation der Parameter a und b aus Glei-
chung (3.9) mit ∆a = 1 und ∆b = 1

τ
auf die Struktur der quasiperiodisch gestapelten

Schichten; Die z-Koordinate der jeweiligen Schicht ist durch die Ebenengleichung
z = znl festgelegt und wurde hier in Einheiten von l über dem Winkels θ um den
Versetzungskern aufgetragen.
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(a) (b)

Abbildung 3.5: (a) Ausschnitt aus einem quasiperiodischen Stapel ohne Defekt; (b)
Derselbe Ausschnitt aus einem quasiperiodischen Stapel mit Schraubendislokation
im Zentrum (Der dargestellte Bereich entspricht den untersten drei Schichten aus
Abbildung 3.4(c))

mit der Aufrundungsfunktion dxe. Sie gibt die kleinste, ganze Zahl an, die größer
oder gleich x ∈ R ist und lässt sich mit der Beziehung

dxe =

{
bxc+ 1 , x /∈ Z
bxc , x ∈ Z

(3.15)

durch die Abrundungsfunktion ausdrücken. Die Anzahl der Sprünge in der n-ten
Ebene ergibt sich somit zu

kmax − kmin + 1 =

{
bn
τ

+ 1
2

+ ∆bc − bn
τ

+ 1
2
c, ∆b > 0

bn
τ

+ 1
2
c − bn

τ
+ 1

2
+ ∆bc, ∆b < 0

(3.16)

wobei kmax und kmin jeweils den maximal bzw. minimal möglichen Wert von k
bezeichnen. Durch direktes Einsetzen von (3.11b) in (3.16) und in (3.9) und Vergleich
der beiden Resultate wird ersichtlich, dass sich die Anzahl der Sprünge auch wie folgt
ausdrücken lässt:

kmax − kmin + 1 =

{
(zn+m2 − zn −m2)τ −m1 , ∆b > 0

−[(zn+m2 − zn −m2)τ −m1] , ∆b < 0
(3.17)

Sie ist also eng mit der Fibonacci-Kette verbunden und wird von der Wahl der
Parameter m1 und m2 bestimmt. Die Polarwinkel, bei denen die Unstetigkeitsstellen
auftreten, hängen sowohl von n als auch von k ab und lassen sich mit folgender
Gleichung explizit angeben

θ
(n)
k =

2π

∆b

(
k − n

τ
− 1

2

)
. (3.18)
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3.1.4 Dichtefunktion quasiperiodisch gestapelter Schichten
mit Schraubendislokation

Um die Plausibilität der Ergebnisse aus Abschnitt 3.1.3 nochmals zu überprüfen
wird im Folgenden auch die Betrachtung als Dichtefunktion herangezogen. Die z-
Komponenten der zugehörigen reziproken Gittervektoren im Real- bzw. Orthogo-
nalraum, sowie geeignete Burgers-Vektoren lassen sich mithilfe der Projektionsme-
thode bestimmen. Die x- und y-Komponenten sind jeweils Null. Zur Herleitung der
gesuchten z-Komponenten wird zunächst ein zweidimensionales Quadratgitter mit
Basisvektoren

t1 = t

(
1
0

)
(3.19a)

t2 = t

(
0
1

)
(3.19b)

betrachtet. Um eine Fibonacci-Kette zu erhalten wird der physikalische Raum E‖

als Gerade mit Steigung τ festgelegt, sodass gilt

E‖ = span{e‖} (3.20a)

E⊥ = span{e⊥} (3.20b)

mit den normierten Basisvektoren

e‖ =
1√

1 + τ 2

(
1
τ

)
(3.21a)

e⊥ =
1√

1 + τ 2

(
−τ
1

)
(3.21b)

des physikalischen bzw. des Orthogonalraums. Die Projektionen des Quadratgitters
auf E‖ bzw. E⊥ ergeben sich somit zu

t
‖
1 = Π‖(t1) = e‖ · t1 =

t√
1 + τ 2

(3.22a)

t
‖
2 = Π‖(t2) = e‖ · t2 =

tτ√
1 + τ 2

(3.22b)

t⊥1 = Π⊥(t1) = e⊥ · t1 = − tτ√
1 + τ 2

(3.22c)

t⊥2 = Π⊥(t2) = e⊥ · t2 =
t√

1 + τ 2
(3.22d)

Laut [23] entsprechen alle Gittertranslationen des zweidimensionalen Gitters einem
Umklapp in der projizierten Fibonacci-Kette, sodass das erzeugte Muster invariant
bleibt. Desweiteren wird in der Quelle dargelegt, dass sich alle Umklapp-kongruenten
Gitter in derselben LI-Klasse befinden. Daher wird im Folgenden angenommen, dass
sich die z-Komponenten des phononischen und des phasonischen Anteils des Burgers-
Vektors schreiben lassen als

b‖z = m1t
‖
1 +m2t

‖
2 (3.23a)

b⊥z = m1t
⊥
1 +m2t

⊥
2 (3.23b)
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mit m1,m2 ∈ Z. Wählt man als Gitterkonstante t =
√

1+τ2

τ
l, so entspricht dies gerade

den zulässigen Werten für ∆a und ∆b aus vorheriger Betrachtung.
Aus der Beziehung (2.6) zwischen reziprokem und direktem Gitter folgt, dass

das reziproke Gitter eines zweidimensionalen Quadratgitters mit Gitterkonstante t
ebenfalls ein Quadratgitter mit Gitterkonstante

g =
2π

t
(3.24)

ist. Dies gilt allgemein für alle kubischen Gitter beliebiger Dimension. Damit erhält
man für die Basisvektoren des reziproken Gitters

g1 = g

(
1
0

)
(3.25a)

g2 = g

(
0
1

)
(3.25b)

und für deren Projektionen auf den physikalischen Raum E‖ bzw. den Orthogonal-
raum E⊥ entsprechend

g
‖
1 = Π‖(g1) = e‖ · g1 =

g√
1 + τ 2

(3.26a)

g
‖
2 = Π‖(g2) = e‖ · g2 =

gτ√
1 + τ 2

(3.26b)

g⊥1 = Π⊥(g1) = e⊥ · g1 = − gτ√
1 + τ 2

(3.26c)

g⊥2 = Π⊥(g2) = e⊥ · g2 =
g√

1 + τ 2
. (3.26d)

In Kapitel 2.3 wurde bereits erläutert, wie man aus einer sechsdimensionalen,
periodischen Funktion die Dichtefunktion eines dreidimensionalen, ikosaedrischen
Quasikristalls mit Dislokation konstruieren kann. Analog lässt sich auch eine ein-
dimensionale, quasiperiodische Funktion aus der zweidimensionalen Dichtefunktion
des hier betrachteten Quadratgitters der Form

ρuz ,vz(z) =
∑

G‖∈LR

|ρG‖ | exp(iG‖z + iφG‖,0 − iG‖uz − iG⊥vz) (3.27)

ableiten. Diese kann nun so auf drei Dimensionen erweitert werden, dass ein System
quasiperiodisch gestapelter Schichten beschrieben wird. Dafür setzt man

ρu,v(x) = ρuz ,vz(z) (3.28)

mit x =

xy
z

. Definiert man außerdem

u =

 0
0
uz

 , v =

 0
0
vz

 , G‖ =

 0
0
G‖

 und G⊥ =

 0
0
G⊥

 ,
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so lässt sich auch schreiben

ρu,v(x) =
∑

G‖∈LR

|ρG‖| exp(iG‖ · x + iφG‖,0 − iG‖ · u− iG⊥ · v), (3.29)

was Gleichung (2.17) entspricht. Eine Schraubendislokation lässt sich nun durch
örtliche Variation des phononischen Verschiebungsfeldes u und des phasonischen
Verschiebungsfeldes v gemäß den Gleichungen (2.20) beschreiben. Für den phono-
nischen bzw. phasonischen Anteil des Burgers-Vektors setzt man dabei

b‖ =

 0
0

b
‖
z

 (3.30a)

b⊥ =

 0
0
b⊥z

 , (3.30b)

wobei die z-Komponenten b
‖
z und b⊥z gemäß (3.23a) und (3.23b) gewählt werden

müssen.
Zur graphischen Darstellung wird diese Funktion, ähnlich wie bei der Betrach-

tung periodisch gestapelter Schichten in Abschnitt 3.1.1, wieder durch Summation
über einen endlichen Satz von reziproken Gittervektoren approximiert. Dieser be-
steht aus den Basisvektoren des reziproken Gitters und deren reflektierten Bildern.
Die Dekoration mit Schichten erfolgt ebenfalls durch Wahl eines geeigneten Schwel-
lenwertes.

In den Abbildungen 3.6(a) bis 3.6(d) sind die auf diese Weise erzeugten Darstel-
lungen zu sehen. Es handelt sich um Schnitte entlang eines Zylindermantels um den
Versetzungskern. Die Variation der phononischen und der phasonischen Verschie-
bung zeigen die gleiche Wirkung wie in Abbildung 3.4. Auch die Sprünge in den
einzelnen Schichten treten bei denselben Winkeln auf. Denn wie in Abbildung 3.4
wurde der Burgers-Vektor so gewählt, dass der Betrag seines phononischen Anteils
dem kürzeren Ebenenabstand entspricht.

An dieser Stelle sei außerdem auf das mögliche Auftreten von Artefakten auf-
grund der Darstellungsmethode hingewiesen. Denn die Wahl des Schwellenwertes
ist zwar grundsätzlich willkürlich, kann jedoch zu mehr oder weniger physikalisch
sinnvollen Dekorationen führen. Für die Abbildungen 3.6(a) bis 3.6(c) wurde dieser
beispielsweise auf 3

4
des Maximums festgelegt. Wählt man einen niedrigeren Schwel-

lenwert wie in Abbildung 3.6(d), so kann es bei den Sprüngen zu Überlappungen der
Schichten kommen. Dieser Effekt ist aus physikalischer Sicht problematisch, da er,
im Vergleich zum entsprechenden System ohne Defekt, die Entstehung zusätzlichen
Materials erfordert. Wird der Schwellenwert dagegen sehr hoch gewählt, so treten
größere, horizontale Lücken auf, was einem Verschwinden von Material gleichkäme.

Dennoch liefern beide Darstellungsmethoden dieselben, qualitativen Ergebnis-
se über die Auswirkungen von Schraubendislokationen auf die Struktur quasiperi-
odisch gestapelter Schichten. Tatsächlich können Schraubendislokationen zu einem
spiralförmigen Wachstum führen. Aufgrund der Quasiperiodizität der Anordnung
müssen an gewissen Stellen jedoch zusätzliche Sprünge in den Ebenen entstehen.
Diese werden vom phononischen Verschiebungsfeld hervorgerufen.
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 3.6: Zylinderförmige Schnitte durch ein System quasiperiodisch gesta-
pelter Schichten: Die z-Werte sind in Einheiten der Gitterkonstante t des direkten,
zweidimensionalen Hyper-Gitters angegeben. Die Darstellung wurde mithilfe einer
durch eine endliche Anzahl von Summanden genäherte Dichtefunktion erzeugt. Die
Bereiche, in denen sie den Schwellenwert überschreitet sind blau gekennzeichnet
und repräsentieren die einzelnen Schichten. Zusätzlich ist in jeder Abbildung die
Lage der Ebenen des defektfreien Systems in hellgrau dargestellt.(a) und (b) zei-
gen die Struktur für eine reine Variation von u bzw. v. (c) veranschaulicht eine
volle Schraubendislokation. Für diese Abbildungen wurde der Schwellenwert auf 3

4

des Maximums gesetzt. (d) illustriert dieselbe Funktion wie (c). Jedoch wurde ein
kleinerer Schwellenwert von nur 2

3
des Maximalwertes gewählt, was zu horizonta-

len Überlappungen der Schichten im Bereich der Sprünge führt. Die entsprechenden
Bereiche wurden rot eingekreist.

27



3.2 Schraubendislokationen in ikosaedrischen Qua-

sikristallen

Die Betrachtungen im vorhergehenden Kapitel beschränken sich auf dreidimensio-
nale Systeme, die nur in einer Dimension Quasiperiodizität aufweisen. Daher las-
sen sich die bisherigen Ergebnisse nicht unmittelbar auf dreidimensionale Kristalle
übertragen, die entlang mehrerer Raumrichtungen quasiperiodisch aufgebaut sind.
Dazu gehören auch ikosaedrische Quasikristalle. Das Beugungsbild eines ikosaedri-
schen Quasikristalls besitzt dieselben Punktsymmetrien wie der Ikosaeder (vgl. [17]).
Dieser gehört zu den fünf platonischen Körpern und hat 6 fünfzählige, 10 dreizählige
und 15 zweizählige Drehachsen (siehe Abb. 3.7). Wie sich Schraubendislokationen
auf die Struktur ikosaedrischer Quasikristalle auswirken, wird in diesem Abschnitt
anhand einiger Beispiele behandelt.

(a) (b) (c)

Abbildung 3.7: Ansicht eines Ikosaeders aus einer fünfzähligen (a), einer zweizähligen
(b) und einer dreizähligen (c) Richtung

3.2.1 Mathematische Beschreibung ikosaedrischer Quasikris-
talle

Für eine genauere Untersuchung von Schraubendislokationen in ikosaedrischen Qua-
sikristallen benötigt man eine geeignete mathematische Beschreibung ihrer Struktur.
In Kapitel 2.1 wurde bereits kurz auf einige Möglichkeiten zur Erzeugung quasipe-
riodischer Muster eingegangen. Für die Betrachtungen ikosaedrischer Quasikristalle
in dieser Arbeit werden insbesondere der Projektionsformalismus bzw. die Metho-
de der Atomflächen eine wichtige Rolle spielen. Grundsätzlich existieren mehrere
Möglichkeiten mithilfe dieser Methoden einen Quasikristall mit ikosaedrischer Sym-
metrie zu konstruieren. In der Natur wurden bereits zwei ikosaedrische Phasen,
nämlich die fci (face centered icosahedral) und die si (simple icosahedral) Phase,
entdeckt. Letztere lässt sich mithilfe eines sechsdimensionalen, kubisch primitiven
(sc) Hyper-Gitters erzeugen, während erstere aus dem sechsdimensionalen Pendant
des kubisch flächenzentrierten (fcc) Gitters hervorgeht (vgl. [24, S.45]).

Für die folgenden Betrachtungen wird beispielhaft ein si Quasikristall herangezo-
gen werden. Die Beschreibung seiner Struktur wird anhand der Dichtefunktion (2.17)
aus Kapitel 2.3 erfolgen. Zu diesem Zweck müssen die dreidimensionalen Projektio-
nen g

‖
n und g⊥n der sechsdimensionalen reziproken Gittervektoren g

(6)
n (n = 1, 2, ..., 6)
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auf den physikalischen Raum E‖ bzw. den Orthogonalraum E⊥ ermittelt werden.
Die relative Orientierung zwischen der Basis des 6-dimensionalen Hyper-Gitters und
dem physikalischen Raum lässt sich nach [5] mithilfe folgender Rotationsmatrix be-
schreiben:

R =
1√

2(2 + τ)


1 τ 0 −1 τ 0
τ 0 1 τ 0 −1
0 1 τ 0 −1 τ
−τ 1 0 τ 1 0
1 0 −τ 1 0 τ
0 −τ 1 0 τ 1

 (3.31)

Das Symbol τ bezeichnet dabei wie üblich die Zahl des goldenen Schnitts (siehe
(2.7)). Die Matrix repräsentiert die Drehung einer 6-dimensionalen Orthonormalba-
sis bezüglich der Basis des Hyper-Gitters. Erstere setzt sich aus drei Vektoren, die
den physikalischen Raum aufspannen und drei weiteren Vektoren, die den Ortho-
gonalraum aufspannen zusammen. Somit erhält man für die Darstellungsmatrizen
der orthogonalen Projektionsoperatoren Π‖ und Π⊥ auf den physikalischen Raum
E‖ bzw. den Orthogonalraum E⊥:

Π‖ =
1√

2(2 + τ)

1 τ 0 −1 τ 0
τ 0 1 τ 0 −1
0 1 τ 0 −1 τ

 (3.32a)

Π⊥ =
1√

2(2 + τ)

−τ 1 0 τ 1 0
1 0 −τ 1 0 τ
0 −τ 1 0 τ 1

 (3.32b)

Bei Anwendung auf die Basisvektoren des direkten Hyper-Gitters t
(6)
n ergeben sich

die dreidimensionalen Vektoren

t
‖
1 =

t√
2(2 + τ)

1
τ
0

 , t
‖
2 =

t√
2(2 + τ)

τ0
1

 ,

t
‖
3 =

t√
2(2 + τ)

0
1
τ

 , t
‖
4 =

t√
2(2 + τ)

−1
τ
0

 ,

t
‖
5 =

t√
2(2 + τ)

 τ
0
−1

 , t
‖
6 =

t√
2(2 + τ)

 0
−1
τ


(3.33)

t⊥1 =
t√

2(2 + τ)

−τ1
0

 , t⊥2 =
t√

2(2 + τ)

 1
0
−τ

 ,

t⊥3 =
t√

2(2 + τ)

 0
−τ
1

 , t⊥4 =
t√

2(2 + τ)

τ1
0

 ,

t⊥5 =
t√

2(2 + τ)

1
0
τ

 , t⊥6 =
t√

2(2 + τ)

0
τ
1

 .

(3.34)
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Wie bereits in Abschnitt 3.1.4 erwähnt ist das reziproke Gitter eines kubisch pri-
mitiven Gitters ebenfalls ein kubisch primitives Gitter und die zugehörigen Git-
terkonstanten erfüllen Relation (3.24). Somit erhält man für die Projektionen der
Basisvektoren des reziproken Hyper-Gitters entsprechend

g
‖
1 =

g√
2(2 + τ)

1
τ
0

 ,g
‖
2 =

g√
2(2 + τ)

τ0
1

 ,

g
‖
3 =

g√
2(2 + τ)

0
1
τ

 ,g
‖
4 =

g√
2(2 + τ)

−1
τ
0

 ,

g
‖
5 =

g√
2(2 + τ)

 τ
0
−1

 ,g
‖
6 =

g√
2(2 + τ)

 0
−1
τ


(3.35)

g⊥1 =
g√

2(2 + τ)

−τ1
0

 ,g⊥2 =
g√

2(2 + τ)

 1
0
−τ

 ,

g⊥3 =
g√

2(2 + τ)

 0
−τ
1

 ,g⊥4 =
g√

2(2 + τ)

τ1
0

 ,

g⊥5 =
g√

2(2 + τ)

1
0
τ

 ,g⊥6 =
g√

2(2 + τ)

0
τ
1

 .

(3.36)

Wie in Abbildung 3.8 veranschaulicht, zeigen diese Vektoren zu sechs der zwölf
Ecken eines Ikosaeders. Nimmt man ihre reflektierten Bilder hinzu, so werden sogar
alle Ecken des entsprechenden Ikosaeders getroffen. Nach [22] bilden sie zusammen
den minimalen Satz von Vektoren, welcher die gesamte Symmetrie des Systems
beschreibt. An dieser Stelle sei noch darauf hingewiesen, dass die Wahl der Rotati-
onsmatrix R keineswegs eindeutig vorgegeben ist. Sie hängt von der Wahl der Basis
ab, die den physikalischen Raum E‖ aufspannt. Hier wurde diese so gewählt, dass
die Koordinatenachsen jeweils in zweizählige Richtungen des Ikosaeders zeigen.

Mithilfe dieser Gittervektoren lässt sich explizit die Dichtefunktion eines Qua-
sikristalls mit ikosaedrischer Symmetrie zu beliebigen phononischen Verschiebungs-
feldern u(x) und phasonischen Verschiebungsfeldern v(x) angeben. Diese wird bei
den folgenden Untersuchungen verwendet werden.
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(a) (b)

Abbildung 3.8: (a) Projektionen der Basisvektoren eines 6-dimensionalen, kubischen
Gitters auf den dreidimensionalen, physikalischen Raum und deren Beziehung zum
Ikosaeder; (b) Projektionen der Basisvektoren eines 6-dimensionalen, kubischen Git-
ters auf den dreidimensionalen Orthogonalraum und deren Beziehung zum Ikosaeder

3.2.2 Burgers-Vektor und Dislokationslinie einer Schrauben-
dislokation im ikosaedrischen Quasikristall

Um geeignete Verschiebungsfelder u(x) und v(x) zur Konstruktion einer Schrau-
bendislokation angeben zu können wird zunächst ein geeigneter Burgers-Vektor
benötigt. In Kapitel 2.3 wurde bereits darauf hingewiesen, dass der Burgers-Vektor
im ikosaedrischen Quasikristall immer einem Vektor des direkten Hyper-Gitters ent-
sprechen muss. Da sich jeder Vektor des direkten Hyper-Gitters in der Form von
Gleichung (2.1) schreiben lässt, gilt somit auch für den Burgers-Vektor

b(6) =
6∑

n=1

mnt
(6)
n , mn ∈ Z. (3.37)

Der Satz von Vektoren t
(6)
n bezeichnet dabei die Basis des direkten Hyper-Gitters.

Für den phononischen und phasonischen Anteil erhält man somit:

b‖ = Π‖(b(6)) =
6∑

n=1

mnΠ‖(t(6)
n ) =

6∑
n=1

mnt
‖
n (3.38a)

b⊥ = Π⊥(b(6)) =
6∑

n=1

mnΠ⊥(t(6)
n ) =

6∑
n=1

mnt
⊥
n (3.38b)

mit den orthogonalen Projektionen t
‖
n und t⊥n der Basisvektoren auf den physikali-

schen Raum E‖ bzw. den Orthogonalraum E⊥.
Zudem stellt sich die Frage nach dem Verlauf der Dislokationslinie bei einer

Schraubendislokation bzw. der eigentlichen Definition einer Schraubenversetzung im
ikosaedrischen Quasikristall. Denn nachdem Dislokationen in ikosaedrischen Quasi-
kristallen einen 6-dimensionalen Burgers-Vektor besitzen, die Dislokationslinie L‖
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aber nur im physikalischen Raum E‖ festgelegt ist, lässt sich die entsprechende
Definition für periodische Kristalle nicht ohne Weiteres übertragen. Würde man for-
dern, dass der 6-dimensionale Burgers-Vektor parallel zur eindimensionalen Dislo-
kationslinie L‖ ∈ E‖ verläuft, so könnten Schraubenversetzungen in Quasikristallen
nicht auftreten, da der Burgers-Vektor dann vollständig im physikalischen Raum
E‖ verlaufen müsste und somit keinen phasonischen Anteil besitzen dürfte. Dies ist
aufgrund der irrationalen Steigung des physikalischen Raumes gegenüber der Ba-
sis des 6-dimensinalen Hypergitters jedoch nicht möglich, wie in Kapitel 2.3 bereits
erläutert wurde.

Es wurde laut [11] aber per Konvention eine 4-dimensionale Hyperlinie

L = L‖ ⊕ E⊥ (3.39)

eingeführt, welche den Versetzungskern im 6-dimensionalen Hyperraum darstellt. So-
mit können alle Dislokationen als Schraubendislokationen aufgefasst werden, deren
6-dimensionaler Burgers-Vektor b(6) parallel zu L verläuft. Dies ist wegen L∩E‖ =
L‖ und L∩E⊥ = E⊥ immer dann der Fall, wenn dessen phononischer Anteil b‖ par-
allel zu L‖ liegt. An den phasonischen Anteil b⊥ werden keine weiteren Forderungen
gestellt.

Die Dislokationslinie L‖ einer reinen Schraubenversetzung muss nun derart ver-
laufen, dass ihr Tangentialvektor an jedem beliebigen Punkt (bis auf einzelne Knicks-
tellen) parallel zu einem möglichen Vektor b‖ steht. Am einfachsten gestaltet es sich
daher, gerade Schraubendislokationen zu betrachten, deren Versetzungskern auf fol-
gende Weise beschrieben werden kann:

L‖ =

{
l ∈ R3

∣∣∣∣l = a + αb‖ ∀α ∈ R
}

(3.40)

mit festem Aufpunkt a ∈ R3. Aus diesen lässt sich jede mögliche, reine Schrauben-
versetzung im ikosaedrischen Quasikristall stückweise zusammensetzen.
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3.2.3 Charakterisierung des defektfreien ikosaedrischen Qua-
sikristalls

Um einen Einblick in die Auswirkungen von Schraubendislokationen auf die Struktur
ikosaedrischer Quasikristalle zu erhalten, werden im weiteren Verlauf dieses Kapitels
drei Beispiele genauer analysiert. Dabei handelt es sich jeweils um gerade Schrauben-
dislokationen, die parallel zu einer der drei Symmetrierichtungen des Quasikristalls
verlaufen. Zu diesem Zweck werden auch verschiedene Schnitte durch den Quasi-
kristall graphisch dargestellt. Ähnlich wie bei der Betrachtung periodisch bzw. qua-
siperiodisch gestapelter Schichten wird dafür jedoch nur über eine Teilmenge der
reziproken Gittervektoren summiert. Wie schon in Kapitel 3.2.1 erwähnt beinhalten
bereits die sechs Basisvektoren des reziproken Gitters und deren reflektierte Bilder
die volle Symmetrie des Systems, sodass eine Summe über diese Teilmenge des re-
ziproken Gitters ausreicht, um eine quasiperiodische Dichtefunktion ikosaedrischer
Symmetrie zu erhalten. Gleichung (2.17) lässt sich dann mithilfe der Eulerschen
Formel

cos(x) =
exp(ix) + exp(−ix)

2
umschreiben zu

ρu,v(x) = 2
6∑

n=1

|ρ
g
‖
n
| cos(g‖n · x− g‖n · u− g⊥n · v + φ

g
‖
n,0

) (3.41)

wobei erneut ausgenutzt wurde, dass wegen ρu,v(x) ∈ R ∀ x ∈ R3 gilt ρ−G‖ =
ρG‖ und somit auch |ρ−G‖ | = |ρG‖| und φ−G‖,0 = −φG‖,0. Die Abbildungen 3.9(a)
bis (c) zeigen entsprechende Dichteplots von Schnitten senkrecht zur fünfzähligen,
dreizähligen, und zweizähligen Symmetrierichtung mit u = v = 0 = const. Sie
gehören somit zu einem Quasikristall ohne Defekt. Es wurde zusätzlich angenommen,
dass alle Fourierkoeffizienten den gleichen Betrag |ρ

g
‖
n
| besitzen und die Phase φ

g
‖
n,0

wurde o.B.d.A. auf 0 gesetzt. Dies wird auch bei allen noch folgenden Abbildungen
in dieser Arbeit der Fall sein.

Ähnlich wie bei der Darstellung periodisch oder quasiperiodisch gestapelter Schich-
ten zu einer vorgegebenen Dichtefunktion kann hier ebenfalls ein Schwellenwert
gewählt werden, ab dem Gleichung (3.41) abgeschnitten wird, um eine mögliche
Dekoration mit Gitterpunkten zu erhalten. Analog wurde auch in [22] vorgegangen,
um zweidimensionale Quasikristalle zu visualisieren. Die Abbildungen 3.9(d) bis (f)
zeigen beispielsweise die entsprechenden Muster zu den Dichteplots aus den Abbil-
dungen 3.9(a) bis 3.9(c). Der Schwellenwert wurde auf 2

3
des Maximums gesetzt. Alle

Bereiche, in denen die Dichte diesen Wert unterschreitet, sind hellblau eingefärbt.
Die verbleibenden, dunkelgrau hervorgehobenen Gebiete stellen die Gitterpunkte
dar.

Besonders in den dekorierten Abbildungen wird die Symmetrie der Schnittebe-
nen deutlich. So lassen sich die Gitterpunkte in Abbildung 3.9(d) beispielsweise zu
regelmäßigen Fünfecken unterschiedlicher Größe verbinden, deren Seitenverhältnisse
dem goldenen Schnitt τ entsprechen. Zur Veranschaulichung wurden in der Abbil-
dung drei Paare solcher Fünfecke farblich gekennzeichnet. In ähnlicher Weise lassen
sich in Abbildung 3.9(e) gleichseitige Dreiecke deren Seitenlängen im Verhältnis τ
stehen und in Abbildung 3.9(f) Strecken mit Längenverhältnis τ finden.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Abbildung 3.9: Schnitte durch den ikosaedrischen Quasikristall ohne Defekte: (a)-
(c) zeigen jeweils einen Schnitt der Dichtefunktion (3.41) mit u = v = 0 ent-
lang einer Ebene senkrecht zu einer 5-, 3- bzw. 2-zähligen Drehachse; (d)-(f) zei-
gen dieselben Schnittebenen in dekorierter Form. Dafür wurden alle Bereiche mit
ρu=0,v=0(x)/ρmax >

2
3

in dunkelgrau hervorgehoben. Die Seitenlängen der gleichfar-
bigen regelmäßigen Fünfecke in (d) bzw. der gleichseitigen Dreiecke in (e) und die
Längen der Strecken gleicher Farbe in (f) stehen jeweils im Verhältnis des goldenen
Schnittes τ .
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3.2.4 Effekt einer Schraubendislokation auf die Struktur des
ikosaedrischen Quasikristalls

Die Kristallmuster mit Dislokation werden nun durch Wahl eines geeigneten sechs-
dimensionalen Burgers-Vektors und Einsetzen der Verschiebungsfelder gemäß den
Gleichungen (2.20) in (3.41) erzeugt. Um physikalisch sinnvolle Ergebnisse zu erhal-
ten, sollte darauf geachtet werden, dass der Aufpunkt a der Dislokationslinie nicht
mit einem Gitterpunkt zusammenfällt. Bei der hier verwendeten Dichtefunktion soll-
te sie daher insbesondere nicht durch den Ursprung verlaufen.

Als erstes Beispiel wird an dieser Stelle eine Schraubendislokation betrachtet,
deren Versetzungskern parallel zu einer fünfzähligen Drehachse des Quasikristalls
verläuft. Es bietet sich daher beispielsweise an, den Burgers-Vektor so zu wählen,
dass er einem Basisvektor des direkten Hypergitters entspricht. Damit ist sicherge-
stellt, dass seine Projektion auf den physikalischen Raum parallel zu einer fünfzäh-
ligen Symmetrierichtung verläuft, wie sich auch anhand der Abbildung 3.8 erkennen
lässt. Hier wird als Beispiel der Fall b = t1 genauer analysiert.

Um den Effekt dieser Dislokation auf die Quasikristallstruktur nachzuvollzie-
hen ist es hilfreich, sich zunächst über den Aufbau des defektfreien Quasikristalls
Klarheit zu verschaffen. Vor allem ist es dabei nützlich, die Ebenenstruktur entlang
der Versetzungslinie genauer zu betrachten. Tatsächlich lassen sich die Gitterpunk-
te nämlich, ähnlich wie in periodischen Kristallen, zu Atomlagen zusammenfassen.
Um dies zu veranschaulichen wurden in Abbildung 3.10(a) mehrere Schnitte durch
den Quasikristall ohne Defekt überlagert. Sie verlaufen entlang der Mantelflächen
von Zylindern unterschiedlicher Radien, deren Mittelachsen mit der späteren Posi-
tion der Dislokationslinie zusammenfallen. Es lässt sich deutlich erkennen, dass die
Gitterpunkte Schichten bilden, die orthogonal zum späteren Versetzungskern stehen.
Diese Schichten sind quasiperiodisch angeordnet. Denn der Aufbau des Quasikristalls
entlang der hier betrachteten Achse wird durch zwei unabhängige Längenskalen be-
stimmt. Diese werden durch die Beträge derjenigen Vektoren vorgegeben, die entlang
dieser Symmetrierichtung verlaufen und sich gleichzeitig als ganzzahlige Linearkom-
binationen der Projektionen der Hyper-Gitter Basisvektoren des Quasikristalls t

‖
n

auf den physikalischen Raum darstellen lassen. Im hier behandelten Fall mit b = t1

sind das

t‖a = t
‖
1 =

t√
2(2 + τ)

1
τ
0

 und (3.42a)

t
‖
b = t

‖
2 + t

‖
3 + t

‖
4 + t

‖
5 − t

‖
6 =

t√
2(2 + τ)

2τ − 1
2 + τ

0

 (3.42b)

sowie alle möglichen, ganzzahligen Linearkombinationen aus diesen Vektoren. Die
unabhängigen Längenskalen entlang dieser Richtung stehen damit im Verhältnis
|t‖a|
|t‖b |

= 1√
5
. Genau wie in Kapitel 3.1.4 lässt sich die Abfolge dieser Schichten an-

hand einer Dichtefunktion beschreiben. Die dafür benötigten Anteile der reziproken
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Gittervektoren im physikalischen Raum sind

g‖a = g
‖
1 =

g√
2(2 + τ)

1
τ
0

 und (3.43a)

g
‖
b = g

‖
2 + g

‖
3 + g

‖
4 + g

‖
5 − g

‖
6 =

g√
2(2 + τ)

2τ − 1
2 + τ

0

 . (3.43b)

Eine entsprechende Dekoration mit Schichten ist in Abbildung 3.10(b) dargestellt.
Auch hierbei handelt es sich um einen Schnitt entlang eines Zylindermantels. Der
direkte Vergleich mit Abbildung 3.10(a) bestätigt, dass die Positionen der Atomlagen
im Quasikristall richtig wiedergegeben werden.

Die entsprechende Anordnung der Schichten im Quasikristall mit Schraubendis-
lokation ist in den Abbildungen 3.10(c) und (d) zu sehen. Abbildung 3.10(c) zeigt
ebenso wie 3.10(a) eine Überlagerung mehrerer Schnitte entlang eines Zylinderman-
tels um den Versetzungskern. Dass eine Deformation der Lagen vorliegt ist klar
erkennbar. Zudem lässt sich erahnen, dass vertikale Sprünge innerhalb der Schich-
ten auftreten. Dieser Effekt kann in Abbildung 3.10(d) noch deutlicher beobachtet
werden. Hier wurde ein Plot der Atomschichten für den Quasikristall mit Disloka-
tion nach denselben Methoden wie Abbildung 3.10(b) erstellt. Dafür werden auch

die zugehörigen Orthogonalraum-Anteile zu den Vektoren g
‖
a und g

‖
b benötigt. Diese

sind gegeben durch

g⊥a = g⊥1 =
g√

2(2 + τ)

−τ1
0

 (3.44a)

g⊥b = g⊥2 + g⊥3 + g⊥4 + g⊥5 − g⊥6 =
g√

2(2 + τ)

 2 + τ
1− 2τ

0

 . (3.44b)

Zur Erstellung des Plots wurde also eine Funktion der Form

%(z, θ) = cos
[
|g‖a|z − g‖a · u(θ)− g⊥a · v(θ)

]
+ cos

[
|g‖b |z − g

‖
b · u(θ)− g⊥b · v(θ)

] (3.45)

verwendet und durch Wahl eines geeigneten Schwellenwertes mit Schichten dekoriert.
Die z-Achse weist dabei in Richtung des Burgers-Vektors und verläuft somit parallel
zur Dislokationslinie. Führt man die Skalarprodukte für den hier untersuchten Fall
explizit aus, so vereinfacht sich (3.45) zu

%(z, θ) = cos(|g‖a|z − θ) + cos(|g‖b |z). (3.46)

Aus der 2π-Periodizität des Kosinus folgt somit %(z, θ = 0) = %(z, θ = 2π), was
zumindest die Stetigkeit der Funktion entlang der Halbebene θ = 0 garantiert.
Damit ist eine erste Voraussetzung für die Zulässigkeit der Wahl des Burgers-Vektors
erfüllt. Dass die Schichten sich nach einem vollen Umlauf um den Versetzungskern
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tatsächlich wieder miteinander verbinden, kann in Abbildung 3.10(d) anhand der
hellblauen Streifen im Hintergrund überprüft werden, welche den Verlauf der Ebenen
im defektfreien Quasikristall veranschaulichen. Denn wie sich darin erkennen lässt
befinden sich alle Schichten bei θ = 2π wieder in derselben Höhe wie eine anderen
Schicht bei θ = 0.

Die strukturelle Veränderung infolge der Schraubendislokation ist auch in Schnit-
ten senkrecht zum Versetzungskern sichtbar. Die Abbildungen 3.11(a) bis (f) zeigen
mehrere solcher Schnitte. Die Position des Versetzungskerns ist jeweils durch ein
Kreuz gekennzeichnet. Die unter den Grafiken angegebenen z-Werte beziehen sich
auf die z-Werten in Abbildung 3.10. Zum Vergleich ist in Abbildung 3.12 nochmals
ein entsprechender Schnitt durch den defektfreien Kristall bei z = 0 dargestellt.
Darin ist auch der Winkel θ aus den Diagrammen in Abbildung 3.10 eingezeichnet
um nochmals den Verlauf der dort gezeigten Schnitte zu verdeutlichen.

Bei genauerer Betrachtung der Abbildungen 3.11(a) bis 3.11(f) lassen sich zwei
Auffälligkeiten feststellen. Die erste besteht darin, dass sich der Bereich, in dem die
Quasikristallschichten die dargestellte Schnittebene durchdringen mit zunehmendem
z-Wert entlang des Winkels θ um den Versetzungskern dreht. Die entsprechenden
Winkel lassen sich auch direkt aus Abbildung 3.10(c) entnehmen. Diese Tatsache
allein ist jedoch noch nicht bemerkenswert, da sie dem Verhalten periodischer Kris-
talle mit Schraubendislokation entspricht. Die zweite Beobachtung stellt dagegen
eine Besonderheit dar. Es lassen sich nämlich auch Schnittebenen finden, die von
keiner Schicht des Quasikristalls durchdrungen werden. Dies ist beispielsweise bei
z = 0, 25 und z = 1 (siehe Abbildung 3.11(b) und 3.11(e)) der Fall. Bei Vergleich
mit Abbildung 3.10(c) oder 3.10(d) lässt sich feststellen, dass diese Schnitte gerade
dort liegen, wo sich Sprünge in den Schichten des Quasikristalls befinden.

Analoge Ergebnisse erhält man bei der Untersuchung von Schraubendislokatio-
nen entlang einer dreizähligen und einer zweizähligen Drehachse. Für die dreizählige
Richtung wurde der Burgers-Vektor auf b = t1 +t2 +t3 gesetzt. Auch in dieser Rich-
tung lassen sich im defektfreien Kristall quasiperiodisch angeordnete Ebenen finden,
in denen die Gitterpunkte angeordnet sind, wie sich auf Abbildung 3.13(a) erken-
nen lässt. Die beiden Längenskalen in dieser Richtung werden von den Beträgen der
Vektoren

t‖a = t
‖
1 + t

‖
2 + t

‖
3 =

t√
2(2 + τ)

1 + τ
1 + τ
1 + τ

 und (3.47a)

t
‖
b = t

‖
4 + t

‖
5 + t

‖
6 =

t√
2(2 + τ)

τ − 1
τ − 1
τ − 1

 (3.47b)

bestimmt, die im Verhältnis 2 +
√

5 stehen. Die Projektionen der zugehörigen re-
ziproken Gittervektoren auf den physikalischen Raum bzw. auf den Orthogoalraum
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 3.10: Anordnung der Gitterpunkte des ikosaedrischen Quasikristalls
in Schichten entlang einer fünfzähligen Achse: Die z-Achse verläuft parallel zur
fünfzähligen Symmetrierichtung und ist in Vielfachen von t skaliert. Der Polar-
winkel θ ist in Bogenmaß angegeben. Die Abbildungen (a) und (b) veranschauli-
chen die Ebenenstruktur des Quasikristalls ohne Defekt. (c) und (d) gehören zu
einem Quasikristall mit Schraubendislokation zum Burgers-Vektor b = t1. In (d)
ist zusätzlich der Aufbau des defektfreien Quasikristalls in hellblau angedeutet. Das
Koordinatensystem wurde hier so gewählt, dass die z-Achse mit dem Versetzungs-
kern zusammenfällt. Die Abbildungen (a) und (c) sind durch Überlagerung mehrerer
Schnitte zu unterschiedlichen Radien entstanden, wohingegen (b) und (d) mithilfe
von Gleichung (3.45) erzeugt wurden.

38



(a) z = 0 (b) z = 0, 25

(c) z = 0, 5 (d) z = 0, 75

(e) z = 1 (f) z = 1, 25

Abbildung 3.11: Schnitte durch einen ikosaedrischen Qasikristall mit einer Schrau-
bendislokation, deren Dislokationslinie parallel zu einer fünfzähligen Symmetrierich-
tung verläuft: Der Versetzungskern steht senkrecht zu den dargestellten Schnittebe-
nen. Der Schnittpunkt des Versetzungskerns mit der gezeigten Ebene ist in jeder
Abbildung durch ein Kreuz gekennzeichnet. Die z-Werte beziehen sich jeweils auf
die korrespondierende Koordinate in Abbildung 3.10. Es wurde derselbe Burgers-
Vektor wie für die Abbildungen 3.10(c) und (d) verwendet.
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Abbildung 3.12: Schnitt durch den ikosaedrischen Quasikristall ohne Defekt senk-
recht zu einer fünfzähligen Drehachse: Das Kreuz kennzeichnet den Schnittpunkt
mit der z-Achse aus Abbildung 3.10(d). Die hier dargestellte Schnittebene liegt bei
z = 0. Die Schnitte aus Abbildung 3.10(d) schneiden diese wiederum entlang von
Kreislinien. Der mögliche Verlauf einer solchen Kreislinie mit Radius r sowie der
Winkel θ wurden ebenfalls eingezeichnet.

ergeben sich somit zu

g‖a = g
‖
1 + g

‖
2 + g

‖
3 =

g√
2(2 + τ)

1 + τ
1 + τ
1 + τ

 (3.48a)

g⊥a = g⊥1 + g⊥2 + g⊥3 =
g√

2(2 + τ)

1− τ
1− τ
1− τ

 (3.48b)

und

g
‖
b = g

‖
4 + g

‖
5 + g

‖
6 =

g√
2(2 + τ)

τ − 1
τ − 1
τ − 1

 (3.49a)

g⊥b = g⊥4 + g⊥5 + g⊥6 =
g√

2(2 + τ)

τ + 1
τ + 1
τ + 1

 . (3.49b)

Auch hier lässt sich durch geeignete Dekoration der Funktion (3.45) die z-Position
der einzelnen Schichten in Abhängigkeit des Winkels θ bestimmen. Mit u(θ) =
v(θ) = 0 erhält man die Ebenenstruktur des Quasikristalls ohne Defekt, welche in
Abbildung 3.13(b) dargestellt ist. Durch das Einsetzen von Verschiebungsfeldern der
Form (2.20) vereinfacht sich Gleichung (3.45) für den hier gewählten Burgers-Vektor
zu

%(z, θ) = cos(|g‖a|z − 3θ) + cos(|g‖b |z) (3.50)

und es gilt offensichtlich %(z, θ = 0) = %(z, θ = 2π), was wiederum die Stetigkeit der
Funktion entlang der Halbebene θ = 0 garantiert. Gleichung (3.50) führt zu einer
Anordnung der Schichten, wie sie in Abbildung 3.13(d) veranschaulicht ist. Auch
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hier lässt sich erkennen, dass die Schraubendislokation neben einer Verformung der
Schichten infolge der winkelabhängigen Variation des phononischen Verschiebungs-
feldes zu Sprüngen in den Ebenen führt, die vom phasonischen Verschiebungsfeld
hervorgerufen werden. Diese ermöglichen nach einem vollen Umlauf von 2π um den
Versetzungskern einen stetigen Übergang der Schichten ineinander.

Die Schnitte senkrecht zur Dislokationslinie, welche in den Abbildungen 3.14(a)
bis (f) zu sehen sind, bestätigen diese Ergebnisse. Zum Vergleich ist in Abbildung
3.15 zusätzlich ein Schnitt durch den defektfreien Quasikristall entlang der Ebene
z = 0 dargestellt. Der schraubenartige Aufbau des Quasikristalls mit Dislokation
spiegelt sich in der z-abhängigen Drehung der Bereiche, in denen die Schichten
die dargestellten Ebenen schneiden, wider. Die vertikalen Sprünge zeigen sich in
der Existenz von Schnittebenen, die von keiner Quasikristallschicht durchdrungen
werden. Dies entspricht den Resultaten für die fünfzählige Symmetrierichtung.

Die Abbildungen 3.16 und 3.17 zeigen, dass sich auch Schraubenversetzungen
entlang einer zweizähligen Achse ähnlich auf die Kristallstruktur auswirken. Hier
wurde der Burgers-Vektor auf b = t1 + t4 gesetzt. Die für die Anordnung der
Schichten entlang dieser Richtung relevanten Vektoren sind somit gegeben durch

t‖a = t
‖
1 + t

‖
4 =

t√
2(2 + τ)

 0
2τ
0

 sowie (3.51a)

t
‖
b = t

‖
3 − t

‖
6 =

t√
2(2 + τ)

0
2
0

 , (3.51b)

deren Beträge im Verhältnis τ stehen. Dementsprechend wurden zur Erstellung der
Abbildungen 3.16(b) und 3.16(d) die Projektionen der reziproken Gittervektoren

g‖a = g
‖
1 + g

‖
4 =

g√
2(2 + τ)

 0
2τ
0

 , (3.52a)

g⊥a = g⊥1 + g⊥4 =
g√

2(2 + τ)

0
2
0

 , (3.52b)

g
‖
b = g

‖
3 − g

‖
6 =

g√
2(2 + τ)

0
2
0

 und (3.53a)

g⊥b = g⊥3 − g⊥6 =
g√

2(2 + τ)

 0
−2τ

0

 (3.53b)

verwendet. Führt man die Skalarprodukte in Gleichung (3.45) für den Kristall mit
Schraubendislokation entlang der zweizähligen Achse aus, so erhält man die Funktion

%(z, θ) = cos(|g‖a|z − 2θ) + cos(|g‖b |z), (3.54)
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 3.13: Anordnung der Gitterpunkte des ikosaedrischen Quasikristalls
in Schichten entlang einer dreizähligen Achse: Die z-Achse verläuft parallel zur
dreizähligen Symmetrierichtung und ist in Vielfachen von t skaliert. Der Polarwin-
kel θ ist in Bogenmaß angegeben. Die Abbildungen (a) und (b) veranschaulichen die
Ebenenstruktur des Quasikristalls ohne Defekt. (c) und (d) gehören zu einem Qua-
sikristall mit Schraubendislokation zum Burgers-Vektor b = t1 + t2 + t3. In (d) ist
zusätzlich der Aufbau des defektfreien Quasikristalls in hellem violett angedeutet.
Das Koordinatensystem wurde hier so gewählt, dass die z-Achse mit dem Verset-
zungskern zusammenfällt. Die Abbildungen (a) und (c) sind durch Überlagerung
mehrerer Schnitte zu unterschiedlichen Radien entstanden, wohingegen (b) und (d)
mithilfe von Gleichung (3.45) erzeugt wurden.
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(a) z = 0 (b) z = 0, 2

(c) z = 0, 4 (d) z = 1

(e) z = 2, 2 (f) z = 2, 4

Abbildung 3.14: Schnitte durch einen ikosaedrischen Qasikristall mit einer Schrau-
bendislokation, deren Dislokationslinie parallel zu einer dreizähligen Symmetrierich-
tung verläuft: Der Versetzungskern steht senkrecht zu den dargestellten Schnittebe-
nen. Der Schnittpunkt des Versetzungskerns mit der gezeigten Ebene ist in jeder
Abbildung durch ein Kreuz gekennzeichnet. Die z-Werte beziehen sich auf die kor-
respondierende Koordinate in Abbildung 3.13. Es wurde derselbe Burgers-Vektor
wie für die Abbildungen 3.13(c) und (d) verwendet.

43



Abbildung 3.15: Schnitt durch den ikosaedrischen Quasikristall ohne Defekt senk-
recht zu einer dreizähligen Drehachse: Das Kreuz kennzeichnet den Schnittpunkt mit
der z-Achse aus Abbildung 3.13. Die hier dargestellte Schnittebene liegt bei z = 0.
Die Schnitte aus Abbildung 3.13 schneiden diese wiederum entlang von Kreislini-
en. Der mögliche Verlauf einer solchen Kreislinie mit Radius r sowie der Winkel θ
wurden ebenfalls eingezeichnet.

welche ebenfalls die Bedingung %(z, θ = 0) = %(z, θ = 2π) erfüllt.

Alle drei Beispiele haben also gezeigt, dass bei geeigneter Wahl des Burgers-
Vektors ein defektfreies Zusammenfügen des Quasikristalls nach einem vollen Um-
lauf um den Versetzungskern einer Schraubendislokation möglich ist. Aufgrund der
Quasiperiodizität des Systems kann dies jedoch nicht, wie in periodischen Kristallen,
durch einfaches, schraubenförmiges Wachstum erreicht werden, sondern es müssen
zusätzliche Sprünge in den Schichten aus Gitterpunkten entstehen. Die Ursache die-
ser Sprünge liegt im phasonischen Anteil des Verschiebungsfeldes.

Abschließend sei noch darauf hingewiesen, dass der Wahl eines geeigneten Schwel-
lenwertes zur Erstellung der dekorierten Plots genau wie in Kapitel 3.1.4 besondere
Beachtung beigemessen werden sollte. Dies bezieht sich jedoch weniger auf mögliche
Überlappungen oder übermäßig große horizontale Abstände im Bereich der verti-
kalen Sprünge der Quasikristallschichten, sondern vielmehr auf die Sichtbarkeit der
strukturellen Auswirkungen der Schraubendislokation auf den Quasikristall in den
erzeugten Grafiken. Denn wie beispielsweise in den Abbildungen 3.13(c) und (d) zu
sehen ist, können die Schichten mitunter sehr geringe Abstände besitzen, was, bei
einer zu niedrigen Wahl des Schwellenwertes, zu deren Verschmelzen führen kann.
Auch die Sprünge können auf diese Weise verschwinden. Dies gilt nicht nur für
die zylinderförmigen Schnitte parallel zum Versetzungskern, sondern auch für die
dazu senkrechten Schnitte, wie sie in Abbildung 3.11, 3.14 und 3.17 zu sehen sind.
Tatsächlich wurde der Schwellenwert für diese Darstellungen so hoch angesetzt, dass
die Gitterpunkte zur besseren Sichtbarkeit etwas vergrößert werden mussten. Dafür
wurde der Schwerpunkt jedes Gitterpunktes ermittelt und mit einer Markierung
versehen, deren Größe proportional zu dessen ursprünglicher Fläche ist.

Des Weiteren sollte noch erwähnt werden, dass die Anteile des Schwellenwertes
am jeweiligen Maximum der Dichtefunktion für die überlagerten Zylinderschnit-
te durch den Quasikristall und die zugehörigen Darstellungen der Schichtstruktur
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(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 3.16: Anordnung der Gitterpunkte des ikosaedrischen Quasikristalls
in Schichten entlang einer zweizähligen Achse: Die z-Achse verläuft parallel zur
zweizähligen Symmetrierichtung und ist in Vielfachen von t skaliert. Der Polarwin-
kel θ ist in Bogenmaß angegeben. Die Abbildungen (a) und (b) veranschaulichen
die Ebenenstruktur des Quasikristalls ohne Defekt. (c) und (d) gehören zu einem
Quasikristall mit Schraubendislokation zum Burgers-Vektor b = t1 + t4. In (d) ist
zusätzlich der Aufbau des defektfreien Quasikristalls in hellgrün angedeutet. Das
Koordinatensystem wurde hier so gewählt, dass die z-Achse mit dem Versetzungs-
kern zusammenfällt. Die Abbildungen (a) und (c) sind durch Überlagerung mehrerer
Schnitte zu unterschiedlichen Radien entstanden, wohingegen (b) und (d) mithilfe
von Gleichung (3.45) erzeugt wurden.
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(a) z = 0 (b) z = 0, 2 (c) z = 0, 4

(d) z = 1, 2 (e) z = 1, 4 (f) z = 1, 6

(g) z = 2, 6 (h) z = 2, 8 (i) z = 0

Abbildung 3.17: Schnitte durch den ikosaedrischen Quasikristall senkrecht zu ei-
ner zweizähligen Drehachse: Die Abbildungen (a)-(h) zeigen Schnitte durch einen
ikosaedrischen Qasikristall mit einer Schraubendislokation, deren Dislokationslinie
parallel zu dieser Drehachse verläuft. Der Schnittpunkt des Versetzungskerns mit der
gezeigten Ebene ist in jeder Abbildung durch ein Kreuz gekennzeichnet. Es wurde
derselbe Burgers-Vektor wie für die Abbildungen 3.16(c) und (d) verwendet. Abbil-
dung (i) zeigt eine entsprechende Schnittebene durch den defektfreien Quasikristall.
Die Schnitte aus Abbildung 3.16 schneiden diese wiederum entlang von Kreislini-
en. Der mögliche Verlauf einer solchen Kreislinie mit Radius r sowie der Winkel θ
wurden ebenfalls eingezeichnet.
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anhand von Gleichung (3.45) einander nicht in allen Fällen exakt entsprechen.
Für manche der Abbildungen wurden die Werte leicht angepasst um eine besse-
re Übereinstimmung der Muster zu erzielen. Eine direkte Entsprechung der auf-
tretenden Schichten konnte jedoch nicht immer erzielt werden, wie der Vergleich
zwischen Abbildung 3.16(a) und 3.16(b) zeigt. Denn in ersterer tritt beispielswei-
se eine Ebene bei z ≈ 1, 6 auf, welche sich in letzterer nicht wiederfindet. Diese
Feststellungen sollen nochmals vor Augen führen, dass die in diesem Kapitel erstell-
ten Grafiken ausschließlich einer qualitativen Visualisierung dienen. Denn für die
Wahl der Schwellenwerte existieren keinerlei quantitative Standards, sodass sie als
grundsätzlich willkürlich angesehen werden kann.
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Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

Zuletzt sollen hier noch die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst und auf mögli-
che weitergehende Untersuchungen von Schraubendislokationen in dreidimensiona-
len Quasikristallen hingewiesen werden. Rekapituliert man die wichtigsten Inhalte
dieser Arbeit, so lassen sich folgende Punkte festhalten:

Wie in Kapiel 3.1 gezeigt wurde führen Schraubendislokationen in quasiperi-
odisch gestapelten Schichten neben einem schraubenförmigen Wachstum, welches
vom phononischen Anteil des Verschiebungsfeldes hervorgerufen wird, zu vertikalen
Sprüngen in den Schichten unter gewissen Polarwinkeln θ um den Versetzungskern.
Diese werden vom phasonischen Verschiebungsfeld verursacht und stellen einen Un-
terschied zum Verhalten periodisch gestapelter Schichten dar. Trotz der Quasipe-
riodizität der Anordnung ist damit ein Zusammenfügen der einzelnen Lagen nach
einem vollen Umlauf um den Versetzungskern möglich. Diese Erkenntnisse wurden
anhand von zwei Betrachtungsweisen, nämlich der direkten Beschreibung als Ebe-
nenschar sowie durch Dekoration einer geeigneten Dichtefunktion, bestätigt und
mithilfe graphischer Darstellungen von Schnitten durch das Modellsystem veran-
schaulicht.

Weiterhin wurden in Kapitel 3.2 die Auswirkungen von Schraubendislokationen
auf die Struktur ikosaedrischer Quasikristalle untersucht. Als Modellsystem diente
dabei eine Dichtefunktion ikosaedrischer Symmetrie, deren Konstruktion mithilfe ei-
nes sechsdimensionalen kubischen Hyper-Gitters erfolgte. Beispielhaft wurden drei
Schraubendislokationen entlang unterschiedlicher Symmetrieachsen des Quasikris-
talls genauer analysiert. Dafür wurde zunächst die Ebenenstruktur entlang der je-
weiligen Drehachse im defektfreien Kristall extrahiert, welche eine quasiperiodische
Anordnung aufweist und somit vereinfacht als Stapel quasiperiodischer Schichten
angesehen werden kann. Tatsächlich zeigte sich beim Einbringen einer Schrauen-
dislokation dasselbe Verhalten, wie es schon in Kapitel 3.1 beobachtet wurde. Die
schraubenförmige Struktur sowie die vertikalen Sprünge konnten zudem durch Plots
von Schnittebenen senkrecht zum Versetzungskern durch den ikosaedrischen Quasi-
kristall nachgewiesen werden.

Diese Arbeit beschränkt sich jedoch ausschließlich auf die theoretische und qua-
litative Beschreibung der Effekte, welche Schraubendislokationen auf die Struktur
ikosaedrischer Quasikristalle haben können. Dabei wurde von stark vereinfachten
Modellen, wie etwa dem bloßen Auftreten gerader, reiner Schraubendislokationen
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ausgegangen. Zudem wurden weitere interessante Aspekte, wie zum Beispiel die Be-
trachtung der hervorgerufenen Spannung im Material oder die Interaktion mehrerer
Schraubenversetzungen, die Aufschluss über die tatsächliche Stabilität und das Ver-
halten von Schraubendislokationen sowie deren Einfluss auf die physikalischen Ei-
genschaften des Quaikristalls geben könnten, außer Acht gelassen. Um diesbezüglich
weitere Erkenntnisse zu erlangen, bieten sich Simulationen an. Zudem könnte ein
Vergleich mit experimentellen Ergebnissen und deren Analyse weitere wichtige Er-
kenntnisse bringen.
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