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1 Einleitung

1 Einleitung

Schon seit dem frithen 20. Jahrhundert beschéftigt sich die Forschung mit der
quantenmechanischen Beschreibung von Materie und Licht. Dabei wurden die
beiden Bereiche anfianglich eher gesondert betrachtet. In der modernen Physik
wird der Fokus zunehmend auf das Zusammenspiel verschiedener Wechselwir-
kungen gelegt: So ist die Betrachtung korrelierter Quanten-Materie in Verbin-
dung mit Licht ein aktuelles Forschungsgebiet. Dabei finden sich bemerkenswer-
te Auswirkungen der Licht-Materie-Kopplung auf die elektrischen und magne-
tischen Eigenschaften von Materie. Bisher bekannte interessante Effekte reichen
von der Erhohung der Sprungtemperaturen in Supraleitern [1] bis hin zu neu-
artigen Quantenphasen in entarteten Quantengasen, die sich in einem optischen
Resonator befinden [2].

Zu den aktuellen Veroffentlichungen zdhlt auch die Transformation des um
Quanten-Licht erweiterten Hubbard-Modells zu einem Heisenberg-Modell im
Starkkopplungslimes [3]. Das Hubbard-Modell stellt eines der grundlegendsten
Modelle in der Festkorperphysik dar, um korrelierte Elektronensysteme zu be-
schreiben [4]. Der sich aus der Transformation ergebende Hamiltonian wurde je-
doch bisher nur auf einen Dimer angewendet.

In dieser Arbeit soll stattdessen das Heisenberg-Modell einer antiferromagneti-
schen Quantenspinleiter betrachtet werden. Bislang wurde eine solche Spinleiter
noch nicht im Wechselspiel mit Licht untersucht. Das Verhalten der elementaren
Anregungen ohne Licht ist hingegen gut erforscht.

Die Quantenspinleiter stellt ein System ohne langreichweitige Ordnung dar, das
zwischen der eindimensionalen Heisenberg-Kette und einem zweidimensionalen
Heisenberg-Modell auf einem Quadratgitter liegt. Es gibt unterschiedliche Reali-
sierungen einer Spinleiter; in dieser Arbeit sollen die Sprossen-Kopplungen stark
und die Kopplungen entlang der beiden Holme der Leiter schwach sein. Im Ge-
gensatz zur Heisenberg-Kette erhélt man fiir die Anregungen bei einer Quan-
tenspinleiter eine Energieliicke zum Grundzustand fiir beliebige Kopplungsver-
héltnisse. Die ltickenbehafteten magnetischen Anregungen tiber dem Singulett-
Grundzustand tragen den Spin 1 und entsprechen einem Triplett mit einer Po-
larisationswolke. Letztere Quasiteilchen werden Triplonen|]| genannt, die je nach
Gesamt-Spin attraktiv oder repulsiv wechselwirken. Quantenspinleitern sind zu-
dem relevant fiir das Verstandnis von Hochtemperatur-Supraleitung in Kupraten

[6].
Um einen Uberblick iiber die Energien einer Spin—%-Leiter ohne Licht-Kopplung

'Der Begriff Triplon wurde zum ersten Mal in [5] genannt.
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1 Einleitung

zu bekommen, werden in nachdem das Modell eingefiihrt wurde,
perturbativ die Energiekorrekturen fiir Null-, Ein- und Zwei-Triplon-Zustande
berechnet.

Anschlieffend wird das aus dem Hubbard-Modell resultierende Heisenberg-
Modell einer Quantenspinleiter in einem optischen Resonator eingefiihrt
schnitt 3). Die Energiekorrekturen konnen dann fiir dieses erweiterte Modell er-
neut berechnet und mit dem Fall ohne Licht-Materie-Kopplung verglichen wer-
den. Des Weiteren werden die Ergebnisse fiir den thermodynamischen Limes eva-
luiert.

In werden Photon-Operatoren durch Bogoliubov-Transformation so-
wie Triplett-Operatoren durch perturbative CUT (pCUT) in geeignete Basen ge-
dreht, sodass bereits bekannte Resultate fiir die Quantenspinleiter ohne Licht be-
nutzt und die Effekte der Licht-Materie-Kopplung auf die Energien abgeschétzt
werden kénnen.

Zuletzt werden in die Ergebnisse der vorigen Kapitel zusammenge-
tasst. Weiterhin soll ein Ausblick darauf gegeben werden, welche Fragestellungen
tiir zukiinftige Untersuchungen offenstehen.



2 Antiferromagnetische Quantenspinleiter

2 Antiferromagnetische Quantenspinleiter

Bevor auf die magnetischen Anregungen einer an Licht gekoppelten Quanten-
spinleiter eingegangen wird, sollen hier zundchst nur die Anregungen der reinen
Quantenspinleiter beleuchtet werden. Um die Energien fiir Null-, Ein- und Zwei-
Triplon-Zustdnde zu berechnen wird in die zweite Quantisierung {ibergegangen.

2.1 Isolierte Heisenberg-Dimere

Um die Quantenspinleiter zu verstehen, wird die Heisenberg-Kopplung zunachst

an einem einzelnen Dimer untersucht. Der Halmiltonian lautet:
H=2J5-S,. (2.1)

Die Eigenzustdnde sind gegeben durch:

1
) =10.0) = (1)~ 1)
=1Ly =i .
to) =11,0) = () + 1)
) =1L -1) = 1)

Dabei werden die Triplettzustdnde [¢,), die den Gesamt-Spin 1 haben, tiber den
Wert der magnetischen Spin-Quantenzahl unterschieden. Die Eigenenergie des
Singulett-Zustandes |s) mit Gesamtspin 0 betrdgt £, = —3J,. Die Eigenenergie
der Triplon-Zustande ergibt sich zu Ej;,, = %lj | und ist somit 3-fach entartet. Es
sei angemerkt, dass & in dieser Arbeit auf 1 gesetzt wird.

Fiir N Dimere, welche gegenseitig nicht wechselwirken, sind die Eigenzustiande
Produktzustande:

) @@ Yy

wobei jedes der Dimere in einem Zustand aus |Gleichung 2.2| sein kann. Die Ei-

genenergie zu einem solchen Zustand mit N;, Dimeren im Triplett-Zustand [t,)
ist
e=Es+J. Y N,
ac{£1,0} (23)
mit FEg = —ZJLN
Eg ist hierbei die Energie des reinen Singulett-Zustandes, der dem exakten
Grundzustand fiir J; = 0 entspricht.
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2.2 Dimerisierte Quantenspinleiter

1 Jiv

] Lyv

2 J v

v—1 \Y v+1

Abbildung 1: Skizze einer Quantenspinleiter. Die Sprossen bestehen jeweils aus
zwei Spin-3-Teilchen (Dimere). Auf der Sprosse v sind die Spins senkrecht mit
der Stirke J, , gekoppelt. Die schwicheren parallelen Kopplungen J;, bilden
die Holme der Leiter.

Nun kann man einen Schritt weiter gehen und die N Dimere schwach koppeln,

sodass sie eine Quantenspinleiter wie in bilden. Die Dimere (senk-

recht) bilden die Sprossen, deren Position mit v = 1,..., N gekennzeichnet ist.
Die Kopplungsstirke zwischen zwei Spins eines Dimers betrdgt analog zu

tterabschnitt 2.1| J, ,. Die Sprossen werden tiber die Wechselwirkung der Starke

J),» verbunden. Im Folgenden werden platzunabhéngige senkrechte und paral-
lele Kopplungsstarken betrachtet: J, , = J, sowie J, = J Vv. Zudem soll die
Wechselwirkung innerhalb eines Dimers wesentlich stidrker sein als die zwischen
den einzelnen Dimeren, d.h. J; < J,. Der Hamilton-Operator fiir die Spinleiter
ist dann gegeben durch

H=H, +H =] Z §1,u . §2,u +J Z (§1,u . §1,u+1 + §2,u : §2,y+1> . (24)

v

wobei der Spinoperator S;, auf den Spin an der Stelle {i, v} wirkt; i € {1, 2} indi-
ziert die Holme der Leiter, siehe In dieser Arbeit wird eine Spinleiter
mit periodischen Randbedingungen betrachtet. Das bedeutet, dass der Dimer an
Position N wieder mit dem bei v = 1 gekoppelt ist.

Die Energien zu #H ; aus|Gleichung 2.4|sind gerade durch [Gleichung 2.3|gegeben.

Auf die Berechnung der Energien zu | wird in|Unterabschnitt 2.3 eingegangen.

Fiir spétere Betrachtungen ist es niitzlich, den Hamilton-Operator im Teilchenbild
darzustellen. Dafiir wird der Operator {f,, eingefiihrt. Dieser erzeugt lokal am
Dimer v aus einem Singulett-Zustand einen Triplett-Zustand mit Flavour a. Der
entsprechende Vernichtungs-Operator ist 7, , .
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2 Antiferromagnetische Quantenspinleiter

Es gilt:

o Bh0] = 00 (1= s = S 80 f) (25)

Mithilfe dieser Operatoren ldsst sich 7, aus |Gleichung 2.4{in zweiter Quantisie-

rung darstellen:

Hi=Es+J0> Y ity (2.6)

2.3 Perturbative Berechnung der Energiekorrekturen

Die Eigenenergien zu|Gleichung 2.4{lassen sich perturbativ bestimmen. # , ist der

ungestorte Hamiltonian; H wird als Storung V' angesehen. Der Storparameter ist
x = Jj/J.. Wir beschrdanken uns auf Zustdnde mit maximal zwei Dimeren im
Triplon-Zustand. Die Anregungen werden im Folgenden auch als Quasiteilchen
(englisch: quasiparticle, QP) bezeichnet. Die Energiekorrektur des Null-Triplon-
Zustandes wird in zweiter Ordnung, die der Ein- und Zwei-Triplon-Zustdnde nur
in erster Ordnung berechnet.

2.3.1 Null-Triplon-Zustand

Der Grundzustand bzw. Null-Triplon-Zustand |0) := |s), ® ... ® |s), mit der un-

gestorten Energie Eg (siehe [Gleichung 2.3) ist nicht entartet. Die Storungsrech-

nung liefert in erster Ordnung keinen Beitrag. In zweiter Ordnung ergibt sich
nach der Berechnung von (0| V.SV |0), wobei S die Resolvente aus der Takahashi-
Storungstheorie ist [7], eine Grundzustandsenergie pro Dimer von

=2 - —-1L. (2.7)

2.3.2 Ein-Triplon-Zustinde

Die Energie € = Eg + J, ist aufgrund der drei unterschiedlichen Triplon-Flavours
a € {—1,0,1} 3N-fach entartet. Wegen der SU(2)-Symmetrie des Hamilton-
Operators sind der Gesamt-Spin sowie Gesamt-S, erhalten, weshalb die Energie
nur vom Gesamt-Spin abhédngt. Daher geniigt es, nur einen Flavour-Block mit ei-
ner N-fachen Entartung zu betrachten. Hierfiir definieren wir Zustande |v), wel-
che an der Stelle v € {1, ..., N} ein Triplett, ansonsten nur Singuletts haben.
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2 Antiferromagnetische Quantenspinleiter

In dieser Basis sieht die Storung wie folgt aus:

0 1 0-ceen-- 0 1

Lo 0

Jilo o0
v= e : (2.8)

O-nvne- 0 1

1 Qevvven-- 0 "1 0

Die Eintrdge oben rechts und unten links ergeben sich dabei aus den periodischen

Randbedingungen. In [Gleichung 2.8| kann man erkennen, dass die Storung ein

Hiipfen der Triplett-Zustdnde um einen Platz bewirkt. In zweiter Quantisierung
lasst sich der Ein-Triplon-Hamiltonian H;qp in erster Ordnung schreiben als

Hige = B+ 10303 iy + DS Wl #he)  29)

v

Wegen der Translations-Invarianz ist der Impuls erhalten und eignet sich gut als
Quantenzahl. Die Ein-Triplon-Zustdnde werden wie folgt in den k-Raum fourier-

transformiert: )
ky=—=) ™ 2.10
K =75 Z v) (210)
Die Teilchen-Operatoren, die auf die Impuls-Zustdnde |k) wirken, sind als
= =S e, i = Y e @.11)
a,k \/N ~ a,v a,k N - o,V

definiert, sodass sich |Gleichung 2.9|in den Impulsraum transformieren lasst:

Hiqp = Es + Z Z leP(k)fl,ktAa,k
koo (2.12)
mit lep(kJ) =Ji +Jj cos(k)

Im 1QP-Kanal sind also sowohl H; als auch die Storung V' im Impulsraum dia-
gonal. Die Ein-Triplon-Dispersion w;qp nimmt den konstanten Wert J, im Fall
Jy = 0 an. Fiir J; > 0 liegt die minimale Anregungsenergie bei k = m, fiir Jj < 0
bei k£ = 0.



2 Antiferromagnetische Quantenspinleiter

2.3.3 Zwei-Triplon-Zustinde

Da der Hamilton-Operator den Gesamt-Spin S und die magnetische Quantenzahl
m erhdlt, werden die 2QP-Zustdnde mit der Energie e = Eg + 2J, wiein [6, S. 44]
als |.S, m) definiert:

|272> - |t17t1>
1
2,1) = Eﬂthto) + [to, 1))
1
|2, 0> — <|t_1, t1> + 2 |t0,t0> + ’tl,t_1>>

=

6

1
12,-1) = E(’Ll,t(ﬁ + [to, t-1))
12,-2) = |t_1,t-1) (2.13)
1
11,1) = ﬁﬂthto) — |to, t1))
1
11,0) = E(ﬁht—ﬁ —[t-1,t1))
1
11,-1) = E(Hoﬂlﬁ — |t_1,to))
0,0) = —(lto,to) — [t1,£1) — [t1.41))

S

3

Zunéchst kann man sich die Wirkung der Stérung V' auf diese Zustande anschau-
en. Man findet: J
V[2,m) = T [2,m)
__d
V1, m) = 5 |1, m) (2.14)

Vv ’070> = J||<_ ‘O’O> + ? ‘S’ S>)

Wie zu erkennen ist, ist die Storung in erster Ordung in der Basis der Zwei-

Triplon-Zustiande diagonal. Der Hamiltonian aus |Gleichung 2.9 muss nun noch

um einen Term erweitert werden, der nur einen Beitrag liefert, wenn sich die
Triplon-Zustdnde auf benachbarten Pldtzen v, v + 1 befinden. Es ergibt sich der
effektive Hamilton-Operator

o i
Hor = Bs+ JL Y 14 faw + 3” S (# fawer + hic)

(2.15)

+Jj Z Z VS@EZH)S,SZ (fufuﬂ)s,sz
v S,S,



2 Antiferromagnetische Quantenspinleiter

Aus [Gleichung 2.14] ist ersichtlich, dass die Wechselwirkung Vs aufgrund der

SU(2)-Symmetrie nur vom Gesamt-Spin S abhéangt.

+1 §=2
Vo=q-1 S§=1 (2.16)
-1 S§=0

Um die Energiekorrektur zu erhalten, miissen die Eigenenergien von H.s be-
rechnet werden. Diese entsprechen fiir periodische Randbedingungen denen ei-
ner unendlich langen Leiter. Analog zur Vorgehensweise bei den Ein-Triplon-
Zustanden wird der Hamilton-Operator in den Impulsraum transformiert. Aller-
dings ist in diesem Fall nur noch der Schwerpunktsimpuls erhalten, weshalb die
Fourier-Transformation von folgender Form ist:

1 , d
hod)s = —= 32 e D vyt d) (2.17)

wobei |v, v 4 d) 4 den Zustand bezeichnet, bei dem sich die zwei Tripletts mit Ge-
samtspin S auf den Sprossen v und v + d befinden. Der Abstand zwischen den
Tripletts ist also d € [1, oo[. Die Rechnung (analog zu [8, Kap. 5]) ergibt H.¢ in der
Basis |k, d) 4

Es+2J, + JHVS J|| COS(%) O
Jjj cos() Eg+2J, Jjcos(%)
Jj cos(%). Es+2Jy Jjcos(%)

=
=
|

(2.18)

0

Wie schon erwihnt, liefert der Vs-Term nur einen Beitrag fiir d = 1. Die Stérung
ist folglich J; - V., mit

Vs Cos(g) O
cos(%) 0 cos(%)
cos(%) ) 0 cos(%) '

(2.19)

Vor=

0



2 Antiferromagnetische Quantenspinleiter

Um die Eigenwerte dieser unendlich-dimensionalen Matrix zu berechnen, wird
zundchst eine n x n-Matrix betrachtet; am Ende ldsst man n gegen unendlich lau-
fen. Das charakteristische Polynom der Storungsmatrix lautet (vgl. [8, Kap. 5]):

YO = (VS - )\) det(A, 1 — M) — cos? (§>det(An2 ) 20, (2.20)

wobei A, eine n x n-Matrix ist, die aufler cos(£) auf den beiden ersten Neben-
diagonalen nur Eintrage gleich Null aufweist. Sie hat die Form einer Tridiagonal-
Toeplitz-Matrix, deren Eigenwerte bekannt sind:

A = 2cos <§> cos <n7—T|—Zl> , i=1,...,n (2.21)

Die Eigenwerte liegen fiir n — oo dicht im Intervall / = ( — |2cos(%)], |2 cos(£)])

und sind auch Eigenwerte von V. Der Eigenwert Ay zum (anti-)gebundenen
Zustand ist kein Eigenwert der Matrix A,,. Um )\, zu ermitteln, wird die Rekursion
os? (&)

det(A, — \1) = Cv—/\det(An_l ~ D), (2.22)
"

die aus|Gleichung 2.20|folgt, zusammen mit der Rekursion

det(A, — M) = —Adet(A,_; — A1) — cos? (g)olet(An2 D, (2.23)

welche weiterhin fiir A,, gilt, gelost unter der Bedingung, dass det(A,, — A1) # 0.
Man erhalt:

1 o (K
A= Vs + v oS <§> (2.24)

Dabei liegt Ao nur aufSerhalb des Kontinuums bzw. des Intervalls I, falls

),2arccos ( — ‘VSD) . (2.25)

In ist Ao fiir die verschiedenen Wechselwirkungen Vs in Abhédngig-
keit von k dargestellt. Zusitzlich zur analytischen Losung aus [Gleichung 2.24]

ke (2 arccos (‘VS

wurde das Eigenwertspektrum numerisch ermittelt. Die Eigenwerte der Matrix
V. fir n = 1000 wurden fiir diskrete k berechnet und stimmen gut mit den ana-
lytischen Ergebnissen tiberein.
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1.0 A w

0.5 1

0.01 —— Vs_,= 05

< —0.51 Vs_1=-05
Vs_o = -
~1.01 5=0
—1.51
—2.01
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

k/m

Abbildung 2: Eigenwerte auflerhalb des Kontinuums fiir unterschiedlichen
Gesamt-Spin. Numerisch (Kreuze) und analytisch (Linien) ermittelte Ergebnisse
stimmen {iberein.

Zusammenfassend ergibt sich schliefslich fiir die Zwei-Triplon-Zustidnde eine Di-
spersion des (anti-)gebundenen Zustandes von

1 5k
waqpo(k) =271+ Jy (Vs + 77 o8 (5))- (2.26)
Mit der 1QP-Dispersion aus|Gleichung 2.12/hat das Zwei-Triplon-Kontinuum die
Form . .
I _ / —_ /
waqp(k) = WlQP(Q + k ) + WlQP<2 k ) (2.27)
mit £’ € [0, 27]. Die Dispersionen sind in|Abbildung 3|fiir x = % = 0.2 dargestellt.
2.251
v
2.001 —— 1QP
4 1.751 /Q\ 2QP: Kontinuum
= —— 2QP:Vs-, = 0.5
w1501 —— 2QP:Vs_y =-0.5
1.25 1 —— 2QP: Vg_g =-1
1.00 \/
0.75 1+ ; ; ; :
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
k/m
Abbildung 3: Abhédngigkeit der Energie von k fiir 1QP- und 2QP-Zustinde bei
v = Jy/J. =0.2. Der gebundene Zustand mit Vs_, = —1 schmiegt sich an das
Kontinuum an, wohingegen der (anti-)gebundene Zustand mit |Vs| = 0.5 bei

k=m4+ zin das Kotinuum eintaucht.
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3 Quantenspinleiter in einem optischen Resonator

In diesem Kapitel soll das bisher diskutierte Modell der Quantenspinleiter um

Licht erweitert werden. Bei dem Modell, welches in{Unterabschnitt 3.1/ prasentiert

wird, handelt es sich um das Photon-Spin-Heisenberg-Modell, das aus der Trans-
formation des Hubbard-Modells in einem Resonator resultiert [3], bei klei-
ner Licht-Materie-Kopplungsstarke. Durch Storungsrechnung in parallelen Spin-
(J1) und Licht-Materie-Kopplungen (g, g)) lasst sich der Effekt, den die Licht-
Materie-Kopplung auf die magnetischen Anregungen hat, diskutieren.

3.1 Modell

Zundchst werden die Operatoren, die auf Zustinde des photonischen Anteils
des Hilbertraums wirken, eingefiihrt. Dabei wird nur eine Licht-Mode betrach-
tet. Die Anzahl der Photonen npy, im Resonator kann durch die Erzeugungs- und
Vernichtungs-Operatoren a', a verandert werden. Fiir diese Operatoren gelten die

bosonischen Kommutatorrelationen:
[a,a =1 [a,a) = [a',a"] = 0 (3.1)
Die Wirkung der Operatoren auf photonische Zustdande |npy,) ist gegeben durch

a |npn) = /mpn |npn — 1)

. (3.2)
CLJr |Tlph> =+/np,+1 ‘nph + 1>

Hierbei ist |npn) der Eigenvektor vom Teilchenzahloperator Npy, = ata mit Bi-
genwert npp. Zusammen mit den bisher behandelten magnetischen Zustanden
werden also nun Zustdnde der Form |magn) ® |npy,) betrachtet.
Ausgangspunkt der Berechnungen ist das Spin-Photon-Heisenberg-Modell aus
[3]: o

M= ; (-8, - %)@s>(aT, i)+ Qata (3.3)

Die Kopplungskonstanten J, ,; werden also durch einen Operator J., ersetzt,
der auf die photonischen Zustande wirkt.

Fiir den in dieser Arbeit betrachteten Grenzfall kleiner Licht-Materie-
Wechselwirkungen g, ,; < 1 liest sich der Hamiltonian dann wie folgt

11



3 Quantenspinleiter in einem optischen Resonator

H=JLY (5152—%) +Qala
—l—((cf—i—c )+c(TT—i-hc))Z(gH,y-g‘g,y—%)

v

L L S S 1
(JH + c1 + cgaTa + cg(cﬂaT + h.c.)) Z (Sl,,, “S1pt1+ Sou - Sopp1 — —)

- 2
— —2
Ul g2 W = giilg 2w
a = g/l\1+—’ = Jo 9T
-

LI -
(3.4)

Wie man erkennen kann kommen bis O(g?) nur Terme vor, die die Photonenzahl
erhalten oder sie um 2 verdndern. Die Hubbard-Konstante U des Ursprungsmo-
dells geht tiber w = /U in die Gleichungen ein.

Da sich die Dispersionen zu verschiedenen Photonenzahlen nicht iiberschneiden

sollen, siehe gilt O > J.. Nach wie vor sollen die intradimeren

(senkrechten) Kopplungen wesentlich stdrker als die interdimeren (parallelen)
sein, d.h. J& > JU.

E [ M
. v
"'-.__1_4—'_'_/
- 2qp
1QP
10 +
-“'\-._\_‘_‘_‘_'_(_'_/
< 20p
1QP
0 T 0.0 05 10 15 2.
k/n

Abbildung 4: Skizze der Energiespektren. Fiir g = 0 sollen sich die magnetischen
Anregungen fiir verschiedene Photonenzahlen nicht iiberschneiden, d.h. Q > J_..

12



3 Quantenspinleiter in einem optischen Resonator

3.2 Perturbative Berechnung der Energiekorrekturen

Analog zu den Berechnungen in [Unterabschnitt 2.3| werden hier die Energiekor-

rekturen der an Licht gekoppelten Quantenspinleiter berechnet und analysiert.
Der ungestorte Hamiltonian

Ho=JLS (5*1 S — %) +Qata (3.5)

wirkt auf die magnetischen und die photonischen Zustdnde in den unterschiedli-

chen Unterhilbertraumen einzeln.

Die Eigenenergien sind deshalb gegeben durch

5
Ey = J;( — 2N+ Nt> FnpnQ (3.6)

wobei N wieder die Anzahl der Dimere ist und N; die Anzahl der Triplon-

Anregungen auf der Quantenspinleiter. Die restlichen Terme aus (Gleichung 3.4

konnen als Storung angesehen werden.
Die folgende Storungsrechnung wird gleichzeitig in den Parametern = = Jh)

ex/

g1 und g durchgefiihrt. Hierbei werden die Energiekorrekturen fiir Null-, Ein-
und Zwei-Triplon-Zustande mit npy, Photonen in zweiter Ordnung berechnet.

3.2.1 Null-Triplon-Zustand

Zunichst werden die Energiekorrekturen des Null-Triplon-Zustandes [0) ® |npp)
berechnet. Der effektive Hamiltonian ist im Teilchenbild gegeben durch

5 iap s
HIF' = O_ZN(CI +cyata +c§(aTaT+aa)>

(J” +d +dafa +d(afa" +aa )) : [— N + \/32(53&1)5:0]

(3.7)
Die Korrektur erster Ordnung liefert im Unterschied zum Fall ohne Licht nun
einen Beitrag und beinhaltet die Beitrdge aus Triplon- und Photonenzahl erhal-
tenden Termen

n ) N
E?QP, Ph __ _ZN<01L 4+ CQLnPh) _ (JH + Cl + Cg”Ph) 5 (38)

In zweiter Ordnung zeigt sich der fithrende Effekt der Triplon- und Photonenzahl

verdndernden Terme, siehe|Gleichung 3.9

13



3 Quantenspinleiter in einem optischen Resonator

Jh+ el 4 dlnpn2 1
0QPnpy ex 1 2'°Ph
B __3N< 2 ) 2JL
)2 [ (e — Den_
c npp npn  (npn + 1)(npn + 2) (3.9)
N(=2 — .
3 (2) [—2J§+2Q 2L 120 ]
2 b1yl
+ N [(nph—1)nph—(nph+1)<nph+2)}<—103 —§C3> E

Die Energie des 0QP-Zustandes wird folglich verringert - je mehr Dimere und je
mehr Photonen, desto stdrker zeigt sich der Effekt.

3.2.2 Ein-Triplon-Zustinde

Als Nachstes folgt die Berechnung fiir die Ein-Triplon-Zustdnde |v) ® |npp) .
Der effektive Hamilton-Operator lautet fiir diese

5 PR
HE = Bot (f +pala + e (@la +aa)) [ = TN+ D0l fu]
1 R ot R R
+ 5(]2‘)( + c! + cgaTa + cg(cﬂaT +aa )> [— N+ ﬁZ(titZH)S:o

+ ) faw + h.c.)}
o,v

(3.10)
Die erste Ordnung kann analog zu Unterabschnitt durch Transformation in
den Impulsraum berechnet werden. Das ergibt

) N
E{Pmen (1) = (¢f + cinpy) ( - ZN + 1) + (J,l'x + cg + cgnph> (cos(k) — 5) (3.11)

Fiir die zweite Ordnung erhélt man fiir jeden a-Block eine Matrix mit Eintrdgen
auf der Diagonale (D,) und Eintrdgen auf den ersten (D;) und zweiten Nebendia-

gonalen (D), vgl.|Gleichung 3.12| Die Eintrage auf der zweiten Nebendiagonalen

kommen durch das Triplett-Hiipfen um 2 Pldtze zustande.

oo v b, 0O
D, Dy Di D,
D, Dy Dy Dy Dy

Dy Dy . e (3.12)

14



3 Quantenspinleiter in einem optischen Resonator

Die Diagonaleintrdge der Matrix aus sind gegeben durch

_ 1 A oy
Dy _(nph+1)(nph+2)(2) [ 53V 2)2J§+29}

+ (npn — 1)”Ph<c_g>2 [l +3(N — 2);]

gl j cg —|—QCQ7”LPh 21 e N
—3(V - 2)< 2 > 2JL
+ <cé — ZNcé — %Nc@)Z [ — (npn + 1)(npp + 2) + (npn — 1)nph] % )
Weiterhin gilt:
Dy = —CS% [c?f( - ZN + 1) - cgg} . (3.14)

Fiir die zweiten Nebendiagonalen lassen sich die folgenden Eintrége finden:

c

2)2[_%_m}

w

Dy =(npn + 1) (npn + 2)(

+ (on— Ve (2) 55 + m] (3.15)

_ <Je”x+C1 +02nph>2 1

2 2JL

Die Matrixelemente aus [Gleichung 3.13|bis 3.15 kommen durch Prozesse zustan-

de, in denen zwei Photonen erzeugt bzw. vernichtet werden (o< %) und durch
solche, in denen zwei Triplonen erzeugt bzw. vernichtet werden (x +r). Zudem
gibt es Terme, die aus Photonen- und Triplonzahl verandernden Prozessen stam-
men. Um die Matrix zu diagonalisieren wird wieder eine Fourier-Transformation
durchgefiihrt. Man erhalt

E;QP,nph(k) = Dy + 2D, cos(k) + 2D, cos(2k) (3.16)

Die sich so in zweiter Ordnung Stérungsrechnung ergebende Energie ist in[Abbil{
far die Licht-Materie-Kopplungen g = g, = 0.1 und in[Abbildung 6] ftir
g = g1/ = 0.4 fiir verschiedene N und npy, dargestellt. Dabei wurde die Energie
des Grundzustands |0) ®|0) (kein Triplon, keine Photonen) zuvor subtrahiert. Der
Offset +npy(2 aus E, wurde hier nicht berticksichtigt, um die Dispersionsverfor-
mung aufgrund des kleineren Wertebereichs besser erkennen zu kénnen.

Die Licht-Materie-Kopplung verursacht einen Offset, der die Energie fiir grofle-

re N und np, nach oben verschiebt. In [Abbildung 6| wird aufgrund der groieren

15



3 Quantenspinleiter in einem optischen Resonator

Licht-Materie-Wechselwirkung weiterhin ein Effekt sichtbar, der in
nocht nicht zu erkennen ist: Die Dispersion verformt sich mit verschiedenen Pho-
tonenzahlen. Fiir kleine Photonenzahlen ist die k-Abhéngigkeit nicht so gewichtig
wie fiir grofiere.

N=5 N =50 N = 1000

4.5
1.8 — npp=0
1.6 4.0 — npp=1
16 35 — npp =2
1.4 — nph =3
=% 1.4 3.0 — nph=4
.y — nNpp=5

w12 25
w 1.2 — nNph =6
20 —— nph=7
Lo 1.0 1.5 \/ — nNph =8
v Npn =9

0.8 0.8 o Npnh = 10
00 05 10 15 20 00 05 10 15 20 00 05 10 15 20

Abbildung 5: Ein-Triplon-Dispersionen fiir eine schwache Licht-Materie-
Kopplung g = 0.1 in Einheiten von J2.. Fiir N = 5,50, 1000 sind die k-abhingigen
Energien jeweils fiir npp, von 0 bis 10 dargestellt. Dabei ist x = Ji'x / Jef( = 0.2,
w = 0.8und Q2 = 10. Der Wert von (2 ist hier wie auch im Folgenden in Einheiten
von J: angegeben.

N=5 N =50 N = 1000
12 700 — nph =0
40 E—

10 600 Nen = 1
— nNpp =2
s 30 500 — npp =3
=2 v 400 — nph =4

. — nph =
w © \/ ” 300 — nNph =6

4 v \/ 200 — M=

\/. ? \/ v e

2 \/— \/ 100 \/— Npp =
| T npn = 10

00 05 10 15 20 00 05 10 15 20 00 05 10 15 20
k/m

Abbildung 6: Ein-Triplon-Dispersionen fiir eine stiarkere Licht-Materie-Kopplung
g = 0.4 in Einheiten von Jz;. Hier wird sichtbar, dass sich die Dispersion fiir un-

terschiedliche np), verformt. Sonstige Parameter sind wie in gewihlt.
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3 Quantenspinleiter in einem optischen Resonator

3.2.3 Zwei-Triplon-Zustinde

Zuletzt werden die 2QP-Zustiande betrachtet. Dazu kann wieder der effektive Ha-
miltonian aufgeschrieben werden

H2QP—E0+(C1—|—C a'a + 3 (TT+aa)>[—ZN+ZfLWfa,u]
(J||+Cl+cua1a T (ata +aa))[ N+\/_Z (£14],1) 520 + hc)

+ ) (# fawn Hhoe) +2) 0D Vsl )ss, (tutu+1)s,sz]

v S,S,
(3.17)
In erster Ordnung erhilt man analog zu den Berechnungen ohne Licht
I 5 || ey Y 4 (] II
(e + nph)< - ZLN + 2) (JL+ !+ clppy) = 5 + L+ e+ npy) - v V. (3.18)

wobei V. in|Gleichung 2.19|definiert ist.

Der Ausdruck fiir die zweite Ordnung ist hier etwas komplexer. In der Basis |k, d)
findet sich folgende Matrix, deren Eintrdge mithilfe der 1QP-Eintrdge aus
chung 3.13|und 3.15|ausgedriickt werden konnen

0

Qo bo Cc
bo a b
c b a c
c b (3.19)
C.

L
_ 3 Jex + c] + cynpp 2 (S 2 B (nph + 1)(nph + 2) nph(nph — 1)
aO*D°+2JL( 2 ) 3( ) [ 20 + 2L 20— 2JL ]
- [c?fQ( - gN + 3) ~ PNV () + 2c3¢cg( - ZNVS - g + 2V5>] Q”LQH

4nph—|—2( ) c —4npp, — 2  —4npp — 2

TR (S) Fasanea an (3] ]

g \3) Tosoko3 20— 2JL T 20+ 27
I \

- [- g (B o) (- ot lom D) mloe - 1)

-05,0(1 4+ 2cos(k))




3 Quantenspinleiter in einem optischen Resonator

3 Je”xJFC!JFanPh 2 12 5 | LA 12npn+1  dnpp +2 cg'
e B
[N N B
_ 3 (_ (nPh+1)(nph+2) nph(nph—l) 4 C3 M 1 f
6<2> 20 + 2JL 20 — 2L >+ (2) g (L+cos(k))
) N —2nph—1 k
bo :c! [c(%( — EN + 2) — CQE =+ CQVS} —a cos <§>

2.2 1 k
b =by + cg Vs% cos (5)
[
_9 ~1 2
c=2 ngl (%) + 2Ds cos(k)

In zweiter Ordnung gibt es Matrixelemente, die nicht aus dem Ein-Teilchen-Sektor
kommen. Im Unterschied zum Fall ohne Licht konnen die Teilchen beliebig weit
voneinander entfernt sein, um zu wechselwirken bzw. sich zu bewegen. Solche
Terme kommen auf der Diagonalen und auf der zweiten Nebendiagonalen vor.
Im Eintrag c etwa kommt der erste Summand dadurch zustande, dass sich das lin-
ke Triplon um eins nach rechts, das rechte um einen Platz nach links verschiebt;
oder umgekehrt, falls der Abstand sich um 2 verringert (untere zweite Neben-
diagonale). Der Cosinus-Term entsteht nach wie vor durch das Hiipfen eines der
beiden Triplonen.

Auch auf der Diagonale sind unter anderem Prozesse zu finden, wo sich beide
Triplonen so bewegen, dass der relative Abstand d gleich bleibt. Zur ersten Ne-
bendiagonalen hingegen tragen in der zweiter Ordnung nur Prozesse bei, bei de-
nen sich lediglich eines der Triplonen um einen Platz bewegt.

Das Eigenwertspektrum der Matrix aus [Gleichung 3.25 wurde fiir N = 50 nu-
merisch ermittelt und die sich daraus ergebenden Energien sind in
jeweils fiir den Gesamtspin S = 1 in Einheiten von J; aufgetragen. Wie bei den

1-Triplon-Dispersionen ist zu sehen, dass der Offset zwischen den verschiedenen
Photonenzahlen mit grofserem g steigt. Da die einzelnen Dispersionen schwer zu
erkennen sind, sind sie einzeln in zu sehen. Das Kontinuum besitzt
tiir weniger Photonen eine kleinere Ausdehnung.

Auch die Bindungsenergie ist von der Anzahl der Photonen abhéngig: In
ist die Differenz zwischen dem kleinsten und dem néichstkleineren Eigen-
wert dargestellt. Man kann erkennen, dass der Eigenwert zum gebundenen Zu-
stand fiir grofsere Photonenzahlen in einem grofieren k-Intervall existiert. Gleich-
zeitig steigt die Bindungsenergie fiir grofiere npy,.

18
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3 Quantenspinleiter in einem optischen Resonator

175

1001
150
80 125
45 601 43 1007
o o 751

40
50 1
20 25
01 0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
k/n

TR ooy | . ...-o
(TR sasssssosensssssssssommman OO ARRARED . :::: - i
T ——————————
1000000000000 008000000008 npp = 10
0.0 0.5 10 15 2.0
k/mn

Abbildung 7: Vergleich der Energien bei unterschiedlich starken Licht-Materie-
Wechselwirkungen: (a) g = 0.1, (b) g = 0.4 flir Q = 5.

2.4 1
2.2
2.0 1
1.8
1.6 1
Nph =6
42.8 63.0
426 62.8
=43
%, ||||||II||II||||||
L 64 ||
42.2 4
42.0 62.24
0.0 0.5 1.0 15
nph = 10
83.2 103.4
83.0 103.2 4
[l
82.6 seseeeteeeeasst 102.8 4
82.4 102.6 4
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0
k/n k/n

Abbildung 8: Einzelne Eigenwertspektren bei N = 50,z = 0.2und g =0.1.
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0.10 1 — npp=0 2.01 — npp =0
— Npp =2 — Nph =2
0.081 — nph=4 1.54 — nph =4
— nNppb =6 x — nNph =6
43 —
~90.06 Nen = 8 =2 npn, = 8
= npn = 10 ~ 1.01 npp = 10
W 0.041 P w
0.5
0.024
0.00 1 — . i , 0.0 ° : . : ;
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
k/m k/m

Abbildung 9: Bindungsenergien bei Licht-Materie-Wechselwirkungen von (a)
g=01und (b)g=0.4.

3.3 Betrachtung im thermodynamischen Limes

Fiir die Betrachtung grofler Systeme muss die Licht-Materie-Kopllungskonstante
g reskaliert werden: ¢ — 9/v~N. Dadurch erhdlt man den effektiven Hamilton-
Operator

5 )
_ 7| _ = ot At A
Herr = Jex[ 4N + Ztavytmy} +Qa'a
T (or +@dla +a(alal +aa))| - TN+ Y i,
1 )
+5 (Je”x +édl +data +édl(alal +aa )) [ — N+ VB (i )50 + huc.)

+ Z(Eg,yfa,l/—i-l + h‘C‘) +2 Z Z Vs(ﬂﬁ/+1)5,52 (7?1151/—&-1)5,52]

v 5,5,
2 — 2 .
1 ex N 1 +w ) 2 ex N 1 _ 52 ?
2 —2 —4
9 2
oAy AV [0 R

N (1-°)(1 - 43°) 620

Da g,/ quadratisch in die Licht-Materie-Koeffizienten ¢!/l eingeht, skalieren die
effektiven &/l mit 1/N. Mit|Gleichung 3.20| kénnen die Ergebnisse aus
schnitt 3.2)im thermodynamischen Limes N — oo untersucht werden. Dabei wird
in dieser Arbeit von einer endlichen Anzahl an Photonen np;, ausgegangen.
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3.3.1 Null-Triplon-Zustand

Fiir die Energie der Null-Triplon-Zustédnde ergibt sich im thermodynamischen Li-

mes
npn _ pO0QPapy _ O 1 1 L (N o103 L
coqp =Ho - " — ler T gnen) — ganen — Jag — ga - g Noor
|| = (3.21)
3 Jex 2npn +1/5 1 2
- 37z e+ ) - =5 (Ge5 + 5¢l)

Die extensiven Terme, die in der Energiekorrektur weiterhin vorzufinden sind,
stammen aus dem rein magnetischen Anteil der Stérung (o JeHX), welcher nicht
reskaliert wurde.

3.3.2 Ein-Triplon-Zustinde

Auch die Ausdriicke fiir die Energien der Ein-Triplon-Zustdnde sind im Vergleich
zum Fall mit unskaliertem ¢ deutlich verkiirzt

|| 2

+ JIl cos(k) — ie;l cos(2k) (3.22)

2

3 7l
E10P =Coqp T JL+ 1 ji
ex

Die Energieliicke (¢]5p — £gqp) besitzt den von der Photonenzahl abhéngigen Off-
set

. 5. 1y 3Jh 205 12
acm = [ —ger =g grd gl rad) v 6

Bis auf diesen Offset unterscheiden sich die Dispersionen bei verschiedenen Pho-

tonenzahlen nicht mehr voneinander, vgl. [Abbildung 10, Die Dispersion ent-

spricht im thermodynamischen Limes im Wesentlichen der einer Quantenspin-
leiter, die nicht an Licht gekoppelt ist, also dem Fall g = 0 mit einem verkleinerten
Q — Q.g, wobei

50 1y 3Jhy 245 0 1 \?
Qur = Q= 2ef — sd - 252d - = (ch + 544) . (3.24)

Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie schnell die Folge mit der Anzahl der

Dimere konvergiert, sind in|Abbildung 11|die Energien mit reskaliertem ¢ fiir un-

terschiedliche N zu sehen. Im Regime von wenigen Dimeren (/N = 5) sind Offset
und Dispersionsverformung fiir unterschiedliche npy, noch deutlich zu erkennen.
Auch bei N = 100 kommt noch ein sichtbarer Effekt durch die Licht-Materie-
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Wechselwirkung zustande, wohingegen die Dispersionen bei einer Anzahl von
1000 Dimeren schon recht gut iibereinander liegen.

ohne Offset mit Offset

1.20 401

1.15

1.101 30 1 JR—
4% 1.05 B —
- —
S~
w1 1.00 201 I

0.95

0.90 101

0.85

0_
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
k/n k/m

Abbildung 10: 1QP-Energie fiir + = 0.2, g = 0.4 und Q = 5 abztiglich der Grund-
zustandsenergie mit und ohne Offset A" . Die Kurven fiir verschiedene Photo-
nenzahlen unterscheiden sich im reskaliertem Fall bei N — oo nicht.

N=5 N =100 N = 1000
1.3
1.20
2.5 il
1.2 115 -
1.10
4% 2.0 1.1+ 1.05 A -
- —
~
w 1.00 1 —
1.0 _
1.5 1 0.95
0.9 0.90 A
1.0 0.85
- - - - - 0.8 1+ - - r — 0.80 . v - v
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
k/mn k/m k/m

Abbildung 11: Konvergenz der 1QP-Energien. Auf den Offset Ac""» wurde bei
diesem Plot verzichtet. Fiir N = 1000 Dimere unterscheiden sich die Dispersionen
zu verschiedenen Photonenzahlen kaum noch voneinander.
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3.3.3 Zwei-Triplon-Zustinde

Fiir die Zwei-Triplon-Zustande ergibt sich die Matrix

0

ap b ¢

b a b

c b a c
c b_.

0

a0:535}1;+2J;+JgL,VS+—

3 [ Jex\?
+5S’02JQ§( 5 > (14 2cos(k))

2
3 Jl, .
a = 685}1‘3 + ZJGJ;( + §J_J- (3.25)

b= J!,'X - COS <§>

|
1 ex 2
¢ =2Dycos(k) = ~ I (7) cos(k)

welche sich numerisch diagonalisieren ldsst. Wie schon bei den Ein-Triplon-

Zustdnden festgestellt unterscheiden sich die Energien ohne Offset nicht, siehe

linkes Bild in|Abbildung 12| Unterschiedliche Photonenzahlen npy, bewirken wie-

der den Offset aus |Gleichung 3.23} der in{Abbildung 12|rechts zu sehen ist.

ohne Offset mit Offset
2.4 1
404
2.3
2.2 301 e nph=0
1000000000 1000000000 ° Npp=2
4% 2.1
-_ neh =4
-
W 2.0 204 Nph = 6
LU 00000000000000 npp =8
1.9 1 npp = 10
1.8 10 0000008000000000 9000000000000000
1.7
10000000000000000 0000000000000000
" . : 0+— : . " :
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
k/m k/m

Abbildung 12: 2QP-Energie fiir x = 0.2, g = 0.4 abziiglich der Grundzustands-
energie mit und ohne Offset Ac™" . Auch hier unterscheiden sich die Kurven fiir
verschiedene Photonenzahlen nicht.
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4 Optimierte Basiswahl der bosonischen Operatoren

Im Folgenden sollen sowohl die Licht- als auch die Triplett-Operatoren in geeig-
nete Basen transformiert werden. Dies hat den Vorteil, dass dann der rein ma-
gnetische sowie der rein photonische Anteil des Hamilton-Operators quantitativ
behandelt werden kénnen.

4.1 Bogoliubov-Transformation von Hpy,

Zunichst soll der rein photonische Anteil des Hamitonians aus|Gleichung 3.4/mit-

hilfe einer Bogoliubov-Transformation [9] exakt diagonalisiert werden.
Der Hamilton-Operator hat die folgende Form

Hpp =wa'a +T(a'a"+aa ) (4.1)
5 N 5 N
mit w= —ZCQLN - c!; + I'= —Z—lc:,fN — cgg . (4.2)

Fiir die Transformation werden Operatoren b(") so definiert, dass gilt
a =ub +vbf at = ubt + vb | (4.3)

wobei die Koeffizienten u, v in diesem Fall rell sind. Mit der Forderung, dass auch
fiir die neuen Operatoren die bosonischen Kommutatorrelationen gelten sollen,
folgt u* — v* = 1. Diese Gleichung wird durch die Wahl der Koeffizienten als hy-
perbolische Funktionen u = cosh(«) und v = sinh(«) erfiillt. Da #Hpy, in der neuen
Darstellung diagonal sein soll, miissen quadratische Terme in b(") verschwinden.
Deshalb lautet die Diagonalisierungs-Bedingung hier:

w-uv +I(u? 4+ 0%) = g sinh (2a) + I cosh(2a) = 0. (4.4)

Damit ergibt sich aus|Gleichung 4.1{der transformierte Hamiltonian:

Fpn = B+
-1 (4.5)
mit Ezé(dj—w), 0= Vw? —4I?
Mit den Ausdriicken aus Gleichung 4.2|folgt dann
~_\/ 12 4.12) (20 o 1% N2 5(;5@& L2 - (e s 2 e\ an + 02
o=\ (a4 (GN) + (G- ) s (22 —ad)ve - (d+ 5ed) (*)
4.6
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4 Optimierte Basiswahl der bosonischen Operatoren

Fiir den effektiven Gesamt-Hamiltonian erhélt man in der neuen photonischen
Basis

. .. 5 N
Har = B+ @D — IN(Th+ef) = 5 (ngx+c!)

i g 1
+JLM bT ZtlutaV—i_Jll_!M(T §|:\/_Z tutV-HS 0+hC)

v,

+ Z(fl,l/f&,l/‘f'l +hec)+2 Z Z Vs(thl,11)s.s. (tutu+1)s,sz] (4.7)

v,a v 5,5,

AL A 2 o P o . -
mit Ji (61,6 ) = T 4+ o + = [c;/ll (Emb S )+ w " w>
+c;/”( orhth + & (bWM h) - [‘ﬂ

Die Bogoliubov-Transformation ist nur definiert, falls der Radikand aus
chung 4.6|nicht negativ ist. Dies ist der Fall fiir

4 3ct - ‘20 +503‘

(4.8)

N =@ 9 2 2 Lol '
2 (5) (o8 a8+ (% - ) 5(52 - o)

Die grofite Anzahl Ny, an Dimeren, dieGleichung 4.8|erlaubt, ist in|[Abbildung 13|
in Abhéngigkeit von g und = dargestellt. Dabei ist die 1/¢*-Abéngigkeit zu er-

kennen. Auch bei grofier werdenden = = JU)JL sinkt Npa, wohingegen sich in

Abhiéngigkeit von (2 ein linearer Anstieg ergibt, siehe dazu|Gleichung 4.8,

Abbildung 13: Maximale Anzahl der Dimere N, fiir die die Bogoliubov-
Transformation definiert ist, in Abhdngigkeit der unskalierten Kopplungsstarke

gund z = J.\/JL. Dabeiist@ = 0.8 und Q = 5.
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4 Optimierte Basiswahl der bosonischen Operatoren

Nach der Reskalierung g — 9/v~ ist weder £ noch & abhingig von N. In diesem
Fall ist jedoch zu beachten, dass (2 ausreichend grofs sein muss, damit die Wurzel
aus [Gleichung 4.6|definiert ist, d.h.

1
0> —(2e) +5¢8) + §|2013|, +5cr]. (4.9)

e

Das minimale (2,,;,, das zuldssig ist, steigt quadratisch mit g und linear mit
z an, siehe |[Abbildung 14, Da in dieser Arbeit ohnehin Werte fiir ) betrach-
tet werden, welche grof§ gegentiber den magnetischen und den Licht-Materie-

Kopplungskonstanten sind, bedeutet die untere Beschrankung, die durch die
Bogoliubov-Transformation bedingt ist, keine wesentliche zusitzliche Einschran-
kung. Im dargestellten Wertebereich der Parameter z und g tiberschreitet 2,;, den
Wert 3.2 nicht.

3.0

2.5

2.0 £
£

15 QG

1.0

0.5

Abbildung 14: Minimales 2, fiir das die Bogoliubov-Transformation im Falle res-
kalierter g definiert ist, in Abhdngigkeit der Kopplungsstiarke g und z = Jh/ J
Von der Anzahl der Dimere N ist keine Abhdngigkeit mehr vorhanden. Wie in
vorigen Abbildungen ist w = 0.8.

Die g- sowie die z-Abhéngigkeit von @ fiir den reskalierten, N-unabhangigen Fall
wird in|Abbildung 15| gezeigt. Schaltet man die Licht-Materie-Kopplung aus, d.h.
g = 0, nimmt w den Wert 2 an, also in{Abbildung 15| (links) 2 = 5. Mit steigendem
g nimmt die Dispersion quadratisch ab, mit  anndhernd linear.
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] 4.2
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Abbildung 15: Verlauf von w mit g fiir ein festes x = 0.2 (links) und mit x fiir ein
festes g = 0.4 (rechts). In der rechten Abbildung ist zudem die Verbindungsstrecke
zwischen den Punkten bei z = 0 und x = 2 eingezeichnet. Durch die Reskalierung
von ¢ ist @ nicht mehr von N abhéngig.

Die Photonendichte im Bogoliubov-Grundzustand |0g), fiir welchen bfb [0g) = 0
gilt, ist gegeben durch

/\'i'/\
Wl o 1w ) a0
N 2N \ Vw? — 412

d.h. die Photonendichte ist im Limes grofler N Null. Dies bedeutet, dass der
Grundzustand im Unterschied zum Modell in [10] hier weder ein kohirenter Zu-
stand noch ein squeezed (coherent) state mit endlicher Photonendichte ist, siehe

auch|Anhang Al

4.2 Unitdre Transformation des effektiven Hamiltonians (pCUT)

Zusitzlich zur Bogoliubov-Transformation im photonischen Anteil des Hamil-
tonians wird nun im magnetischen Teil eine unitdre Transformation (pCUT)
vorgenommen. Diese Transformation hat zum Ziel, einen effektiven Hamilton-
Operator zu erhalten, der die Triplonzahl erhélt. Da die magnetischen Operatoren
Hardcore-Bosonen représentieren und quartische Wechselwirkungen vorliegen,
ist dies nicht mehr durch eine einfache Bogoliubov-Transformation moglich.

Die Terme, in denen photonische Operatoren vorkommen, kénnen dann als Ob-
servable behandelt und so mit in die optimierte Basis der Triplon-Operatoren ge-
dreht werden. Zu den bereits aus [6] bekannten quantitativen Ergebnissen fiir
den rein magnetischen Anteil werden im Folgenden mittels pCUT in erster Ord-
nung die Energie-Korrekturen, die durch die Observablen-Transformation zu-
stande kommen, fiir den Ein-Triplon-Kanal berechnet.
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4 Optimierte Basiswahl der bosonischen Operatoren

Der Ausgangsgangspunkt fiir die Transformationen ist der effektive Hamilton-
Operator im Teilchenbild:

“ 4 v,
(
=
cy
+201 [ N+ ; @V ay+1 + h. C + 2 zy: ; VS tl/tl/—‘,-l)SSz(t tu-l-l)SSZ}
Hmagn

al .
—i—ﬁ\/g; ((t:ff:rj+1)szo + hC)

( 1 .
+E<c§cﬁa +c5 (a'a T+aa)>[——]\f~l—22:fr tay}

1 L
* oo c(data +di(@la' +aa)) [ = N+ Y daper +he)

+2) 0 Vs )ss. (fufwl)s,sz]

v S,S,

b o (difa +ch(ata +aa)) VB ((Hflyi)smo +he) + yita
\ 1 v 1

Dabei ist Ef/” = Jo/ 1+ clL/H ,dh.z= 5!/5% = Jll, Jufirg=yg.=g.

Der rein magnetische Anteil H,,,, der Storung ldsst sich unterteilen in Triplonn-
zahl erhaltende Terme und solche, die die Triplonzahl um zwei verdndern: Der

grau umrandete Anteil in |Gleichung 4.11| entspricht Tj, der griin umrandete 75

und 7_,. Anteile, die die Triplonzahl um eins verdndern (7%,), kommen aufgrund
der Spiegelsymmetrie der Leiter nicht vor.

Die Transformation der Observablen in erster Ordnung ergibt sich aus

1 1
O + 313, 0] = [T, 0.

Die Kommutatoren sind in[Anhang B|zu finden.
@,

Fithrt man zusétzlich im Licht-Teil, der nicht an Triplett-Operatoren gekoppelt ist,

eine Bogoliubov-Transformation wie in|{Unterabschnitt 4.1/durch und vernachlés-

sigt alle Terme, welche die Triplonzahl verdndern, erhilt man:
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Ha 5 s
EJ_ = - Z_J:N + Z taﬂ,to{,u + Hmagn
1 v,a
N(I;icht ~ - T
+ b b + J (', t
Ef‘ Cl LM Ef‘ Z

Vv,

L A 1 o~ PN ~ A
+ Jll[M(bT7 b ) T~ [Z(Ha,yta,u-‘rl + hC) +2 Z Z V5<titi+1)5,sz (tl/tu+1)S,Sz

Gw v,a v S,S,

B 2671% (3 Z (1 - ZHNW{“W) (1 - Z fL,yH{a,uH)

- 3Z(£iﬁ,+1)5=0(£ tyi1)s=0 — 32 £ ) s—o(Furrturizr)s—o

+Z i towrs +1hc.) 1_2%”*1%%1))}

(4.12)

Dabei ist JI!M(ZA)T, b ) definiert wie in |G1eichung 4.71

Die Photonenzahl erhaltenden Terme aus|Gleichung 4.12lwerden nun fiir die 1QP-
Zustdnde ausgewertet. Man findet

f[lgp 5 . _ N(I]_Jicht ~ ;
ée—L:_Z_lN+ E ta,uta7V+Hmagn+é—J_+E_J_bb
1 1 1

2 J_ (A)"A
+C%—@[c2 (5 )+c3(—2FbTb —F)}Zﬁ o

L0 + 222 1 (- orit _r)]{zﬁgyg,ymhc.)

v,a

J/

~
ka2 cos(k)tfy’ktmk

¢ N A -
_ ﬁ (3 S (=1 o = tawa) + > fause + h.c.)) }

v, v,
N~ g

ko (3-6L1 k+2 cos(2k)E!, } a k)

(4.13)

In{Abbildung 16|sind die 1QP-Energien bei einem Photon fiir £ = 7 {iber verschie-
dene Licht-Materie-Kopplungskonstanten g aufgetragen. Im Wesentlichen sieht
man eine nach unten geoffnete Parabel, wobei der Streckfaktor proportional zu x
ist.
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7] — x=05
[N

N x =0.75
— x=1.0
1L x =1.25
— x=15
x=2.0

0.00 005 010 015 020 025 030 035 0.0
g

Abbildung 16: Abhdngigkeit der 1QP-Liicke bei k£ = 7 und npp, = 1 von der Stdrke
der Licht-Materie-Wechselwirkung g nach Reskalierung. Dabei betrdagt N' = 100,
Q=5undw =0..

4.3 Berechnung der fiihrenden Energiekorrekturen

Wie im vorigen Kapitel soll die Observable unitdr transformiert werden. Da die
Rechnung schon nach der ersten Ordnung recht uniibersichtlich wird, soll nun
der Ansatz aus [11], fiir den schon quantitative Ergebnisse bekannt sind, {iber-
nommen werden.

Die Observable Sﬁ‘y kann wie folgt transformiert werden:
UtSe,U = " as(tl s+ tass) + - (4.14)
5

Dabei stehen die Punkte fiir normalgeordnete quadratische Terme sowie noch ho-
here Ordnungen in den ¢-Operatoren. Aufierdem ist a € {z,y, z}. Mithilfe dieser
Néherung erhdlt man

Z <§1,V§1,V+1 + §2,V§2,V+1> = Z a2(k) ((El,ktﬁc;,fk + h.C.) + (tz,kfa,k: + fa,kﬂ,k))

v k,a

(4.15)

wobei a*(k) die quadrierten spektralen Amplituden wie in [11] sind. Die
Hardcore-Bedingung wird im Folgenden aufgrund der kleinen Licht-Materie-
Kopplung vernachléssigt.
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Mit |Gleichung 4.15|ergibt sich der Hamiltonian fiir einen k-Block zu

2 T _g
Hi = wmagn(k Zt o bTb+—w[§(§bTb—§(bTbT+bb)+°" “)

4
1 217 i 2
+c3(—21“b*b +§(bTbT+ )} Zt ok

+ lf [cg(f?ﬂl} —g(BTBTJrBl})JrL)JFCH( orhth o+ ¥ (53 +1313)—F>}

> (aQ(k)(flykflﬁk t+he) +2d3 ()i B, +a (k:))

(4.16)

Um fithrende Korrekturen, die durch das Licht zustande kommen, zu untersu-

chen, soll mit zwei Arten von Termen aus |Gleichung 4.16| weitergerechnet wer-
den:

1. Triplon- und Photonenzahl erhaltende Terme, die exakt behandelt werden
konnen.

2. Terme, die die Anzahl der Triplonen nicht verdndern.

Terme, welche sowohl Photonen- als auch Triplonzahl verdndern sowie die Tri-
plonzahl verdndernden Terme werden hier nicht weiter berticksichtigt.

Der Effekt der Terme, die unter Punkt 2 fallen, wird durch eine Bogoliubov-
Transformation untersucht. Doch zunéchst sollen die Triplon- und Photonenzahl

erhaltende Anteile von Gleichung 4.16|betrachtet werden. Die zugehorige Disper-

sion ist in |Abbildung 17| visualisiert. Da die extrapolierten Daten fiir wpag, und

fiir a*(k) aus [6] fiir den thermodynamischen Limes berechnet wurden, sind in
diesem Kapitel alle Abbildungen mit reskaliertem g — g/v/N dargestellt.

6.81

— x=0.5
6.6 —— x=0.75
6.4 X=
6.2
=43
6.0
w
5.8
5.6
5.4 E
5.2
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

k/n

Abbildung 17: Dispersion nach der ersten Bogoliubov-Transformation fiir g = 0.2
und N = 100.
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Abbildung 18: Dispersion nach der ersten Bogoliubov-Transformation abziiglich
Wmagn fir ¢ = 0.2und N = 100.

Um den dispersiven Effekt des rein magnetischen Anteils aus der Darstellung

zu eliminieren, ist in [Abbildung 18| die Impulsabhédngigkeit der Energien noch-

mals abziiglich wy,,e, aufgetragen. Es ist zu erkennen, dass sich der Licht-Materie-
gekoppelte Teil des Hamilton-Operators bis auf den Offset nur leicht auf die Di-
spersion auswirkt. Genaueres wird unter Beriicksichtigung der Photonenzahl ver-
dndernden Terme erklart.

Dazu wird eine Bogoliubov-Transformation in den Triplonzahl erhaltenden Ter-
men durchgefiihrt. Dadurch wird die Dispersion zu

w(k) = \/wl(k)Q — 4wy (k)? (4.17)

Jes

+ 2[4 — 23T + (b2 —26)T) - 3a*(k)] und

5 — 203
cjg + cé% — (cgg — cgg) . 3@2(k:)].

mit w1 (k) =
LL}Q(IC) = 5{_%[
(Gleichung 4.16{14sst sich mithilfe der Relationen

lel}
|

A A

in der neuen Basis ausdriicken. Offensichtlich sind die neuen photonischen Ope-
ratoren l;g) vom Impuls abhdngig, d.h. das Licht erhélt durch die Licht-Materie-
Wechselwirkung eine effektive k-Abhédngigkeit.
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Nach der Transformation erhilt man

~ w 2 wl(k:) 21-: LL)Q(IC) QJr 1 2 2 1 2(12(]{3) ||w—(IJ [
= — b.b, — b,.b, +bib,) — - E, — ¢l
Hi 51l~(k)( 5 kK 9 (brdk + biby,) 2 05(k) ) + o (c2 4 csl)
2a2(k') 2 I I wl(k:) :T: (A.}Q(k) 213t = 2
+ T o) {(%2 2630) | 5= bkby — —5— (Bibi + byby) — 5B (k)

2 2@2(k) 1T I sp2 w1 (k) sz 23
- 50 % <622 — g 2wo(k)byb,. — 5 (b10] +b,.b,.) + wa(k)
2 Ww—G w— @ A

(4.18)
wobei E;(k) = 3(@(k) — wi(k)). Fiir den 1QP-Kanal kiirzen sich alle bis auf die
griin markierten Terme heraus.

Der Energieunterschied, den die Anwesenheit eines Photons im Ein-Triplon-Kanal
bewirkt, entspricht @(k) und ist in [Abbildung 19| zu sehen. Die Gréfsenordnung
der Liicke bestimmt 2 = 5. Im Vergleich zu 2 wird die Energie durch die Licht-
Materie-Kopplung abgesenkt und wird bei £ = 7 maximal, da hier «*(k) maximal
ist. Dieser dispersive Effekt ist jedoch nicht so grofs, dass das Minimum verscho-
ben wiirde. Die Unterschiede fiir verschiedene x lassen sich dadurch erklaren,
dass @w(k) ~ w;(k), wobei & die Groflenordnung dominiert. Dieses nimmt wie in

IAbbildung 15|dargestellt mit steigendem z ab.

g=0.2 g=04
4,78
— x=0.5 3.95 — x=0.5

4.77 — x =0.75 — x =0.75
- x=1 3.90 x=1
o
w
| 4.76 385
£ :
e
w

4.75 3.80

4.74 3.75

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
k/m k/n

Abbildung 19: Energieunterschied, der durch ein Photon im Ein-Triplon-Kanal
entsteht in Einheiten von J. fiir N = 100 Dimere. Die Licht-Materie-
Kopplungsstarke betrdagt g = 0.2 (links) bzw. g = 0.4 (rechts).
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Zuletzt soll im Ein-Photon-Kanal begutachtet werden, wie sich die Ein-Triplon-
Anregungsenergie durch die Licht-Materie-Wechselwirkung verdndert. In
ist die Liicke bei k& =  fiir unterschiedlich starke Kopplungen aufgetra-
gen. Dabei werden die Energien mit steigendem g grofler.

Fiir die Wahl w > 1 ist es moglich, dass die Anregungsenergie durch die Anwe-

senheit eines Photons kleiner wird, wie man in{Abbildung 21|sehen kann.
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Abbildung 20: Ein-Triplon-Anregungsenergien bei k = 7 im Ein-Photon-Kanal in
Einheiten von J_.. Dabei istw = 0.8, N = 100 und 2 = 5.
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Abbildung 21: Ein-Triplon-Anregungsenergien bei & = 7 im Ein-Photon-Kanal in
Einheiten von J2. fiiro = 1.2.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden die Auswirkungen der Licht-Materie-Kopplung auf die
magnetischen Anregungen einer Quantenspinleiter untersucht.

Dazu wurde zunéchst eine Quantenspinleiter ohne Licht betrachtet: Nach der Be-
schreibung des Heisenberg-Modells und dem Ubergang in die zweite Quantisie-
rung erfolgte die storungstheoretische Berechnung der Energiekorrekturen. Das
Verhiltnis von Holm- und Sprossenkopplungen JU./JL ist dabei der Storpara-
meter. Die Ein- bzw. Zwei-Triplon-Anregungen, die in erster Ordnung berechnet
wurden, weisen eine Liicke zum Grundzustand der Grofsenordnung J, bzw. 2.J;
fiir kleine J; auf. Bei 2QP-Zustdnden existieren neben dem Kontinuum je nach
Gesamtspin der Triplonen gebundene bzw. anti-gebundene Zustdnde. Das An-
regungsspektrum konnte hierbei sowohl analytisch als auch numerisch ermittelt
werden.

Als Nachstes wurde das Photon-Spin-Heisenberg-Modell fiir schwache Licht-
Materie-Wechselwirkungen eingefiihrt. Dafiir wurden die Energiekorrekturen
mit Takahashi-Storungstheorie in zweiter Ordnung berechnet. Die Storparame-
ter sind dabei sowohl .Jl\ /Ja als auch die Licht-Materie-Kopplungskonstanten
g1 und g . Fiir die Anregungsenergien ergibt sich neben einem Offset eine Ver-
formung der Dispersion fiir verschiedene Photonenzahlen. Wegen des Quanten-
Lichts bewirken Triplonzahl erhaltende Hiipfterme auch Beitrdge zu den Ener-
giekorrekturen in zweiter Ordnung. Interessanterweise findet sich bei den 2QP-
Zustdnden eine langreichweitige Wechselwirkung zwischen den Triplonen: Es
spielen Prozesse eine Rolle, in denen die beiden Triplonen — unabhéngig von der
Grofie des Abstandes — gleichzeitig hiipfen konnen. Ohne Licht ist es nur bei klei-
nen Abstinden moglich, dass die Triplonen wechselwirken. Die Zwei-Triplon-
Anregungen lassen sich nicht mehr auf den Ein-Triplon-Fall zurtickfiihren. Im
Gegensatz du den 1QP-Energien miissen die 2QP-Energien numerisch ermittelt
werden.

Fiir die sinnvolle Betrachtung grofierer Systeme, also einer grofieren Anzahl an
Dimeren N, wurden die Licht-Materie-Kopplungskonstanten reskaliert. Die gera-
de beschriebenen Effekte konnten dann im thermodynamischen Limes fiir endli-
che Photonenzahlen ausgewertet werden. Dabei war festzustellen, dass sich die
Energien fiir N — oo bis auf einen Offset auf den Fall ohne Licht reduzieren.
Dieses Regime liegt bei N ~ 1000 vor. In der Grofienordnung N = 100 sind
Unterschiede in Abhédngigkeit von der Photonenzahl dagegen noch deutlich zu

erkennen.

Der letzte Teil dieser Arbeit beschiftigte sich damit, quantitativere Ergebnisse
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zu erzielen. Dazu wurden sowohl Triplett- als auch Licht-Operatoren in opti-
mierte Basen gedreht. Durch eine Bogoliubov-Transformation konnte der rein
photonische Anteil des Hamilton-Operators diagonalisiert werden. Der Licht-
Materie-Anteil wurde dann entsprechend mit transformiert. Dies ist fiir den nicht-
reskalierten Fall nur bis zu einem bestimmten V,,,, definiert. Im reskalierten Fall
ist die neue Dispersion nicht mehr von N abhédngig. Zu beachten ist aber, dass die
Transformation nur fiir Q > Q,,;, giiltig ist.

Nach diesem Schritt wurde eine unitire Drehung in den Triplett-Operatoren des
Licht-Materie-Anteils mittels pCUT in erster Ordnung vorgenommen. Dieser An-
teil wurde dazu als Observable angesehen. Unter Verwendung bereits bekannter
quantitativer Ergebnisse fiir die Quantenspinleiter ohne Licht konnte durch die
Betrachtung der Triplon- und Photonenzahl erhaltenden Terme die Auswirkung
von Jl /J= und g auf die 1QP-Liicke abgeschitzt werden.

Zuletzt wurde die unitdre Transformation der Observablen so gendhert, dass
quantitativ bekannte quadrierte spektrale Amplituden verwendet werden konn-
ten. Um die fithrenden Energiekorrekturen fiir einen k-Block zu untersuchen,
wurden hier nur die Triplonzahl erhaltenden Terme betrachtet und fiir diese ei-
ne weitere Bogoliubov-Transformation in den photonischen Operatoren durch-
gefiihrt. Da die Transformation fiir jeden Impuls unterschiedlich ist, erhalten die
neuen Licht-Operatoren effektiv eine k-Abhingigkeit. Uber die Auswahl der Pa-
rameter kann angesteuert werden, ob die Ein-Triplon-Anregungsenergien durch
die Licht-Materie-Wechselwirkung grofser oder kleiner werden.

Was die Drehung der Observablen anbelangt, wire es interessant, hohere Ord-
nungen mittels pCUT zu berechnen, was nur computergestiitzt zu leisten ist.

Als alternative analytische Vorgehensweise kann an [Unterabschnitt 4.3/ nach der

zweiten Bogoliubov-Transformation angekniipft werden, indem nach Losungen
gesucht wird, wie man die Triplonzahl verdndernden Terme behandeln konnte.
Weitere Erkenntnisse versprache auch die Untersuchung starkerer Licht-Materie-
Wechselwirkungen. Dazu miissten in der lichtabhdngigen Kopplungskonstan-
te \7<rs>(€ﬂ, a) des Heisenberg-Modells aus [3] Terme hoherer Ordnung in g be-
riicksichtigt werden. In dieser Arbeit enthielt schon der anfiangliche Hamiltonian
Naherungen fiir kleine g in den Konstanten ¢/l. Aulerdem ist noch offen, ob
sich fiir das Hubbard-Modell, also fiir den Ausgangspunkt des hier betrachteten
Heisenberg-Modells, eine superradiant phase ergeben kann in Bereichen, in denen
die Physik hier nicht mehr sinnvoll beschrieben werden konnte. Zudem wurde
in dem in dieser Arbeit untersuchten Modell nur eine Quanten-Licht-Mode be-
handelt. Die Betrachtung mehrerer k-abhdngiger Moden steht also noch aus und
verspricht weitere interessante Physik.
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A Anhang: Meanfield-Approximation

A.1 Lichtim kohirenten Zustand

Wir setzen an, indem wir einen kohiirenten Zustand des Lichts |«) wie in [10] an-
nehmen, fiir den gilt

ala) = ala) mit o« 1= aV'N (A1)

Der Ansatz fiir die Meanfield-Rechnung ¢ = (a) + da und a' = (a) + da' ergibt
eingesetzt in den Hamiltonian fiir reskalierte g, wenn Terme der Ordnung /v~
vernachlassigt werden,

H~H, + (;12(02L + 2c§) Z <§17,,§27,, — %)

v o , (A.2)
+ @2(02 + QCQ) Z <S17V817V+1 + 527,/527%;,_1 — 5) + NQ&Q s

v

wobei H; der Anteil aus |Gleichung 3.20|ist, der keine Photon-Operatoren bein-

haltet, und die ¢/l nicht von N abhingen. Fiir einen Grundzustand der Form
lg) = |0) ® |a), also dem Produktzustand aus reinem Singulett-Zustand und ko-
hidrentem Zustand, ergibt sich der Energieerwartungswert

5 & 5
(9l H1g) ~ (gl Hilg) +a*(Q— 2t = 2 = 2t — ) (A3)

Wie man erkennen kann, erhilt man fiir den kohdrenten Zustand eine endliche
Photonendichte.
Wenn der Term in der Klammer aus |Gleichung A.3|negativ wiirde, wéire der Ha-

miltonian nicht mehr nach unten beschrankt, was zu der Bedingung

Q> (209 +5¢y) + %(20& +5¢7) (A.4)

NI

fithrt, die eine sehr starke Ahnlichkeit mit |G1eichung 4.9| aufweist.

Entsprechend erhilt man bei Betrachtung eines Dimers

5 b
(91 l9) = (gl Ha lg) + (2= St = 5e5)
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A.2 Lichtim squeezed (coherent) state

Analog zur letzten Berechnung kann man vorgehen fiir die Annahme, dass sich
das Licht in einem squeezed coherent state befindet. Fiir diesen gilt:

(@) = a® — e sinh(r) cosh(r) = a? + =+
. 4 (A.5)
(a'a ) = o® 4 sinh?(r) =~ o® + ZGQT’
Damit ergibt sich fiir reskaliertes g
1 ) 1 1 ) 1
(H) ~ (H1)+ <a2 + Z—Le%) [Q - ZCQL - 50!] +2 <a2 + 4—162” COS(@)) [— chL — écg} (A.6)

Fiir o = 0 erhélt man die Energie fiir den squeezed state. Diese ist pro Dimer zu-
sammen mit der Grundzustandsenergie aus der Bogoliubov-Transformation (Un-|
terabschnitt 4.1) und der des kohdrenten Zustands in [Abbildung 22| dargestellt
fiir den Fall einer endlichen Photonendichte. Der squeezed state liegt fiir w < 1

zwischen dem kohédrenten und dem Bogoliubov-Zustand.

20 1

coherent state

4
~ squeezed state
w101
—— Bogo
5.
O.
OTO Oil 0;2 0.3 0.4 0.5

g

Abbildung 22: Grundzustandsenergie pro Dimer fiir den Bogoliubov-
Grundzustand (Bogo), den coherent und den squeezed state. Die Kurven fiir
coherent und squeezed state wurden fiir die gleiche Photonendichte dargestellt.
6 wurde so gewdhlt, dass die Energie minimal ist (hier § = ).
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B Anhang: pCUT der Observable in erster Ordnung

In [Unterabschnitt 4.2l werden die Triplett-Operatoren in eine geeignetere Basis

transformiert. Die erste Ordnung der unitdren Drehung der Observablen ldsst sich
dabei aus den Kommutatoren [75, O] und [T_,, O] berechnen. Fiir [T5, O] ergeben
sich die normal-geordneten Terme

[TQ’ ] -

\/_< <c§a*a +ey(ata’ +aa ))[2Z(tytl,ﬂ) }

14

|
+ l(g ta tel(atat +aa ))[Z(myﬂ)s . 1—thﬂtwﬂ)

Cl .

201

- Z au+2(tl/+1t )S =0 T (tl/+2t1/+1)5 Ota u)ta vl t g ZVS 0 tzT/tqul)

v,

1 A A o N
+2 Z < - ﬁV(S:% (ﬂFsztll,thL,util,v + ﬂm,uﬂu,uﬂﬂu,wztil,uw)

1 . . SR
+ m‘/(SZQ) (ﬂ),l/—i—Z (t(-g,u-&-lﬂl:lw + tiﬁ:l,u—i—lﬂ),u)til#

ﬂm 1/+2(t0 zx+1t:|:1 v T tj:l u+1t$,u)t0,u

+ t:Fl V(til,u+1t0,y+2 + tO,V+1ti1,1/+2)t0,l’+2

o o r n
- to V(tzl:l u+1t0,u+2 + to,u+1tl1,u+2)til,u+2)

1 ~ ~ . P
+ _<2t0 1/+2(2f(r),u+1£g,y + t-{,lj—&—ltT—Ly + tT—l,V—l—lt-{,V)tO,V

6v/3
— it 1 u+2(2£g 1/+1£g),y + ﬂ,uﬂﬂl,y + 7i1,u+1ﬂ,u)£—l,u

tl u+2(2t0 I/+1t071/ + ﬂ,uﬂﬁ—l,u + tAT—l,V—Hﬂ,V)tALV
+ 2to 1/(2t0 u+1t 0,042 + ﬂ y-i-ltA1L 1,042 + tAT 1 u+1ﬂ u+2) A07V+2
— i V(Qto u+1t(T) pio T 10 u+1t Lu+2 T i u+1t1 2t 1o
- fr e 1/+1£:r] vi2 T t1,u+1ti1,u+2 + tfl,u+1t1,u+2)£1,l/+2)

1 - - N
+ mv(szl) (to,u+2<tl1,ut(§,u+1 - ﬁ),uﬂtl,u+1)ti1,l/

+ t:Fl v+2 (titl,l/t(g,u—&-l - tg),l/tT:I:l,I/—i-l)tO,V
thl y(til I/tg) v+2 ﬁ),utll,quQ)tO,V-i-?
/\T /\T ~
- t (til I/tD 2 tO,util,V+2)ti1,V+2)

+ ...
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-+ _VS 1)( - ﬂ,u+2<ﬂ,u£*1#+1 - ﬂl,u{{,wfl){l,u

ot oot A n
+1 —1,v4+2 (tl l/t—l w41 —1 l,utl,y—i-l)t—LV
ot ot n
—t -1 u(tl 1/+1t 1,v+2 tfl,qultl,quQ)t—LV-i-Q

+ tl,l/<t1,u+1t—1,u+2 - tT—l,V—I—ltJ{ u+2)tl,u+2)

1 N .
+ —=Vis=0) (tg),u-l-Q(tA](L)J/-i-lt + 1] u+1t~{ vt ﬁ—l,uﬂﬁ—Lu)tO,u

3v/3
+1 u+2(t(T) 1/+1£E[) L+ s tl v T i u+1£ L)ty
+ t —1,v4+2 (to 1/+1t0 v T tl u+1ﬁ,u + t—l,u+1t—1,u>t—1,u)
+ 1 (fo y+2to vi1 T t17y+2t1,u+1 + 5117u+2ﬂ1,u+1)£0,u+2
+ t (t(T) y+2to ve1 T ﬂ,u—i—Qﬂ,u—i—l + ET—LV—FQtAT—l,V-i-l)tALV‘FQ
+ ﬂl,u(to,u+2t0,u+l + ﬂ,wzﬂ,uﬂ + ﬂl,u+2ﬂ1,u+l)£fl,l/+2)i|

o (chata + (@ +aa) )V (1= Y luhan) (1= Y fhiown)
1

v « e}

I .
+3 ;(tLV%H +he) (1 - zﬁ: i itsi)

Z L) s=o(Eutys) s=0 — Z(flfl+1)so(fui1fu+1i1)s0})

14

Die Berechnung von [T_,, O] erfolgte analog.
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