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Zusammenfassung

Seit der Entdeckung vor Quasikristallen vor {iber 30 Jahren sind noch viele Fragen
ungeklart. Ein groes Mysterium stellen dabei die Mechanismen dar, welche das
Wachstum der quasiperiodischen Struktur verursachen. Die experimentelle Be-
obachtung eines mehrkomponentigen Quasikristalls ldsst darauf schlief3en, dass
die Moglichkeit zur Reparatur via Phasonenflips gegeben sein muss, damit ein
fehlerfreier Quasikristall entsteht. Mit der Beobachtung der ersten simulierten
einkomponentigen Quasikristalle eroéffnet sich die Frage, ob dies auch fiir deren
Wachstum essenziell ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Computerprogramm entwickelt, mit dessen
Hilfe das Wachstum von einkomponentigen Quasikristallen auf atomarer Ebene
ohne Phasonenflips simuliert werden soll. Dabei wurde eine spezielle Form der
yimportance sampling“-Monte-Carlo-Methode, der Metropolisalgorithmus, ver-
wendet, mit dessen Hilfe {iber die Besetzung einzelner Gitterpositionen entschie-
den wird. Ausschlaggebend dafiir ist die Energiedifferenz des Systems, welche
die Positionierung eines Teilchens an jener Stelle mit sich bringt.

Um das Programm zu testen, wurden verschiedene periodische Gitter mit je-
weils unterschiedlichen Temperaturen unter Verwendung eines Lennard-Jones-
Potentials simuliert. Da hierbei ein physikalisch richtiges Wachstum beobach-
tet werden konnte, wurden im néchsten Schritt die Gittervektoren eines reguli-
ren Ikosaeders als Wachstumsrichtungen und ein oszillierendes Paarpotential fiir
die Energieberechnung vorgegeben. Die so generierten Strukturen zeigten zwar
ebenfalls das richtige Wachstumsverhalten beziiglich der Temperatur, allerdings
ist das Wachstum durch die verwendeten Gittervektoren stark limitiert. Durch
die gewonnenen Daten ist somit noch keine grundlegende Analyse des Wachs-
tums eines einkomponentigen Quasikristalls moglich, doch bietet die Simulation
ausreichend Verbesserungspotential, um den Ansatz weiterhin zu verfolgen.
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Einleitung

1 Einleitung

Vor der Entdeckung der Quasikristalle schrieb man allen Kristallen eine besondere
Eigenschaft zu, ndmlich die Periodizitédt in allen drei Dimensionen: die Atome und
Molekiile eines Kristalls sind so angeordnet, dass dieselbe Struktur, die sogenannte
Einheitszelle, wiederholt auftritt. Im Jahr 1984 berichteten D. Shechtman et al. von
der Existenz metallischer Festkorper, die neben zweifacher und dreifacher auch eine
fiinffache Rotationssymmetrie aufweisen und damit der ikosaedrischen Punktgruppe
angehoren [13]. Letzteres wurde bis dahin in noch keinem Kristall vorgefunden und
bedeutet, dass das Gitter des Kristalls nicht translationsinvariant und somit nicht peri-
odisch ist. Dennoch wiesen die betrachteten Feststoffe eine langreichweitige Ordnung
auf. Bei den beobachteten metallischen Festkorpern handelte es sich um rasch abge-
kiihltes Aluminium mit einem zehn- bis vierzehnprozentigen Anteil an Magnesium,
Eisen oder Chrom. Die Entdeckung dieser Feststoffe, die seitdem als Quasikristalle
bekannt sind, veranlasste die Internationale Kristallographische Union (IUCr) ihre De-
finition eines Kristalls, welche bisher die Periodizitat als ausschlaggebende Eigenschaft
beinhaltete, folgendermal3en zu dndern:

,A material is a crystal if it has essentially a sharp diffraction pattern.“ [5]

Seitdem wurden weitere Legierungen gefunden, die bei einer raschen Abkiihlung die
Charakteristik eines Quasikristalls aufweisen. Allerdings konnte man bisher nur einen
natiirlich vorkommenden Feststoff der Kategorie der Quasikristalle zuordnen. Dabei
handelt es sich um das Mineral Ikosaedrit, das aus den drei Elementen Aluminium,
Kupfer und Eisen besteht und in Russland gefunden wurde [2]. Bei allen bisher ent-
deckten Quasikristallen handelt es sich um Legierungen, d. h. sie bestehen aus min-
destens zwei, im Regelfall drei Elementen.

Viele Fragen beziiglich der Quasikristalle bleiben bis heute offen. Ungeklart ist un-
ter anderem ob Quasikristalle beziiglich ihrer Energie oder ihrer Entropie stabilisiert
werden. Eine Stabilisierung durch die Energie hétte zur Folge, dass ein quasiperiodi-
scher Grundzustand existieren wiirde. Bei einer Stabilisierung durch die Entropie wa-
re dies nicht der Fall. Die Quasikristallstruktur wiirde in diesem Fall nur bei hohen
Temperaturen auftreten [14]. Die Grundlage fiir die Stabilisierung ist auch eng mit
dem Wachstum des Quasikristalls verkniipft. Bei einer energetisch bedingten Stabili-
sierung konnte das Wachstum des Quasikristalls eine perfekte Anordnung verhindern
und somit Phasonenstorungen bewirken. Im Gegenzug kann das Wachstum des Qua-
sikristalls elementar wichtig fiir eine Stabilitat beziiglich der Entropie sein [6]. Nagao
et al. konnten experimentell das Wachstum eines Al-Ni-Co-Quasikristalls beobachten
und stellten dabei fest, dass wahrend des Wachstumsprozesses kontinuierlich Fehl-
stellen geheilt wurden. Auf Grund dieser Beobachtung schlussfolgerten sie, dass die
Reparatur durch Phasonenflips, und nicht lokale Wachstumsregeln, ausschlaggebend
fiir eine perfekte Quasikristallstruktur ist [10].

Um das Wachstum eines Kristalls zu untersuchen greift man haufig auf Simulationen
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zurlick. Diese verwenden grundsatzlich die Monte-Carlo-Methode, da sich Simulatio-
nen basierend auf der molekularen Dynamik als ungeeignet erwiesen haben [7]. Die
Modelle, welche der Simulationen des Wachstums von Quasikristallen zugrundelie-
gend, basieren grundsatzlich auf Kacheln oder auf Clustern [14].

Auch durch die erste Beobachtung eines ikosaedrischen einkomponentigen Quasikris-
talls in einer Simulation durch Engel et al. [3] er6ffneten sich weitere Frage. Darunter
fallt unter anderem auch ob die bisherigen Erkenntnisse {iber mehrkomponentige Qua-
sikristalle auch fiir einkomponentige gelten.

Ziel dieser Arbeit ist es daher ein Werkzeug zur Simulation von einkomponentigen
Quasikristallen zu erstellen. Das zugrundeliegende Modell basiert hierbei nicht auf
Kacheln oder auf Cluster. Vielmehr sollen die einzelnen Atome mit Hilfe einer spe-
ziell angepassten Form der Monte-Carlo-Methode auf fest vorgegebenen Gitterplatze
platziert werden. Bei dem hierfiir verwendeten Potential soll es sich um das Potential
handeln, mit dem es Engel et al. gelang, einen einkomponentigen Quasikristall zu si-
mulieren. Dabei wird auf eine mogliche Dynamik der Teilchen verzichtet, sodass eine
Heilung durch Phasonenflips nicht moglich ist. Die so simulierten Substrate konnen
Aufschluss iiber die Bedeutung der Reparatur bei der Formierung quasiperiodischer
einkomponentiger Systeme geben. Auflerdem wire es damit moglich festzustellen,
ob eine quasiperiodische Grundstruktur existiert, d. h. ob die Stabilisierung iiber die
Energie erfolgt.
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2 Hintergrund

2.1 Der Quasikristall

Um die Struktur eines Kristalls zu analysieren, wird das Beugungsmuster, das meistens
mit der Hilfe von Rontgenstrahlen gewonnen wird, herangezogen. Dieses besteht aus
den Maxima der Intensitédtsverteilung der gebeugten Strahlen. Diese sind ebenfalls
in einem Gitter, dem sogenannten reziproken Gitter, angeordnet, welches durch eine
Fouriertransformation der Paarkorrelationsfunktion des Kristallgitters, das durch die
Anordnung der Teilchen bestimmt wird, gewonnen werden kann. Die Berechnungen
in diesem Abschnitt folgen der Argumentation von Suck et al. [16].

Die Positionen der Maxima kann mit den drei Basisvektoren, die das reziproke Git-
ter aufspannen, beschrieben werden:

k= Zsjhia;f, h €Z
i=1

Quasikristalle besitzen im Gegensatz zu einem gewohnlichen Kristall keine transla-
tionsinvarianz. Allerdings weisen sie ebenfalls Beugunsmaxima im Beugungsmuster
auf, deren Positionen allerdings mit mehr als drei Vektoren beschrieben werden miis-
sen (s. Abb. 1). Somit gilt fiir Kristalle allgemein:

k=) hal, heZ (1)
i=1

Ist n > 3, so liegt keine Periodizitdt im Kristallgitter vor und man spricht von Quasi-

periodizitat.

In einem Kristall gelten fiir periodische Eigenschaften wie der Teilchendichte p(x)
p(x)=p(x—a)

fiir jeden beliebigen Vektor a = n,a; + n,a, + nya; mit den Basisvektoren des Gitters
a; und n; € Z. Es liegt dann Raumgruppensymmetrie vor und es existieren euklidische
Transformationen {R|t} sodass

p(x)=pR"(x —1t)).
Fiir die Fouriertransformation gilt somit
p(k) = exp(—ikt)p (Rk). @

Erfiillt eine euklidische Transformation des Gitters diese Bedingung, so gehort sie zur
Raumgruppe des Systems.
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Abbildung 1: Das Beugungsmuster eines hP2-Kristals (links) besitzt im Vergleich zu dem eines
Quasikristalls mit ikosaedrischer Symmetrie (rechts) eine periodische Struktur. Bilder aus [3]

Bei einem Quasikristall sind Eigenschaften nicht durch periodische, sondern durch
quasiperiodische Funktionen gegeben. Eine Funktion ist quasiperiodisch, wenn fiir je-
des beliebige € > 0 eine Translation t existiert, sodass

lf(x)—f(x—t)<eVxeR

gilt. Wird eine periodische Funktion in n Dimensionen auf einen Unterraum beschrénkt,

so ist sie in diesem Unterraum quasiperiodisch. Die Vektoren a} aus (1) konnen als Pro-
jektion von n linear unabhéngigen Vektoren betrachtet werden, welche ein n-dimensionales
reziprokes Gitter aufspannen. Der Gittervektor k, dieses Gitters ist folglich durch eine
Projektion 7tk = k gegeben. Fiir eine quasiperiodische Funktion f (x) mit deren Fou-
riertransformation f (k) existiert somit eine gitterperiodische Funktion f,(x). Diese ist
gegeben durch

fix) =D f (k) exp(ik x,),
kg

deren Beschrankung auf drei Dimensionen f(x) entspricht. Fiir das n-dimensionale
reziproke Gitter existiert ein zugehoriges n-dimensionales Gitter, dessen Punkte auf
die Punkte des dreidimensionalen Raums projiziert werden kénnen. Folglich kann der
Quasikristall auf einen n-dimensionalen Raum projiziert werden und entspricht dort
einem periodischen Gitter.

Diese Eigenschaft lasst sich fiir die Analyse der Raumsymmetrie eines Quasikristalls

nutzen. Sei {R;|t,} ein Element der Raumgruppe im n-dimensionalen Raum, dann
lasst es die eingebettete Funktion f (x) invariant und es gilt

f (k) = exp(ik,t,)f (Rk).
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Die Komponenten von k; lassen sich in physikalische und interne Komponenten k,
und k; aufteilen, sodass sich als Bedingung der Raumsymmetrie fiir eine quasiperi-
odischen Funktion

f (k) = exp(ik,t,) exp(ikpt ) f (Rk) (3)

ergibt. Der Term exp(ik;t;) kann als eine zusitzliche interne Symmetrie interpretiert
werden [16].

Einige Quasikristalle in drei Raumdimensionen weisen die Symmetrie eines Ikosa-
eders auf. Dieser hat sechs 5-fache, zehn 3-fache und fiinfzehn 2-fache Drehachsen,
fliinfzehn Symmetrieebenen und ist zentralsymmetrisch. Die niedrigste Dimension, die
der Raum besitzen muss, damit diese Quasikristalle darin projiziert werden konnen,
ist sechs [15].

2.2 Kristallwachstum

Die Art und Weise, mit der ein Kristall wéchst, d&ndert sich mit der Temperatur des Sys-
tems. Befindet sich das System nahe des thermischen Gleichgewichts, so erfolgt das
Wachstum eines Kristalls bei einer niedrigen Temperatur Schicht fiir Schicht (Frank-
van der Merwe-Wachstum). Das bedeutet, dass Gitterpositionen auf der nachsten Schicht
erst besetzt werden, wenn die vorherige Schicht vollstandig befiillt ist. Im Kontrast da-
zu erwartet man bei einer hoheren Temperatur das gleichzeitige Wachstum in mehre-
ren Schichten (Volmer-Weber-Wachstum). Der Ubergang zwischen diesen beiden Ar-
ten des Wachstums erfolgt bei einer bestimmten Temperatur T und wird im engli-
schen als ,roughening transition“ bezeichnet. Bis zu dieser Temperatur ist die Ober-
flache des Kristalls atomar glatt. Liegt die Temperatur allerdings iiber Ty, so wird die
atomare Oberflache zunehmend rauer. Zusitzlich zu diesen beiden Wachstumsmodi
existiert noch ein dritter Modus, der zwischen diesen beiden liegt, ndmlich der soge-
nannte Stranski-Krastanov-Wachstumsmodus. Bei diesem Wachstum erfolgt die Beset-
zung zundchst Schicht fiir Schicht, wechselt dann aber zum Volmer-Weber-Wachstum,
sodass mehrere Schichten gleichzeitig besetzt werden (s. Abb. 2) [7].

(@) oot

BoBooBBe B33

(B8 L)
QG300

Abbildung 2: Wachstumodi: (a) Frank-van der Merwe, (b) Volmer-Weber, (c) Stranski-
Krastanov. Grafik aus [7]
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2.3 Bindungsenergie und Potentiale

Die Bindungsenergie eines Kristalls ist definiert als die Energie, die aufgebracht wer-
den muss, um den Kristall in seine einzelnen Bestandteile zu zerlegen. Sie wird mit
Hilfe des Potentials berechnet, das fiir die Wechselwirkung der Teilchen untereinan-
der verantwortlich ist. Diese unterscheidet sich je nach Art der Bindung. Die einfachs-
te Form der Wechselwirkung erfolgt aufgrund der Van-der-Waals-Kraft, die bei Edel-
gasatomen auftritt. Verursacht wird sie durch Dipole innerhalb der Atome, die auf-
grund einer Verschiebung der Elektronenwolke relativ zum Kern entstehen und dafiir
verantwortlich sind, dass sich die Teilchen gegenseitig anziehen. Allerdings konnen
sich die Atome nicht beliebig nahekommen. Die Wellenfunktionen der Elektronen auf
den dulBeren Schalen der Atome iiberlappen sich bei einem kurzen Abstand zueinan-
der, das Pauli-Prinzip verbietet allerdings, dass zwei Elektronen denselben Zustands
besetzen konnen, womit sie nicht in allen Quantenzahlen iibereinstimmen konnen.
Die Elektronen miissen deshalb auf hohere Energieniveaus ausweichen wodurch sich
die Gesamtenergie des Kristalls erhoht. Dies spiegelt sich in einer starken Abstof$ung
der Atome wieder [4].

Zur Berechnung der Bindungsenergie einer Van-der-Walls-Bindung verwendet man
das Lennard-Jones-Potential [4]

Es besteht aus einem anziehenden Teil o< r~° fiir die elektrische Anziehungskraft und
einem abstoRRen Teil o< r~!2 fiir die abstoende Kraft aufgrund des Pauli-Prinzips. Das
Lennard-Jones-Potential kann in die Form

vor=se((2)"-(2))

uberfiihrt werden. Der Parameter o ist die Position der Nullstelle des Potentials, wéah-
rend der Parameter € die Tiefe des Minimums bestimmt (s. Abb. 3). Selbiges liegt bei
ro = 250. Die Werte der Parameter unterscheiden sich je nach Element [4].
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Abbildung 3: Lennard-Jones-Potential

Bei Metallen und Legierungen sind die Elektronen im Kristall delokalisiert, was zu ei-
ner ungerichteten Bindung im Kristall fithrt [4]. Aufgrund dessen unterscheidet sich
das Wechselwirkungspotential fiir diese Bindung deutlich vom Lennard-Jones-Potential.
Um das Paarpotential von Legierungen zu bestimmen, verwendeten Milhalkovi¢ et al.
ein oszillierendes Paarpotential als Ansatz, das sich schon bei Metallen bewahrt hatte

[9]:
V(r)= i+ﬁcos(kr+q>) (5)
rm 2

Der Anteil o< r%z cos(kr + ¢) ist dabei auf die Friedel-Oszillation zuriickzufiihren, die
Auftritt, sobald Stérungen in der Elektronendichte existieren [11].

Engel et al. konnten in einer Simulation ein selbstorganisiertes Wachstum eines ein-
komponentigen Quasikristalls mit ikosaedrischer Symmetrie beobachten. Hierfiir ver-

wendeten sie eine abgewandelte Form des oszillierendes Paarpotentials und beschrank-
ten es auf die ersten drei Potentialtopfe (3w-OPB s. Abb. 4)[3]:

V(r)= %+%cos(k(r—1.25)—q5) (6)
r r

Fiir beide Potentiale ist die Bindungsenergie des Kristalls bzw. Quasikristalls gegeben

durch .
Ep=> > V(Ixp—x,), )

m n,n#m

wobei x, die Position des n-ten Teilchens ist [4].

7



Hintergrund

Abbildung 4: Oszillierende Paarpotential mit den Parametern k = 8.5 und ¢ = 0.47, welches
von Engel et al. verwendet wurde. Das Potential wurde so angepasst, dass es bei r,,,, eine
Nullstelle hat.

2.4 Monte-Carlo-Simulation

Um ein statisches System von miteinander wechselwirkenden Teilchen, wie es bei ei-
nem Kristall der Fall ist, zu beschreiben, kann die statistische Physik herangezogen
werden. Im Rahmen dieser werden nicht die mikroskopischen GroRen des Systems,
sondern die makroskopischen Grofden betrachtet. Charakterisieren diese einen ther-
modynamischen Gleichgewichtszustand nennt man sie Zustandsgro8en [12]. Die Her-
leitung der Monte-Carlo-Methode in diesem Abschnitt richtet sich nach der Darstel-
lung von Binder et al. [1].

Im Standardfall werden mit der Monte-Carlo-Simulation Systeme betrachtet, die eine
feste Teilchenanzahl besitzen. Eine einzelne der vielen méglichen Anordnung dieser
Teilchen bezeichnet man als eine Konfiguration des Systems. Diese Konfigurationen
besitzen unterschiedliche Energien, d. h. die Hamilton-Funktion 5 dieser Anordnung
fluktuiert um einen Mittelwert (5#). Systeme mit dieser Eigenschaft bezeichnet mal
als kanonisches Ensemble. Der Mittelwert einer beliebigen makroskopischen Grof3e ist
im kanonischen Ensemble gegeben durch

(A(x)) = f dxp(x)A(x).

Dabei ist x der Vektor aus dem Phasenraum, der alle Freiheitsgrade enthalt, und somit
fiir eine mogliche Konfiguration des Systems steht. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

p(x) ist gegeben durch
b (X))

kyT

p(x) = %eXp (—

8
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mit der Zustandssumme

1 H(x)
Z = h3NN!de exp(— KT )

Hier ist h das Plancksche Wirkungsquantum, N die Anzahl der ununterscheidbaren
Teilchen, k; die Boltzmann-Konstante und T die Temperatur.

Der Mittelwert der Observable ist damit gegeben durch

(A(x)) = ; h313N' f dx exp (—fB(;))A(x). (8)

Der Grundgedanke der Monte-Carlo-Methode ist es, nicht den kompletten Phasen-
raum zu betrachten, sondern nur eine ausgewéhlte Menge an Konfigurationen {x,
Xg, ..., X }. Das Integral in der Zustandssumme Z wird durch eine Aufsummierung
einer endlichen Anzahl an Konfigurationen ersetzt. Dadurch wird der Mittelwert zu

% exp (_‘%(x”))A(x )
Alx) = "= : (9)
Z exp(_‘;,i(;”))

n=1

Fiir M — oo muss diese Summe gegen (8) konvergieren. Die Methode, die durch (9)
beschrieben wird, bezeichnet man als ,,simple samplin“ Monte-Carlo-Methode [1].

Die Konfigurationen {x,, x,, ..., x,,} werden hierfiir per Zufall gewé&hlt. Diese Vor-
gehensweise hat sich allerdings gerade bei dicht gepackten Konfigurationen als pro-
blematisch erwiesen da mit grof3er Wahrscheinlichkeit ein Zustand gewahlt wird, bei
dem exp( ) mit der Gesamtenergie des Systems E bei dieser Konfiguration, sehr

gering ist [8]. Dies kann umgangen werden, indem die Auswahl der Konfigurationen
mit einer Wahrscheinlichkeit P(x,,) erfolgt. Daraus ergibt sich dann der Mittelwert

. Zexp( 2 ) Ax,)/P(x,)
Ax)=""

éex (=) /p(ac,)

Es bietet sich an, P(x,) o< exp (M) zu wahlen, da sich dann der Mittelwert der
Observable zu

A =2 D Ax,)
n=1

reduziert. Weiterhin konnen die Konfigurationen so gewéhlt werden, dass sie von-
einander abhéngig sind, d. h. die Konfiguration {x,_,} wird mit Hilfe der vorherigen

9
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Konfiguration {x,} generiert. Die so gewahlten Konfigurationen bilden dann eine so-
genannte Markov-Kette. Die Monte-Carlo-Methode mit diesem Ansatz nennt man ,,im-
portance sampling“-Monte-Carlo-Methode. Die Wahrscheinlichkeit, dass das System
von Zustand {x,} in Zustand {x,,,} {ibergeht, bezeichnet man als Ubergangswahr-
scheinlichkeit und muss so ausgewahlt werden, dass sich fiir M — oo die Auswahl-
wahrscheinlichkeit einer Konfiguration der kanonischen Verteilung im Gleichgewicht

annahert:
F(x,)
o)

Weiterhin soll die Wahrscheinlichkeit so gewédhlt werden, dass die Markov-Kette im
detaillierten Gleichgewicht ist. Dies ist der Fall, wenn der Ubergang des Systems vom
Zustand {x,} in den Zustand {x,,} reversibel beziiglich der Verteilung P;;(x, ) ist. Sei
q(x, — x,) die Ubergangswahrscheinlichkeit, dann kann das Prinzip des detaillierten
Gleichgewichts ausgedriickt werden durch

Px,) = Paolx) = 7 e

PGG(xn)q(xn - xm) = PGG(xm)q(xm - xn)

:>q(xn—>xm)_ex (_A%”)
o) P\ KT )

Daraus folgt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang von einer Konfiguration
in die andere von der Differenz A = #(x,,) — #(x,) abhédngt. Sie wird dadurch
allerdings nicht eindeutig festgelegt. Diese Methode, bei der die Auswahl der betrach-
ten Konfiguration gewichtet ist und dabei nur von der Energiedifferenz der beiden
Konfigurationen abhangt, nennt man Metropolisalgorithmus.

10
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3 Methode

Die Grundidee fiir die Simulation des Wachstums eines Kristalls bzw. Quasikristalls
ist, ausgehend von bereits vorhandenen Teilchen neue freie Positionen zu bestim-
men, {iber deren Besetzung dann mit Hilfe der ,importance sampling“-Monte-Carlo-
Methode entschieden wird. Als Startbedingung soll hierfiir ein einzelnes Teilchen am
Ursprung oder eine groRere Anzahl an Teilchen (z. B. eine zweidimensionale Schicht)
gewahlt werden konnen. Die Wachstumsrichtung soll durch vorgegebene Gittervekto-
ren bestimmt werden, von denen die Simulation nicht abweichen kann. Das Ergebnis
der Simulation soll dann eine Liste aller gesetzten Teilchen sein, die neben den Indi-
zes und Koordinaten auch die Indizes der direkten Nachbarn des Teilchens beinhaltet.
Das so simulierte Wachstum stellt dabei stets eine Approximation des tatsdchlichen
Wachstums dar.

Um das Wachstum zu simulieren soll der Algorithmus in jedem Schritt eine neue Po-
sition bestimmen, auf der ein neues Teilchen gesetzt wird. Hierfiir soll zunichst ein
einzelnes Teilchen aus den bisher gesetzten Teilchen ausgewahlt werden, von dem aus
sich dann in Kombination mit einem der vorgegeben Gittervektoren die neue Positi-
on fiir die Besetzung ergeben soll. Jede freie Position soll mit einer Besetzungswahr-
scheinlichkeit belegt werden, die unter Bertiicksichtigung der potentiellen Energie an
dieser Stelle und der Temperatur des Systems berechnet werden soll. Im Gegensatz zu
anderen Monte-Carlo-Methoden soll allerdings nicht erst eine zuféllige Position aus-
gewahlt werden, iiber deren Besetzung dann mit Hilfe des Algorithmus entschieden
wird. Vielmehr soll bereits die Auswahl der néchsten Position mit dem Monte-Carlo-
Algorithmus durchgefiihrt und anschliel3end besetzt werden, ohne iiber die Besetzung
erneut zu entscheiden. Es wiirden somit keine Fehlversuche bei der Besetzung einer
Position auftreten, wodurch sich die Laufzeit verbessert. Diese spezielle Form des Me-
tropolisalgorithmus nennt man auch BKL-Algorithmus nach seinen Entwicklern A.B.
Bortz, M.H. Kalos und J.L. Lebowitz [ 7].

3.1 Umsetzung der ,importance sampling“- Monte-Carlo-Methode

Fiir die Simulation wird angenommen, dass das System statisch ist und die Teilchen
somit keine kinetische Energie besitzen. Die Hamilton-Funktion des Systems reduziert
sich somit auf

H(x)=V(x)

Wie zuvor bereits erwédhnt, ist die Energie des Kristalls und des Quasikristalls durch
die Summierung der potentiellen Energien der einzelnen Teilchen gegeben (siehe (7)).
Nachdem die Teilchen einmal gesetzt wurden, verbleiben sie auf dieser Position, so-
dass sich ihr Beitrag zur gesamten Energie des Kristalls nicht mehr dndert. Die Energie-
differenz, die beim Ubergang zwischen zwei Konfigurationen entsteht, ist damit durch
die potentielle Energie des Teilchens an der neu besetzten Position gegeben. Die Uber-
gangswahrscheinlichkeit zwischen zwei Konfigurationen kann daher mit einer Beset-
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zungswahrscheinlichkeit fiir eine freie Position gleichgesetzt werden. Als Ausdruck der
Besetzungswahrscheinlichkeit fiir eine freie Position g(x) wurde

2.V xy —x|)

_-m 00000000 10
q(x) o< exp T (10)

gewahlt, wobei x,, die Positionen der bisher gesetzten Teilchen sind. Somit ist die Ent-
scheidung iiber die Besetzung der Position nur von der Energiedifferenz der beiden
Konfigurationen abhéngig, sodass es sich bei dem hier verwendeten Algorithmus um
einen Metropolisalgorithmus handelt. Die Besetzungswahrscheinlichkeit einer einzel-
nen Position ergibt sich durch die Division mit einem Normierungsfaktor 7. Dabei ist
T die Summe aller Besetzungswahrscheinlichkeiten der freien Position des Kristalls.

3.2 Klassenstruktur

Als Programmiersprache fiir die Simulation wurde C++ ausgewahlt. Diese ist objek-
torientiert und ermoglicht so eine leichte Umsetzung der gewiinschten Struktur fiir
das Gitters, des Kristalls und der Teilchen. Es wurden drei Klasse definiert: ,lattice®,
scrystal“ und ,,atom“. Ein Objekt der Klasse , lattice” beinhaltet alle Gittervektoren, die
ausgehend von einem Teilchen im Prinzip zu erreichen sind. Wird ein neues Objekt
der Klasse ,,atom“ erstellt, werden nicht nur der Index und die dreidimensionalen Ko-
ordinaten abgespeichert, sondern auch eine Liste iiber dessen moglichen Nachbarn
angelegt. In dieser Nachbarliste werden die Indizes der direkten Nachbarn und, falls
es dort noch kein Nachbarteilchen gibt, die Wahrscheinlichkeit fiir deren Besetzung
gespeichert. Dabei ist auch die Position, an der diese Informationen gespeichert wer-
den, entscheidend, denn sie korrespondiert direkt mit der Liste der Gittervektoren.
Wird beispielsweise der Index eines Nachbars an i-ter Stelle gespeichert, so befindet
sich das Nachbarteilchen an der Stelle, die sich aus der Position des Teilchens und
des i-ten Gittervektors ergibt. Ein weiteres Attribut eines Teilchens ist die Gesamt-
besetzungswahrscheinlichkeit 7, seiner freien Positionen, die fiir die Auswahl neuer
Position von Bedeutung ist. Alle einzelnen Teilchen werden in einem Objekt der Klasse
scrystal“ gespeichert, die neben verschiedenen Klassenmethoden auch eine Liste aller
gesetzten Teilchen enthélt. Diese Teilchenliste stellt dann das gewtiinschte Ergebnis
dar, das anschliel3end in der Konsole angezeigt oder als Textdatei gespeichert werden
kann.

Fiir die Simulation des Wachstums von Kristallen wird das Lennard-Jones-Potential
(4) mit den Parameter € und o verwendet. Um das Wachstum des Quasikristalls zu
simulieren wird, hingegen das oszillierende Paarpotential (6) benutzt. Fiir die Para-
meter dieses Potentials, k und ¢, wurden Werte gewahlt, fiir die Engel et al. in der
Lage waren, Formierungen von Quasikristallen zu beobachten [3].

Zu Beginn der Simulation werden die Parameter aus einer Textdatei eingelesen und
ebenfalls im Objekt der Klasse ,crystal“ abgelegt. Als weitere Parameter kann neben
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einem Skalierungsfaktor fiir die Gittervektoren auch ein Radius fiir die Teilchen fest-
gelegt werden, innerhalb dessen sich kein weiteres Teilchen befinden darf. Die Simula-
tion behandelt diesen Bereich somit als ware das Potential an diesen Stellen unendlich
grol3, sodass das Teilchen fiir diesen Bereich als harte Kugel angesehen werden kann.
Dabei wird dieser Radius stets so gewahlt, dass er maximal halb so grof3 ist, wie die Di-
stanz zweier direkter Nachbarn, damit die Positionierung weiterer Teilchen iiberhaupt
moglich ist.

3.3 Positionsfindung

Um eine freie Position zu bestimmen, wird zunéchst ein Teilchen aus der Teilchenliste
ausgewahlt, dessen direkter Nachbar das neue Teilchen werden soll. Hierfiir wird eine
zuféllige Zahl zwischen Null und Eins gezogen. AnschlieBend wird die Gesamtbeset-
zungswahrscheinlichkeit der einzelnen Teilchen 7, durch die Gesamtbesetzungswahr-
scheinlichkeit des Kristalls 7 dividiert und aufsummiert. Es wird dann das Teilchen
ausgewahlt, dessen Beitrag dafiir verantwortlich ist, dass der Wert der Summe den
Wert der zufilligen Zahl iibersteigt. Um die Richtung ausgehend von diesem Teilchen
zu bestimmen, wird erneut eine Zufallszahl zwischen Null und Eins bestimmt. Dies-
mal werden die Besetzungswahrscheinlichkeiten q der einzelnen Richtungen, in denen
sich noch kein Teilchen befindet, durch die Gesamtbesetzungswahrscheinlichkeit des
Teilchens 7, normiert und aufsummiert, bis der Wert der zufélligen Zahl iiberschritten
wird. Die so ermittelte freie Position ergibt sich dann aus der Summe der Position des
ausgewahlten Teilchens und des Gittervektors der ausgewéahlten Richtung.

3.4 Programmablauf der Teilchenpositionierung

Fiir die ermittelte freie Position wird ein neues Teilchen angelegt. Dem Teilchen wird
die freie Position als Koordinaten iibergeben und es wird eine Liste fiir dessen Nach-
barn erstellt. Um festzustellen, ob die neuen moglichen Positionen, die sich aus der
Position des neuen Teilchens und der einzelnen Gittervektoren zusammensetzen, be-
reits besetzt oder frei sind bzw. iberhaupt besetzt werden konnen, werden sie mit der
Teilchenliste abgeglichen.

Die hierfiir erforderlichen Vergleiche wiirden mit zunehmenden Wachstum des Kris-
talls eine enorm groRe Laufzeit beanspruchen. Aus diesem Grund wird eine temporére
Liste aller Teilchen erstellt, die sich in der Nidhe der Position des neuen Teilchens befin-
den. Die Abgleiche erfolgen dann nur mit Teilchen aus dieser temporéaren Liste, sodass
die Berechnungsdauer deutlich reduziert wird.

Entspricht eine der neuen moglichen Positionen den Koordinaten eines anderen be-
reits gesetzten Teilchens, so wird an der entsprechenden Stelle der Nachbarliste der
Index des Teilchens gespeichert. Der Verweis auf das neue Teilchen wird dabei eben-
falls beim Nachbarteilchen abgelegt, sodass beide Teilchen einen Querverweis auf das
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jeweils andere besitzen. Ist die Position allerdings frei, so muss die Wahrscheinlich-
keit fiir deren Besetzung g (siehe Gleichung (10)) ermittelt und als negative Zahl
abgespeichert werden. Fiir Positionen, die nicht mehr zugénglich sind, wird eine Null
abgelegt, sodass diese Positionen nicht in die Positionsfindung miteinbezogen werden.

Fiir die Berechnung der Besetzungswahrscheinlichkeit wird zunichst die Energiediffe-
renz, die eine Besetzung dieser Position bedeuten wiirde, berechnet. Die dazu erstellte
Klassenfunktion erhélt neben der Position auch die nahegelegenen Teilchen und ermit-
telt anschliel3end fiir jedes Teilchen die Distanz, die fiir die Berechnung der Energie
erforderlich ist. Bei der Simulation des Wachstums mit einer periodischen Gitterstruk-
tur werden nur die direkten Nachbarn in die Energieberechnung einbezogen. Da diese
alle denselben Abstand zur neuen moglichen Position haben, kann das Lennard-Jones-
Potential in diesem Fall als konstantes Potential angesehen werden. Um die Auswir-
kungen des oszillierenden Paarpotentials feststellen zu konnen, werden neben den
direkten Nachbarn auch alle Teilchen, die sich innerhalb des maximalen Radius (Pa-
rameter r,,,,) befinden, in die Berechnung miteinbezogen.

Allerdings ist es moglich, dass diese Position nicht nur von einem Teilchen, sondern
gleich von mehreren aus erreicht werden kann. Dies hétte zur Folge, dass sich die Be-
setzungswahrscheinlichkeit dieser Position vervielfacht, da sie bei mehreren Teilchen
abgespeichert wird und so mehrfach in die Positionsfindung miteinbezogen werden
wiirde. Aus diesem Grund wird die Anzahl der direkten Nachbarn dieser Position er-
mittelt und die berechnete Wahrscheinlichkeit mit dieser gewichtet.

Nachdem dies fiir jede mogliche Position erfolgt ist, wird die gesamte Besetzungs-

wahrscheinlichkeit der freien Positionen des Teilchens 7, und anschlief3end, die des
Kristalls 7 neu berechnet.
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4 Ergebnisse

4.1 Periodische Gitter

Um das erstellte Programm fiir die Simulation des Wachstums eines Quasikristalls zu
testen, wurden zundchst verschiedene zwei- und dreidimensionale periodische Gitter
verwendet. Die Parameter fiir das Potential blieben dabei fiir die Simulationen mit un-
terschiedlichen Gitterstrukturen unverandert. Fiir diese Strukturen wurden die Werte
é = 100K und o = % ~ 0.8909 gewaihlt. Das Minimum des Potentials liegt somit
bei einem Abstand von r = 1. Da nur Vektoren mit einer Lange von eins fiir die Gitter

verwendet wurden gilt fiir jede mogliche freie Position

nV(r=1) __ne
kyT kT

mit der Anzahl der Nachbarn n und der potentiellen Energie bei einem Nachbarn. Die
einzelnen Gitter selbst wurden mit unterschiedlichen Temperaturen betrachtet.

4.1.1 Quadratisches und kubisches Gitter

Das vermutlich einfachste Gitter stellt das quadratische Gitter in zwei Dimensionen,
gegeben durch die Vektoren (1,0) und (0,1), dar und ist damit das perfekte Gitter
fiir einen ersten Test. Das Wachstum eines Kristalls mit diesem Gitter wurde, wie bei
jedem anderen Gitter auch, mit einer niedrigen und einer hohen Temperatur simuliert.

Abbildung 5: Simulation mit quadratischem Gitter (2500 Teilchen), links bei niedriger Tem-
peratur (kBTT = 0.3) und rechts bei hoher Temperatur (kBTT = 30).

Wie in Abbildung 5 zu erkennen ist wachst der Kristall bei einer niedrigen Temperatur
symmetrisch in alle Richtungen. Wahrend des Wachstums kann man beobachten, dass
keine Positionen, die komplett von Nachbarn umgeben sind, frei bleiben und dass die
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Besetzung neuer Position somit stets am Rand erfolgt. Die hohe Temperatur bewirkt
hingegen ein ungleichmif3iges Wachstum und eine grofde Anzahl an freien Stellen.
Anstelle eines geschlossenen Randes bilden sich kleine ,,Arme“ durch die Aneinander-
reihung mehrerer Teilchen.

Dasselbe Verhalten kann auch im kubischen Gitter, das durch die Hinzunahme des
Vektors (0,0,1) entsteht, festgestellt werden (s. Abb. 6). Auch hier erfolgt bei niedriger
Temperatur ein gleichméafiges Wachstum in alle drei Dimensionen mit sehr wenigen
Fehlstellen und einen rauen Rand bei hoheren Temperaturen.

Abbildung 6: Simulation mit quadratischem Gitter in drei Dimensionen, links bei niedriger
Temperatur (kBTT = 0.3) und rechts bei hoher Temperatur (kBTT = 30). Die Teilchen wurden
auf die x-y-Ebene projiziert.

4.1.2 Hexagonales Gitter

Fiir die Simulation mit einem zweidimensionalen hexagonalen Gitter wurden die Vek-

toren (1,0,0), (%,@,0) und (%,—?,0) mit den jeweiligen inversen Vektoren verwendet.

Die Simulation mit diesem Gitter wurde ebenfalls mit einer niedrigen und einer hohen
Temperatur durchgefiihrt (s. Abb. 7).

Abbildung 7: Simulation mit einem hexagonalen Gitter (2500 Teilchen), links bei niedriger
Temperatur (kBTT = 0.3) und rechts bei hoher Temperatur (kBTT = 30).
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Wie schon zuvor beim quadratischen Gitter kann bei einer niedrigen Temperatur ein
gleichméaldiges Wachstum ohne jegliche freien Stellen beobachtet werden. Bei einer
hoheren Temperatur bilden sich wie im quadratischen Fall ,, Arme*, die diesmal aller-
dings langer ausfallen, womit sich auch hier kein scharf abgegrenzter Rand bildet.

4.1.3 Dichteste Kugelpackung

Legt man das zweidimensionale hexagonale Gitter in Schichten verschoben {ibereinan-
der, so erhilt man je nach Anordnung der Schichten ein kubisch flichenzentriertes Git-
ter (fcc) oder eine hexagonale dichte Kugelpackung (hcp). Die hep-Struktur entsteht,
wenn die dritte Schicht direkt iiber der ersten Schicht liegt, also wenn die Schichten
im Muster AB AB angeordnet sind. Fiir das fcc-Gitter muss jede dritte Schicht iiber-
einander liegen, also im Muster ABC ABC angeordnet sein. Um die Formation dieser
Strukturen zu simulieren miissen dem Programm neben den Vektoren fiir das zwei-

dimensionale hexagonale G1tter weitere Vektoren iibergeben werden, nimlich (O, 3 ,

\/;), (-3, —2, \@), G, -2, \/;) und deren Inversen. Dies bewirkt, dass das Gitter

der zweiten Schicht um den Faktor %5 in y-Richtung verschoben ist. Allerdings soll

auch eine Verschiebung in negativer y—Richtung moglich sein, sodass auch die Vekto-

ren (O, - f ), (—5, =, f ), (2 3 6 , \/7 ) und deren inversen Vektoren iibergeben
werden. Jedes Teilchen ist nun in der Lage 18 direkte Nachbarn zu haben. Damit
dennoch eine zweidimensionale hexagonale Struktur in den einzelnen Schichten ent-
stehen konnen werden die moglichen Positionen durch den Parameter, der den Radius
der Teilchen bestimmt, eingeschrankt. Der Radius wurde auf den Wert 0.495 gesetzt,

sodass, nachdem beispielsweise die Position (0 f ) besetzt wurde, eine Beset-

b 3 5
zung der Position (2, = f ) nicht mehr moglich ist.

Die Simulation wurde fiir dieses Gitter auf eine Box mit einer Seitenldnge von 60 in x-
und y-Richtung und einer Hohe von 3 beschrénkt. Dadurch werden auch energetisch
unglinstigere Positionen besetzt, sobald die Anzahl der giinstigen Position erschopft
ist, ohne dabei die Teilchenanzahl und damit die Simulationsdauer enorm erhéhen zu
miissen.

Zunichst wurde die Simulation von einem einzelnen Teilchen ausgehend bei einer
niedrigen und anschliel3end bei einer hoheren Temperatur gestartet. Wie in Abbildung
8 zu erkennen ist, ist bei zwei Simulationen mit derselben Temperatur ein perfekter
Kristall ohne Fehlstellen gewachsen. Links ist die dritte Schicht (in blau dargestellt)
direkt iber der Grundschicht (in schwarz dargestellt) gewachsen wihrend die mittle-
re Schicht (in rot dargestellt) verschoben ist, womit eine hcp-Struktur entstanden ist.
Rechts ist nicht nur die mittlere Schicht, sondern auch die dritte Schicht verschoben,
wodurch sich eine fce-Struktur gebildet hat.
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Abbildung 8: Simulation mit Hilfe der dreidimensionalen Gittervektoren und mit kBTT =0.3.
Die erste Schicht ist in schwarz, die zweite in rot und die dritte in blau dargestellt. Links ist
eine hep-Struktur entstanden (ABA), rechts eine fce-Struktur (ABC).

Bei der Besetzung der Gitterpositionen wurden stets Positionen gewéhlt, die mehr als
einen Nachbar besitzen, wodurch ein gleichmalliges Wachstum stattfand. Dies wird
auch am Rand des Substrats deutlich, der sehr scharf abgegrenzt ist (s. Abb. 9).

35

Abbildung 9: Rand des simulierten Kristalls bei einer Simulation mit kBTT =03

Bei einer leichten Erhohung der Temperatur wéchst der Kristall weiterhin gleichma-
Rig, allerdings weist er dann nicht mehr ausschlie8lich eine der beiden genannten
Strukturen auf.
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Abbildung 10: Vergleich der mit kBTT = 0.6 (links) und kBTT = 0.9 (rechts) simulierten Kristallen.

In Abbildung 10 ist ersichtlich, dass bei kBTT = 0.6 das Grundgitter und die zweite
Schicht fast fehlerfrei gewachsen sind. In der dritten Schicht haben sich allerdings
zwei Regionen gebildet. Der Bereich x=[-10,-5], y= [0,10] weist ein fcc-Gitter auf,
wiahrend im anderen Bereich eine hcp-Struktur beobachtet werden kann. Bei einer
weiteren Erhohung der Temperatur auf kBTT = 0.9 konnen nicht nur mehrere Regio-
nen, die eine der beiden Strukturen aufzeigen, festgestellt werden, sondern auch Fehl-
stellungen innerhalb der Grundschicht. Diese machen sich als Kanten zwischen den
einzelnen Regionen bemerkbar. Beachtlich ist allerdings, dass bei beiden Temperatu-
ren die mittlere Schicht fast fehlerfrei gewachsen ist.

Auch bei kBTT = 5 gibt es noch vereinzelt Regionen, die eine der beiden Strukturen
(fcc oder hep) aufweisen. Allerdings wird die simulierte Struktur deutlich von Fehl-
stellungen dominiert, wie in Abbildung 11 ersichtlich ist. Es gibt nun nicht nur Briiche
in der ersten und dritten Schicht, sondern auch in der mittleren Schicht, die bei einer
niedrigen Temperatur hingegen fehlerfrei wéachst.

iy
“_ lt T X AI'A"‘}N}Hb
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Abbildung 11: Simulation mit kBTT = 5. Links werden nur die erste und die mittlere Schicht
dargestellt, rechts die erste und die dritte.
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Ausgehend von einer vollstdndig besetzten Grundschicht kann ein anderes Verhalten
des Wachstums festgestellt werden. Der Simulation wird dafiir als Grundschicht ein
perfektes zweidimensionale hexagonale Gitter als Startbedingung tibergeben. Bereits
bei kBTT = 0.3 kann hierbei eine geringe Anzahl an Briichen in der mittleren und obe-
ren Schicht beobachtet werden (s. Abb. 12).

Abbildung 12: Simulation ausgehend von einer perfekten Grundschicht und kBTT = 0.3. Links
wird die Grund- und mittlere Schicht, rechts die Grund- und obere Schicht dargestellt.

Die Anzahl an Teilchenpositionierungen, die ein fehlerfreies Wachstum verhindern,
steigt dabei mit Zunahme der Temperatur an. Vergleicht man die Besetzung der dritten
Schicht bei kBTT = 5 mit unterschiedlichen Startbedingungen stellt man bei beiden eine
grol3e Anzahl an Kanten fest. Allerdings bestehen die einzelnen Cluster (Teilchen, die
derselben Struktur angehoren) bei einem freien Wachstum aus mehr Teilchen als es
beim Wachstum ausgehend von einer Grundschicht der Fall ist (s. Abb. 12).

10 10 %9 00%2®
(L)

Abbildung 13: Simulation mit kBTT=5 mit unterschiedlichen Startbedingungen: links nur ein

Teilchen, rechts mit einer perfekter Grundschicht.
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Als weiteren Test kann man nun die 18 Vektoren dieser Struktur drehen und ein qua-
dratisches Gitter als Grundschicht vorgeben. In diesem Fall miisste immer ein Kristall
mit fce-Gitter wachsen, da nur in diesem das quadratische Grundgitter auftritt. Das
Koordinatensystem wurde dafiir um a = -54.74° um die x-Achse gedreht. Die Dreh-
matrix R ist dann gegeben durch

1 0 0
R=| 0 cos(aa) —sin(a)
0 sin(a) cos(a)

und die neuen Vektoren durch
e; = Re;.

Der Simulation werden damit weiterhin alle 18 Wachstumsrichtungen erméglicht.
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Abbildung 14: Simulation mit gedrehten Vektoren und einem quadratischen Grundgitter mit

5T — 0.3 (links) und *° = 2 (rechts).

€

Bei einer niedrigen Temperatur entsteht wie erwartet ein anndhernd perfekter fcc-
Kristall. Wird das Wachstum hingegen mit einer hoheren Temperatur simuliert, ist die
Entwicklung von Fehlstellen moglich, die bewirken, dass die Positionen fiir das fcc-
Gitter nicht mehr zugénglich sind (s. Abb. 12).

4.2 Quasikristalle

Fiir die Simulation des Wachstums eines Quasikristalls wurde die Struktur eines regu-
laren Tkosaeders als Basis gewahlt und fiir die Berechnung der Gittervektoren verwen-
det. Um eine symmetrische Struktur zu erhalten, wird in der Mitte des Ikosaeders ein
Teilchen platziert, von dem aus alle 12 Ecken erreicht werden kénnen. Diese Vektoren
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haben eine Liange von ry;, = %v 10 + 2+4/5 damit ein Ikosaeder mit der Kantenlinge
von 1 entsteht. Die Lange r;;, entspricht dem Kantenkugelradius des Ikosaeders. Die
Vektoren sind dann durch

al = (OJ 0) r):

(s \J1+«/§/5 1\J1+«/§/5
i 2 2 2 ’

a3/4 = \% 1__ - /5
a5/6:( 1 __\jl 2_ _\J1+«2/_/5)

inklusive ihrer Inversen gegeben. Dabei ist T = (Hzﬂ die goldene Zahl. Die Teilchen
in einem vollstdndig besetzten Ikosaeder inklusive des Teilchens im Zentrum haben
somit die Abstdnde von r;,, 1, T und 2r;;, zueinander.

Fir die Simulation wurde das Potential (6) verwendet. Die Paramater wurden auf
dieselben Werte gesetzt, mit denen auch Engel et al. in ihrer Simulation die Formati-
on eines Quasikristalls beobachten konnten. Diese sind k = 8.5 und ¢ = 0.47 [3]. Das
Potential wurde axial verschoben, sodass das dritte Maximum bei r,,,, = 2.769 eine
Nullstelle des Potentials ist. Zusatzlich wird die berechnete Energie mit einem Multipli-
kator M vervielfacht, um Energiewerte zu erhalten, die sich ausreichend voneinander
unterscheiden und damit eine Betrachtung verschiedener Temperaturen ermoglicht
wird. Dabei wurde der Wert so gewahlt, dass kB = 5(1)0 K1

Bei der Simulation mit periodischen Gittern wurden bisher nur die direkten Nach-
barn, die iiber die vorgegebenen Vektoren erreicht werden konnen, fiir die Energie-
berechnung berticksichtigt. Um die Auswirkung der Verwendung des o. g. Potentials
untersuchen zu kénnen, wurde der Algorithmus abgedndert damit alle Teilchen, die
sich innerhalb eines Radius von r,,,, befinden, mit in die Energieberechnung einbezo-
gen werden. Dies hat zur Folge, dass auch die Besetzungswahrscheinlichkeit der freien
Positionen der Teilchen, die sich in dieser Umgebung befinden aber nicht {iber einen
der Gittervektoren direkt erreicht werden konnen, aktualisiert werden miissen. Bisher
haben sich diese nur verdndert, wenn diese Position vom neu gesetzten Teilchen aus
ebenfalls erreicht werden kann. Diese Anderung des Algorithmus hat eine deutliche
Erhohung der Laufzeit zur Folge.

Die Simulation wurde ausgehend von einem einzelnen Teilchen im Ursprung gest-
artet und ist dabei nicht auf eine Simulationsbox beschréankt. Bei einer niedrigen Tem-
peratur findet - wie bei den periodischen Strukturen - ein gleichmaf3iges Wachstum
statt (s. Abb. 15). Die Oberflache ist dabei anndhernd kugelférmig. Ansitze fiir eine

22



Ergebnisse

Formierung eines Ikosaeders kann auch abseits vom Zentrum beobachtet werden, ist
allerdings nie komplett vollstdndig. Dies wird augenscheinlich durch Teilchen verhin-
dert, die zuvor positioniert wurden.

Abbildung 15: Simulation mit den Gittervektoren des Ikosaeders und mit kBTT = 53—0. Die Teil-
chen wurden auf die x-y-Ebene projiziert. Links ist das gesamte Substrat zu sehen, rechts ein
Ausschnitt des Substrats. Dabei sind die Ansdtze der Formierungen einzelner Ikosaeder mar-

kiert.

Eine Erhohung der Temperatur hat wie zuvor bei einem periodischen Gitter ein un-
regelmélliges Wachstum zur Folge. Dies wird an den Abweichungen von einer ku-
gelformigen Oberflache deutlich. Auch die Formierung von Ikosaedern auRerhalb des
Zentrums wird unterdriickt (s. Abb. 16).

Abbildung 16: Simulation mit den Gittervektoren des Ikosaeders und mit kBTT =6

Bemerkenswert ist dabei, dass die Teilchendichte bei einer hohen Temperatur grof3er
ist, als es bei einer niedrigen Temperatur der Fall ist (s. Abb. 17).
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Teilchendichte je Volumeneinheit

Abstand r

Abbildung 17: Teilchendichte der simulierten Substrate: kBTT = 53—0 in blau, kBTT = 6 in orange.

Die Beugungsmuster der orthogonalen Projektionen auf die x-y-Ebene zeigen bei bei-

den Simulationen die 10-fache Rotationssymmetrie. Wie in Abbildung 18 zu erkennen
3

ist, sind allerdings die Maxima bei kBVT = ¢; im mittleren Ring im Gegensatz zu den

Maxima bei kBVT = 6 minimal scharfer abgegrenzt.

Abbildung 18: Beugungsmuster der Substrate bei kBTT = % (links) und bei kBTT = 6 (rechts).
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Um festzustellen, ob die genannte Symmetrie auch in anderen Ebenen gegeben ist,
wird das System um a = 31.717° um die x-Achse und um 3 = 58.2812° um die y-
Achse mit Hilfe einer Drehmatrix gedreht und anschlief3end wieder auf die x-y-Ebene
projiziert. Durch diese Drehung befindet sich wieder eins der im Ikosaeder auftreten-
den Fiinfecke parallel zu x-y-Ebene. Wie in Abbildung 18 zu sehen ist, hat dies keine
Auswirkungen auf das Beugungsmuster des Substrats.

Abbildung 19: Beugungsmuster der gedrehten Substrate mit kBWT = 53—0 (links) und mit kBTT =
6 (rechts).

Neben dem Potential (6) wurde auch eine andere Variante des Potentials (5) mit ver-
schiedenen Temperaturen getestet:

1 1
V(r)=— 4 —cos(8r —0.25) (11)
r15 3

Das Potential wurde dabei axial wie schon zuvor solchermalsen verschoben, dass das
dritte Maximum eine Nullstelle des Potentials ist. Zusdtzlich wurde es in x-Richtung
soweit verschoben, bis das Minimum des Potentials im ersten Potentialtopf bei r =

Tiko = %\/ 10 +2+/5 lag. Das hat zur Folge, dass auch die anderen auftretenden Ab-
stiande 1, 7 und 2r;;, nun in den Potentialtopfen liegen (s. Abb. 20).

Bei dem so simulierten Substrat handelt es sich nicht um einen Quasikristall. Es nimmt
stattdessen die Form einer Schneeflocke an (s. Abb. 21). Neben dem Zentrum, dass in
der Umgebung des Ursprungs lokalisiert ist, kann kein weiteres Zentrum entstehen.
Aufgrund dieser perfekten Anordnung zeigt auch das Beugungsmuster dieser Struktur
scharf abgegrenzte Maxima und eine perfekte 10-fache Symmetrie.
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Abbildung 20: Oszillierendes Paarpotential (11).
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Abbildung 21: Simulation mit Potential (11) und kBTT = %. Die Teilchenanordnung wurde auf
die x-y-Ebene projiziert. Rechts ist das dazugehorige Beugungsmuster.

Bereits bei einer zehnfach hoheren Temperatur zerfillt diese fast fehlerfreie Anord-
nung, wie in Abbildung 22 ersichtlich ist. Diese und das zugehorige Beugungsmuster
dhneln nun mehr der Anordnung, die mit dem Potential (6) bei einer niedrigen Tem-
peratur entsteht.
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Abbildung 22: Simulation mit Potential (11) und kBTT = % Auch hier ist die Teilchenanordnung
auf die x-y-Ebene projiziert und das dazugehdrige Beugungsmuster rechts abgebildet.
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5 Diskussion der Ergebnisse

5.1 Periodische Gitter

Bei der Simulation der periodischen Gitterstrukturen unterscheiden sich die potentiel-
len Energien der einzelnen Positionen nur durch die Anzahl der direkten Nachbarn. Bei
einer niedrigen Temperatur werden bevorzugt die Positionen besetzt, die eine grof3ere
Anzahl an Nachbarn besitzen. Daraus folgt das gleichméal3ige Wachstum, das in den
einzelnen Simulationen festgestellt werden konnte. Eine hohere Temperatur bewirkt
hingegen, dass sich die Differenz zwischen den einzelnen Besetzungswahrscheinlich-
keiten aufgrund des exponentiellen Verlaufs der Besetzungswahrscheinlichkeit redu-
ziert, da sich die Wahrscheinlichkeiten dem Wert eins annidhern. Daraus lasst sich
schliel3en, dass die Besetzung von Positionen, die nur wenige Nachbarteilchen besit-
zen, bei hohen Temperaturen deutlich wahrscheinlicher wird als es bei einer niedrigen
Temperatur der Fall ist.

Im zweidimensionalen Fall zeigt sich dieses Verhalten in der Bildung von Fehlstellen
innerhalb des Kristalls und der Formierung der ,Arme“ am Rand. Bei einer niedri-
gen Temperatur bilden sich die freien Positionen, die komplett von Teilchen umgeben
sind, erst gar nicht oder werden mit einer sehr hohen Wahrscheinlichkeit schnell be-
setzt. Das Wachstum fiir diese Temperatur entspricht damit dem Frank-van der Merwe-
Wachstum. Bei hoheren Temperaturen werden stattdessen auch vermehrt Positionen
am Rand gewahlt, die nur einen oder zwei direkte Nachbarn besitzen. Dies fithrt zur
festgestellten rauen Oberflache. Die Besetzung der Positionen bei dieser Temperatur
simulierte somit das Volmer-Weber-Wachstum. Somit findet zwischen den beiden be-
obachteten Temperaturen ein ,,Roughening“-Ubergang statt.

Bei der Simulation der Kugelpackung konnen erneut beide Wachstumsmodi beobach-
tet werden. Wéchst der Kristall ausgehend von einem Teilchen am Ursprung bei einer
niedrigen Temperatur, so entsteht ein Kristall, der eine nahezu fehlerfreie fcc- oder
hep-Struktur aufweist, sodass von einem Schicht-fiir-Schicht-Wachstum ausgegangen
werden kann. Eine Erhéhung der Temperatur sorgt fiir einen ,,Roughening“-Ubergang
zum Volmer-Weber-Wachstum hin. Da der Simulation alle méglichen Wachstumsrich-
tungen zur Verfiigung gestellt werden, konnen nun in der hoher liegenden Schicht
Positionen besetzt werden, die der bisherigen Struktur widersprechen. In der darun-
terliegenden Schicht konnen nun nur noch die freien Positionen besetzt werden, die
der in der oberen Schicht neu angenommen Struktur entsprechen. Dies resultiert in
abgegrenzten Regionen, die sich in ihrer Struktur unterscheiden. Dabei gibt es nicht
nur Kanten zwischen den hcp- und fce-Anordnungen, sondern auch zwischen den fcc-
Anordnungen selbst, da die dritte Schicht sowohl in positiver als auch in negativer
y-Richtung verschoben sein kann. Die Anzahl dieser voneinander abgegrenzten Regio-
nen steigt dabei mit Zunahme der Temperatur, bis diese dazu fiihrt, dass die Struktur
komplett aufbricht.
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Ausgehend von einer perfekten Grundschicht bilden sich bereits bei niedrigen Tem-
peraturen unterschiedliche Regionen. Durch die Vorgabe dieser Grundebene stehen
der Simulation bereits von Beginn an eine grof3e Anzahl an Positionen zur Verfiigung,
die alle dieselbe Besetzungswahrscheinlichkeit besitzen. Nach der Positionierung des
ersten Teilchens stehen dann zwar Positionen zur Verfiigung, die energetisch giinstiger
sind, die groBe Gesamtanzahl an freien Positionen ermoglicht dennoch die Besetzung
von Stellen, die nicht in der unmittelbaren Umgebung des ersten gesetzten Teilchens
liegen. Dies kann dann die Formierung einer anderen Struktur in dieser Region er-
zwingen. Eine hohere Temperatur sorgt auch hier dafiir, dass sich die Wahrscheinlich-
keiten einer Besetzung demselben Wert anndhern und sich somit mehrere Regionen
bilden. Im Vergleich zur Simulation, die von einem Teilchen im Ursprung ausgeht, tre-
ten diese Regionen haufiger auf und bestehen gleichzeitig aus weniger Teilchen (s.
Abb. 13). Auch dies kann auf die grofe Anzahl an moéglichen Positionen zum Beginn
der Simulation zuriickgefiithrt werden. Dennoch entspricht das Wachstum fiir niedrige
Temperaturen in beiden Féllen dem Frank-van der Merwe-Wachstum. Bevor die dritte
Schicht befiillt werden kann, wird zunéchst die mittlere Schicht vollstdndig besetzt, so-
weit dies moglich ist. Erst dann folgt ein Wachstum in die hoheren Schichten. Bei einer
hoheren Ausgangstemperatur hingegen wéachst der Kristall erneut im Volmer-Weber-
Modus und besetzt mehrere Schichten gleichzeitig, woraus die Formierung kleiner
Regionen mit unterschiedlichen Strukturen resultiert.

Die Simulation der Kugelpackung ausgehend von einer quadratischen Grundschicht
zeigt dasselbe Wachstumsverhalten wie die vorherige Simulation mit einer hexago-
nalen Grundschicht. Allerdings treten Fehlstellen erst bei hoheren Temperaturen auf,
obwohl auch hier zu Beginn der Simulation mehrere Wachstumsrichtungen mit dersel-
ben Wahrscheinlichkeit vorhanden sind. Fiir die erste Schicht {iber und unter dem qua-
dratischen Gitter konnen die Teilchen nur Positionen einnehmen, die der fee-Struktur
entsprechen. Allerdings konnen ausgehend von diesen Schichten Positionen belegt
werden, die von dieser Struktur abweichen. Bei einer niedrigen Temperatur werden
erst die Schichten {iber und unter der Grundschicht besetzt. Die Besetzung erfolgt
nahezu fehlerfrei, sodass sich ausgehend von diesen Schichten das Wachstum des fcc-
Kristalls fortsetzt. Wie schon zuvor sorgt die hohere Temperatur auch hier wieder fiir
eine hohere Anzahl an Besetzungen von energetisch ungiinstigen Positionen. Wird
ausgehend von einer nicht voll besetzten zweiten Schicht eine Position in der dritten
Schicht gewdhlt, die der fcc-Struktur widerspricht, so verhindert die Besetzung die-
ser Position das fehlerfreie Wachsen der zweiten Schicht. Das macht sich wiederum
durch die Bildung von Fehlstellen bemerkbar (s. Abb. 23). Wie bei der Simulation
mit einem hexagonalen Grundgitter liegt bei einer niedrigen Temperatur somit das
Frank-van der Merwe-Wachstum vor, das bei einer hoheren Temperatur zum Volmer-
Weber-Wachstum wechselt.
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Abbildung 23: Simulation der dichten Kugelpackung ausgehend von einem quadratischen
Grundgitter bei kBTT = 2. AulBer den ersten drei Schichten wird zusatzlich die fehlerhafte vierte
Schicht in gelb dargestellt.

5.2 Ikosaedrische Gittervektoren

Die Betrachtung der Resultate, die mit der Verwendung der Gittervektoren des Ikosa-
eders simuliert wurden, ergibt, dass auch hier das Wachstum des Substrats von der
Temperatur abhéngig ist.

Im Gegensatz zur Simulation von herkémmlichen Kristallen werden hier nicht nur
die direkten Nachbarn in die Energieberechnung miteinbezogen, sondern alle Teil-
chen, die sich in einer Kugel mit dem Radius r,,,, um die Position herum befinden.
Das Potential (6) liefert fiir die Lange der Gittervektoren r;;,, fiir den Abstand von
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zwei direkten Nachbarn und fiir den Abstand zweier sich diagonal gegeniiberliegender
Teilchen 2r;;, positive Energiewerte, d. h. die Teilchen wiirden sich bei einer Platzie-
rung mit dieser Entfernung gegenseitig abstof3en. Dies stellt ein Problem beziiglich der
verwendeten Gittervektoren dar, da eine Besetzung dieser Positionen zu Beginn der
Simulation unphysikalisch ist. Erst nachdem das erste Teilchen positioniert worden
ist, werden Positionen mit einem Abstand zugénglich, die einen negativen Energie-
beitrag aufweisen. Dies ist vor allem bei einer Position mit einem Abstand von 7 zu
den gesetzten Teilchen der Fall. Dieser befindet sich fast im Minimum des zweiten
Potentialtopfes, was zur Folge hat, dass diese Positionen bei einer niedrigen Tempe-
ratur bevorzugt besetzt werden. Bei einer hohen Temperatur unterscheiden sich hin-
gegen die Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir positive und negative Energiebeitriage
in einem geringeren Ausmal?, als es bei der niedrigen Temperatur der Fall ist. Dies
bewirkt, dass auch die Postionen mit einem geringen Abstand und somit mit einem
positiven Energiebeitrag, hdufiger besetzt werden. Daraus folgt, dass das simulierte
Substrat konzentrierter besetzt wurde und somit eine hohere Teilchendichte aufweist.
Neben dem Zentrum, das in der Umgebung des Ursprungs entsteht, konnten bei einer
niedrigen Temperatur weitere Ansitze fiir eine Formierung zusatzlicher Ikosaeder be-
obachtet werden. Dies ist bei hoheren Temperaturen nicht der Fall. Die Oberflache des
Substrats ist aus denselben Griinden wie bei der periodischen Gitterstruktur bei einer
niedrigen Temperatur annédhert gleichméfig und kugelférmig. Ob man hier allerdings
von einem Frank-van der Merwe-Wachstum ausgehen kann, muss nédher analysiert
werden. Es besteht ndmlich zudem die Moglichkeit, dass es bei diesem Wachstum um
eine schwach ausgeprédgte Form des Volmer-Weber-Modus handelt. Eine hohe Tem-
peratur sorgt auch hier fiir eine Besetzung von Positionen, die eine geringe Anzahl
an benachbarten Teilchen besitzen, und damit fiir einen unscharf abgegrenzten Rand.
Somit kann hier von einem Volmer-Weber-Wachstum ausgehen.

Die im Beugungsmuster zu erkennende Symmetrie der mit den ikosaedrischen Gitter-
vektoren und dem Potential (6) simulierten Substrate ist fiir jede Temperatur nahezu
identisch. Dies ist auf die geringe Anzahl an moglichen Wachstumsrichtungen zuriick-
zufithren. Das Wachstum wird somit auf eine bestimmte Struktur eingeschriankt und
kann selbst bei hohen Temperaturen nicht davon abweichen. Wird die Simulation mit
weiteren Gittervektoren durchgefiihrt, so ist davon auszugehen, dass die Symmetrie
bei hohen Temperaturen aufgebrochen wird.

In der Simulation mit dem Potential (11) und einer niedrigen Temperatur entsteht
eine gleichméllige Schneeflocke. Die Ursache hierfiir ist, dass im Gegensatz zum Po-
tential (6) beim Potential (11) alle auftretenden Abstdnde in den Potentialtopfen lie-
gen. Die Tiefe der Topfe nimmt dabei mit Zunahme des Abstandes ab. Der Abstand
o, Stellt somit das absolute Minimum dar, dicht gefolgt vom Abstand eins. Nach-
dem das erste Teilchen beispielsweise auf eine Ecke des im Ikosaeder auftretenden
Flinfecks platziert wurde, erhoht sich die Besetzungswahrscheinlichkeit der Nachba-
recken in dieser Ebene drastisch. Aber auch ein fortgesetztes Wachstum in dieselbe
Richtung wird durch dieses Potential begiinstigt, sodass das Wachstum symmetrisch
ausgehend vom Zentrum fortgefiihrt wird, wie in Abbildung 18 zu erkennen ist. Dieses
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Wachstum entspricht damit unter allen Simulationen mit einer ikosaedrischen Grund-
struktur am ehesten den Frank-van der Merwe-Wachstum. Da bei hoheren Tempera-
turen ein Substrat simuliert wird, das dem mit Potential (6) bei niedriger Temperatur
dhnelt, ist davon auszugehen, dass auch hier bei einer noch héheren Temperatur ein
~Roughening“-Ubergang stattfindet. Dies sollte mit weiterfiilhrenden Simulationen un-
tersucht werden.

Die Beugungsmaxima im Beugungsmuster dieser Anordnung sind aulserordentlich
scharf und zeigen erneut die 10-fache Rotationssymmetrie der Projektion. Dass diese
Anordnung schon bei einer 10-fach hoheren Temperatur verworfen wird, zeigt, dass
fiir niedrige Temperaturen der erste Potentialtopf ausschlaggebend fiir das Wachstum
ist, da hohere Temperaturen den Unterschied zwischen den Topfen reduzieren. Bei
Verwendung dieses Potentials ist es moglich, dass auch bei der Hinzunahme weite-
rer Vektoren die Schneeflockenstruktur bei niedriger Temperatur erhalten bleibt, bei
hoheren Temperaturen jedoch die 10-fache Symmetrie wiederum aufbricht.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Das erstellte Programm zur Simulation des Wachstums von Quasikristallen ist in der
Lage Substrate zu generieren, die den Strukturen entsprechen, die man mit den jeweils
verwendeten Potentialen und Gittervektoren erwarten wiirde. Werden periodische Git-
terstrukturen vorgegeben, zeigten die Simulationen bei niedrigen Temperaturen ein
gleichméfliges Wachstum, das dem Frank-van der Merwe-Wachstum entspricht. Ho-
here Temperaturen bewirkten hingegen das Volmer-Weber-Wachstum. Somit ist da-
von auszugehen, dass zwischen den beiden beobachteten Temperaturen ein Ubergang
zwischen den beiden Modi bei einer bestimmten Temperatur erfolgt, deren Hohe in
zukiinftigen Arbeiten noch systematisch analysiert werden sollte. Das Programm ist
somit imstande, Simulationen mit periodischen Grundgittern durchzufiihren, die den
physikalischen Erwartungen entsprechen.

Bei der Verwendung von ikosaedrischen Gittervektoren konnten beziiglich des Wachs-
tums ebenfalls unterschiedliche Modi festgestellt werden. Allerdings bietet die Simu-
lation hinsichtlich des Wachstums eines Quasikristalls noch grof3es Verbesserungspo-
tential. Die Position des ersten Teilchens sollte mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit an
der Stelle erfolgen, die im Minimum des Potentials liegt. Die Kombination aus dem
verwendeten Potential und den Gittervektoren verhindert dies allerdings. Um dieses
Problem zu beheben, konnten der Simulation weitere Vektoren bereitgestellt werden,
die ebenfalls einen Ikosaeder darstellen, der allerdings einen grof3eren Kantenkugel-
radius besitzt (wie beispielsweise den Abstand 7). Dies konnte dann zu einer klaren
langreichweitigen Ordnung beitragen und hétte Auswirkungen auf die Symmetrie des
Substrats, die bisher bei jeder verwendeten Temperatur erhalten blieb und auf die
Dichte, die aktuell bei einer hoheren Temperatur grof3er ausfallt.

Die Verwendung weiterer Vektoren bedeutet allerdings eine deutliche Erhéhung der
Laufzeit der Simulation, die bei der Verwendung von ikosaedrischen Gittervektoren
und einer Teilchenanzahl von 6000 zwischen 30 und 45 Minuten liegt. Aus diesem
Grund ist es empfehlenswert den Algorithmus fiir das Setzen der Teilchen weiter zu
optimieren. Wird ein Teilchen gesetzt, muss fiir jede freie Position, dass sich in der
Nihe des neu gesetzten Teilchens befindet, die Energie erneut berechnet werden. Ist
diese Position von mehreren Teilchen aus erreichbar, erfolgt die Berechnung mit dem
aktuellen Algorithmus mehrfach. Um dies zu verhindern, konnte man die bereits be-
handelten Positionen in einer temporaren Liste abspeichern, sodass der Energiewert
fiir diese Position bei erneutem Auftreten der Position entnommen werden kann. Um
die Teilchen, deren freie Positionen aktualisiert werden miissen, zu ermitteln, muss
einmal die gesamte Teilchenliste durchlaufen werden. Dies macht sich vor allem bei
einer grofBeren Anzahl an Teilchen bemerkbar. Die Implementierung einer Zellliste
konnte die hierfiir benotige Zeit deutlich reduzieren. Diese teilt das System in gleich-
grof3e Abschnitte ein. Wird eine neue Position ausgewahlt, so konnen die Teilchen,
deren freie Positionen aktualisiert werden miissen, effizienter ermittelt werden. Auch
die Positionsfindung konnte dadurch beschleunigt werden, indem man fiir jede Zelle

33



Zusammenfassung und Ausblick

die Gesamtbesetzungswahrscheinlichkeit seiner in ihr befindlichen Teilchen aufsum-
miert und mit einer dritten Zufallszahl abgleicht.

Auch eine Umsetzung, die ginzlich auf die Verwendung fester Gittervektoren verzich-
tet, wire denkbar. Dabei wird zunédchst per Zufall eines der bereits gesetzten Teilchen
als Ausgangspunkt gewahlt. Anschliel3end werden ein zufélliger Einheitsvektor und
eine zuféllige Lange, die zwischen dem Mindestabstand und r,,,, liegt, generiert. Fiir
die sich so ergebende Position wird dann gepriift, ob eine Besetzung derselbigen mog-
lich ist. Ist dieser Fall gegeben, wird fiir die Position die Energiedifferenz berechnet
und dann mit Hilfe der ,,importance sampling“-Monte-Carlo-Methode entschieden, ob
die Position besetzt wird oder nicht.

Zusammenfassend lésst sich schlussfolgern, dass die Simulation mit den verwendeten
ikosaedrischen Vektoren zum aktuellen Zeitpunkt nicht zur Untersuchung des Wachs-
tums eines einkomponentigen Quasikristalls geeignet ist. Das Wachstum weist zwar
augenscheinlich unterschiedliche Modi fiir verschiedene Temperaturen auf, allerdings
ist eine langreichweitige Ordnung nur bedingt gegeben. Da die Simulation bisher aller-
dings keine Reparatur durch Phasonenflips erlaubt, besteht auch die Moglichkeit, dass
dies fiir die fehlende langreichweitige Ordnung verantwortlich ist. Allerdings fehlt es
bisher an einer ausreichend groflen Menge an Simulationen, die optimalerweise mit
den angesprochenen Verbesserungen durchgefiihrt werden sollten, um die nicht vor-
handene Ordnung der fehlenden Phasonenflips eindeutig zuschreiben zu kénnen.
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