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Abstract
Bei vielen realen Abläufen werden spezifische Verhaltensweisen beobachtet,

deren Charakter sich mit der Zeit ändert. Dieses Verhalten kann ein Anzeichen
dafür sein, dass sich einige Eigenschaften der Daten über die Zeit entwickeln
oder fluktuieren. Problemstellungen dieser Art können in einer Vielzahl an
Anwendungen gefunden werden, wie beispielsweise im Bereich der Biologie,
der technischen Diagnostik, dem Verhalten von Tier- oder Menschenmengen,
oder auch in der Physik. Aus mathematischer Sicht kann diese Komplexität
in vielen Fällen durch die Anomale Diffusion mit entsprechenden Randbe-
dingungen beschrieben werden. Diese Anomale Diffusion lässt sich wiederum
häufig durch das Modell des Random Walks beschreiben, der durch Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen berechnet werden kann.
Nachdem ein kurzer Überblick über die Eigenschaften und Unterschiede von
Random Walk, Lévy-Walk und dem hier betrachteten Lévy-Walk, dessen
Schritte in ihren Richtungen auf die Parallelität zur x- bzw. zur y-Achse ein-
geschränkt sind, gegeben wurde, wird im weiteren eine Wahrscheinlichkeits-
verteilungsfunktion P̄ aufgestellt, deren Komponenten in Abhängigkeit der
Wahrscheinlichkeit f für bestimmte Schrittdauern im Fourier-Laplace-Raum
berechnet werden können, bevor schließlich der Ansatz für eine Rücktrans-
formation für die Beobachtungen im Real-Raum gegeben wird.
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1 Einleitung

Anomale Diffusion tritt in einer Vielzahl unterschiedlicher Systeme auf und kann somit
zur Beschreibung oder Untersuchung verschiedenster Mechanismen genutzt werden, wie
zum Beispiel von Meerschaert und Tadjeran zur Modellierung des Transports von Parti-
keln durch den Fluss von Flüssigkeiten in porösen Medien, wie beispielsweise durch das
Grundwasser [5] oder von Schulz und Schulz für Berechnungen zum Immissionsschutz
[8]. In vielen Fällen kann die anomale Diffusion durch Continous-Time Random Walks
(CTRWs) beschrieben werden, die dadurch charakterisiert sind, dass sich ein sogenann-
ter “Walker” von einem Ausgangspunkt startend bei jedem “Schritt” frei, oder auch unter
Berücksichtigung gegebener Bedingungen, in eine von mehreren möglichen Richtungen
bewegt. Für Gewöhnlich ist dabei die Richtung bzw. Orientierung der einzelnen Schritte
beliebig, sowie zufällig verteilt, wohingegen ihre Länge als fest gesetzt gilt. Ist allerdings
auch die Schrittlänge beliebig und zufällig verteilt und kann sie, wie die Richtung, durch
eine Verteilungsfunktion beschrieben werden, so handelt es sich um sogenannte Lévy-
Walks. In den Abbildungen (1) und (2) ist zum Vergleich der beispielhafte Pfad eines
Random Walkers dem eines Lévy-Walks im Zweidimensionalen gegenübergestellt. Beide
Pfade wurden hierfür durch eine einfache Simulation erzeugt.

Abbildung 1: Pfad eines Random Walks, bei dem die Richtung der Schritte beliebig und
normal verteilt, die Schrittlänge jedoch immer gleich ist.
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Abbildung 2: Pfad eines Lévy-Walks, bei dem sowohl die Richtung, als auch die Schritt-
länge beliebig, sowie normal verteilt auftreten.

Dies führt schließlich zu unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsdichten für den Aufent-
haltsort des Walkers zu einem bestimmten, späteren Zeitpunkt im betrachteten Raum.
Die resultierende Wahrscheinlichkeitsdichten hängen dabei maßgeblich von den Eigen-
schaften des Walkers, wie die Verteilung von Schrittlänge u.Ä., von den äußeren Be-
dingungen, wie bspw. Kraftfelder oder Strömungen, oder auch möglichen Hindernissen
ab. So wurde die Methode des Random Walks von Chen zur Untersuchung und Mo-
dellierung von Turbulenzen [2] eingesetzt, von Oliva, Panzieri, Setola und Gasparri zur
Simulation der Verbreitung von Nachrichten über sich bewegende Gruppen [6], von Gree-
nenko, Chechkin und Shul’ga zur Untersuchung von Superdiffusion geladener Teilchen in
Kristallen [3], von Bouchaud und Georges zur Konstruktion von Polymeren mittels sich
selbst ausweichender Random Walker [1] und von Kang, Abdelfatah und Pournik um die
Transport- und Reaktionsprozesse in porösen Materialien zu studieren [4], um nur einige
Beispiele zu nennen.
Im Folgenden soll dabei der Spezialfall betrachtet werden, dass die Länge der einzelnen

Schritte des Walkers wie oben beschrieben beliebig ist und zufällig verteilt auftritt, jedoch
wird die Richtung der Schritte auf die nachstehenden vier Möglichkeiten eingeschränkt:
“vorwärts” - und somit o.B.d.A. in positive x-Richtung, “rückwärts” - also folglich in
negative x-Richtung, “nach links” - in positive y-Richtung, und “nach rechts” - in ne-
gative y-Richtung, sodass sich der Walker innerhalb eines Schritts nie diagonal bewegt.
Außerdem wird hier stets das “Velocity-Model” verwendet, bei dem sich der Walker mit
einer immer konstanten Geschwindigkeit v bewegt, also nie in einer Postion verharrt,
und für einen Schritt der Länge x′ die Zeit t′ = x′

v benötigt. Dies entspricht dem Lévy-
Walk-Model. Der Unterschied zwischen regulären Lévy-Walks und den hier betrachteten
Lévy-Walks unter Einschränkung auf die vier möglichen Richtungen ist an den Beispiel-
haften Pfaden eines jeweils entsprechenden Walkers in den Abbildungen (3) und (4) zu
sehen, die durch eine ähnliche Simulation, wie sie bereits oben genutzt wurde, entstanden
sind.
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Abbildung 3: Weiterer Pfad eines regulären Lévy-Walks mit der Möglichkeit Schritte in
jede beliebige Richtung zu gehen.

Abbildung 4: Pfad eines Lévy-Walks, bei dem jeder Schritt nur in eine der vier Richtun-
gen Hoch, Runter, Rechts und Links gehen kann.

Des weiteren ist das Ziel in Anlehnung an die Arbeit von Prof. Dr. Michael Schmie-
deberg, Prof. Dr. Vasily Yu Zaburdaev und Prof. Dr. Holger Stark zu Momenten und
Skalierungsordnungen bei Random Walks [7] eine systematische Analyse der aus diesen
Voraussetzungen resultierenden Wahrscheinlichkeitsverteilung, die nun im Vergleich zu
regulären Lévy-Walks, bei denen die einzelnen Schritte nicht auf die genannten vier Rich-
tungen eingeschränkt sind, nicht mehr isotrop zu sein hat, also nicht ausschließlich vom
Abstand

∣∣∣~r′∣∣∣ zum Startpunkt abzuhängen hat.
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2 Herleitung der Formeln

Ausgehend von einem Random Walker, der im Punkt ~r = ~0 zum Zeitpunkt t = 0 startet,
für dessen Verteilung also P (~r, 0) = δ(~r) gilt, kann die Wahrscheinlichkeit f(t) für einen
Schritt der Dauer [t, t+ dt] mit dem Potenzgesetz

f(t) =
µ

(1 + t)µ+1
(1)

beschrieben werden, wobei µ > 0 gilt.
Da die vier möglichen Richtungen ±x und ±y für eine Bewegung mit der gleichen

Wahrscheinlichkeit auftreten und das Eintreten einer Richtung die anderen drei Richtun-
gen ausschließt, kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung g(~r) für einen Schritt in positive
bzw. negative x-Richtung oder in positive bzw. negative y-Richtung gegeben werden
durch

g(x′, y′, t′) =
1

4

(
δ

(
t′ − |x

′|
v

)
δ
(
y′
)

+ δ
(
x′
)
δ

(
t′ − |y

′|
v

))
· f
(
t′
)

=
1

4

(
δ

(
t′ − x′

v

)
δ
(
y′
)

+ δ

(
t′ +

x′

v

)
δ
(
y′
)

+δ
(
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)
δ

(
t′ − y′

v

)
+ δ

(
x′
)
δ

(
t′ +

y′

v

))
· f
(
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)
.

(2)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte Q(~r, t) bzw. Q(x, y, t) steht für den Fall, dass ein Schritt
an einer Position im Bereich zwischen ~r und ~r+ d~r und zu einem Zeitpunkt im Intervall
[t, t+ dt] endet. Q(~r−~r′, t−t′) bzw. Q(x−x′, y−y′, t−t′) ist dabei die Wahrscheinlichkeit,
dass der vorherige Schritt am Punkt ~r−~r′ und zum Zeitpunkt t−t′ endete. Die Integration
von Q (x− x′, y − y′, t− t′) über alle möglichen Schritte ~r′ bzw. x′ und y′, sowie über
alle möglichen Bewegungsdauern t′ liefert die Gleichung für Q (x, y, t):

Q(x, y, t) =

∫∫
dx′dy′

∫ t

0
dt′Q

(
x− x′, y − y′, t− t′

)
· g
(
x′, y′, t′

)
+ δ (x) δ (y) δ (t)

=

∫∫
dx′dy′

∫ t

0
dt′Q

(
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)
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δ
(
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v
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v
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(
t′ + y′

v

))
· f (t′)

 = g (x′, y′, t′)
(vgl. (2))
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=
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(3)
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~r′ bzw. x′ und y′ stellen dabei den Positionswechsel durch den vollzogenen Schritt dar,
der mit der Wahrscheinlichkeit g (x′, y′, t′) auftritt. Da im Punkt ~r = ~0 zum Zeitpunkt t =
0 gestartet wird, addiert man für den ersten Schritt, der aus dieser Situation hervorgeht,
den Summanden δ (x) δ (y) δ (t), der für alle anderen Schritte 0 ergibt. Für Q (x, y, t)
werden außerdem nur Schritte einer Länge |x′| ≤ vt bzw. |y′| ≤ vt zugelassen, da t
die Gesamtzeit des Systems seit Beginn des ersten Schritts bezeichnet und da durch die
Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit die Laufdistanz und die vergangene Zeit fest
verknüpft sind, was bedeutet, dass die “Entfernung” zum Ausgangspunkt ~r = ~0, also
der Betrag der Position - was

∣∣∣~r′∣∣∣ bezeichnet - bzw. der Betrag der Koordinaten - also
|x′| oder |y′| - nur dann gleich v · t ist, wenn bisher nur der erste Schritt zurückgelegt
wurde, oder aber alle Schritte, die bis zu diesem Zeitpunkt erfolgten, in dieselbe Richtung
gingen. In allen anderen Fällen gilt

∣∣∣~r′∣∣∣ � vt. Aus
∣∣∣~r′∣∣∣ ≤ vt folgt direkt, dass |x′| ≤ vt

und |y′| < vt bzw. |x′| < vt und |y′| ≤ vt, da sich der Walker nie “diagonal” bewegen
kann, sondern immer nur in ±x- oder ±y-Richtung, oder anders ausgedrückt:

0 < |x′| ≤ vt⇔
{

|x′| = vt
0 < |x′| < vt

=⇒
=⇒

|y′| = 0
0 < |y′| < vt

}
⇔ |y′| < vt (4)

oder entsprechend

|x′| < vt⇔
{

0 < |x′| < vt
|x′| = 0

=⇒
=⇒

0 < |y′| < vt
|y′| = vt

}
⇔ 0 < |y′| ≤ vt , (5)

für alle t > 0. Gleichheit kann also nur bei ausschließlicher Bewegung in + bzw. -x-
Richtung oder eben in + bzw. -y-Richtung auftreten und selbstverständlich zu Beginn,
noch vor dem ersten Schritt, dieser triviale Fall soll hier jedoch nicht weiter betrachtet
werden.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion P (~r, t), bzw. P (x, y, t) ergibt sich mitQ (~r, t),
bzw. Q (x, y, t), sowie der Wahrscheinlichkeit

G
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)

+δ
(
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+ δ

(
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v

))
f
(
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)
,

(6)

dass die Schrittlänge größer als |x|, bzw. |y| ist, zu:
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P (x, y, t) =

∫∫
|x′|,|y′|≤vt

dx′dy′
∫ t

0
dt′Q

(
x− x′, y − y′, t− t′

)
·G
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x′, y′, t′

)
=

∫∫
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)
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)
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v
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· δ (x̃) · f
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− ỹ
v
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(7)

(Eine ausführlichere Berechnung findet sich im Anhang unter Punkt A)
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2.1 Berechnung im Fourier-Laplace-Raum

Mit Hilfe der Fourier-Laplace-Transformation und unter Anwendung der Faltungsregeln
erhalten wir schließlich

P̄ (kx, ky, s) =F (L (P (x, y, t)))

=F

(
L

(∫∫
|x|,|y|≤vt

dx′dy′
∫ t

0
dt′Q

(
x− x′, y − y′, t− t′

)
G
(
x′, y′, t′

)))
P̄ (kx, ky, s) =Q̄ (kx, ky, s) · Ḡ (kx, ky, s) .

(8)

Die genauere Berechnung der einzelnen Faktoren von P̄ (kx, ky, s), also der Fourier-
Laplace-Transformationen der WahrscheinlichkeitsdichtenQ (x, y, t) und der Wahrschein-
lichkeit G (x, y, t) einer Schrittlänge größer als |x|, bzw. |y| geschieht wie folgt. Zunächst
berechnet sich Ḡ (kx, ky, s) zu

Ḡ (kx, ky, s) =F (L (G (x, y, t)))

=F
(
L
(

1−
∫∫
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4
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)
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)
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1
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∫ ∞
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∫ ∞
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∫ ∞

0
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1

4
· δ
(
x′
)
δ

(
t′ +

y′

v

)
· f
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; y′ < 0

(9)
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=F
(

1

2πs

− 1

4
·
∫∫

dx′dy′
∫ ∞

0
dt′e−2πst′ · δ

(
t′ − x′

v

)
δ
(
y′
)
· f
(
t′
)
; x′ > 0

− 1

4
·
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∫ ∞

0
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v
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∫ ∞
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v
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)
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∫ ∞

0
dt′e−2πst′ · δ

(
x′
)
δ

(
t′ − |y

′|
v
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))
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(
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2
·
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dx′dy′e−2πsx
′
v · δ

(
y′
)
· f
(
x′

v

)
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2
·
∫∫
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′
v · δ

(
x′
)
· f
(
y′

v

))
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(
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− 1

2
·
∫
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·
∫
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∫
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∫
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∫
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·
∫
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,

(10)

wobei die einzelnen Fourier-Transformationen folgendes ergeben:

F
(

1

2πs

)
(kx, ky) =

δ (kx) δ (ky)

2πs
, (11)
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F
(

1

2
·
∫

dx′e−2πsx
′
v · f

(
x′

v

))
=
µ

2
· F

(∫
dx′e−2πsx

′
v · 1(

1 + x′

v

)µ+1

)

=
µ

2
·


∫

dx′e−2πs 1
v
x′ · 1(

1+x′
v

)µ+1

∣∣∣∣∣
x′=kx

i · kx

+π ·
∫

dx′e−2πsx
′
v · 1(

1 + x′

v

)µ+1

∣∣∣∣∣
x′=0

·δ (kx)

)

=
µ

2
·

(2π)µ
(
−e2πs

)
v
(
v+kx
v

)−µ ( s(v+kx)
v

)µ
Γ
(
−µ, 2πs(v+kx)

v

)
i · kx

+ π · (2π)µ ·
(
−e2πs

)
· v ·

(
v + 0

v

)−µ
·
(
s (v + 0)

v

)µ
·Γ
(
−µ, 2πs (v + 0)

v

)
· δ (kx)

)

=
µ

2
·

(2π)µ
(
−e2πs

)
v
(
v+kx
v

)−µ ( s(v+kx)
v

)µ
Γ
(
−µ, 2πs(v+kx)

v

)
i · kx

+π · (2π)µ ·
(
−e2πs

)
· v · sµ · Γ (−µ, 2πs) · δ (kx)

)
(12)
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und analog

F
(

1

2
·
∫

dy′e−2πs y
′
v · f

(
y′

v

))
=
µ

2
· F

∫ dy′e−2πs y
′
v · 1(

1 + y′

v

)µ+1



=
µ

2
·


∫

dy′e−2πs 1
v
y′ · 1(

1+ y′
v

)µ+1

∣∣∣∣∣
y′=ky

i · ky

+π ·
∫

dy′e−2πs y
′
v · 1(

1 + y′

v

)µ+1

∣∣∣∣∣
y′=0

·δ (ky)


·Γ
(
−µ, 2πs (v + 0)

v

)
· δ (ky)

)

=
µ

2
·

(2π)µ
(
−e2πs

)
v
(
v+ky
v

)−µ ( s(v+ky)
v

)µ
Γ
(
−µ, 2πs(v+ky)

v

)
i · ky

+π · (2π)µ ·
(
−e2πs

)
· v · sµ · Γ (−µ, 2πs) · δ (ky)

)
.
(13)

12



Die ausführliche Berechnung des zweiten Faktors von P̄ (kx, ky, s) aus Gleichung (8)
mittels der Fourier-Laplace-Transformation von Q (x, y, t) verläuft durch Beachtung der
Rechenregeln für Fourier- bzw. Laplace-Transformationen bei Verschiebung sowie durch
lösen der auftretenden Integrale folgendermaßen:

Q̄ (kx, ky, s)) =F (L (Q (x, y, t)))

=

∫∫
dxdyei2π(kxx+kyy) ·

∫ ∞
0

dte−2πst ·Q (x, y, t)

=

∫∫
dxdyei2π(kxx+kyy) ·

∫ ∞
0

dte−2πst ·
∫∫

dx′dy′(
Q

(
x− x′, y − y′, t− x′

v

)
· δ
(
y′
)
f

(
x′

v

)
+Q

(
x− x′, y − y′, t+

x′

v

)
· δ
(
y′
)
f

(
−x
′

v

)
+Q

(
x− x′, y − y′, t− y′

v

)
· δ
(
x′
)
f

(
y′

v

)
+Q

(
x− x′, y − y′, t+

y′

v

)
· δ
(
x′
)
f

(
−y
′

v

))
+ δ (x) δ (y) δ (t)

=

∫∫
dxdyei2π(kxx+kyy) ·

∫∫
dx′dy′

·
∫ ∞

0
dte−2πst︸ ︷︷ ︸

Laplace-Trafo

·

Q
x− x′, y − y′, t −x

′

v︸︷︷︸
Verschiebung

 · δ (y′) f (x′v
)

+Q

x− x′, y − y′, t +
x′

v︸︷︷︸
Versch.

 · δ (y′) f (−x′v
)

+Q

x− x′, y − y′, t −y′v︸︷︷︸
Versch.

 · δ (x′) f (y′v
)

+Q

x− x′, y − y′, t +
y′

v︸︷︷︸
Versch.

 · δ (x′) f (−y′v
)+ δ (x) δ (y) δ (t)

(14)
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=

∫∫
dxdy

∫∫
dx′dy′ei2π(kxx+kyy)

·
(
e−2πsx

′
v · Q̃

(
x− x′, y − y′, s

)
· δ
(
y′
)
f

(
x′

v

)
+ e2πsx

′
v · Q̃

(
x− x′, y − y′, s

)
· δ
(
y′
)
f

(
−x
′

v

)
+ e−2πs y

′
v · Q̃

(
x− x′, y − y′, s

)
· δ
(
x′
)
f

(
y′

v

)
+e2πs y

′
v · Q̃

(
x− x′, y − y′, s

)
· δ
(
x′
)
f

(
−y
′

v

))
+ δ (x) δ (y) · 1

=

∫∫
dx′dy′

∫∫
dxdyei2π(kxx+kyy)︸ ︷︷ ︸

Fourier-Trafo

·

e−2πsx
′
v · Q̃

x −x′︸︷︷︸
Versch.

, y −y′︸︷︷︸
Versch.

, s

 · δ (y′) f (x′
v

)

+ e2πsx
′
v · Q̃

x −x′︸︷︷︸
Versch.

, y −y′︸︷︷︸
Versch.

, s

 · δ (y′) f (−x′
v

)

+ e−2πs y
′
v · Q̃

x −x′︸︷︷︸
Versch.

, y −y′︸︷︷︸
Versch.

, s

 · δ (x′) f (y′
v

)

+e−2πs y
′
v · Q̃

x −x′︸︷︷︸
Versch.

, y −y′︸︷︷︸
Versch.

, s

 · δ (x′) f (−y′
v

)+ δ (x) δ (y)

=

∫∫
dx′dy′

(
e−i2π(kxx′+kyy′) · e−2πsx

′
v · Q̄ (kx, ky, s) · δ

(
y′
)
f

(
x′

v

)
+ e−i2π(kxx′+kyy′) · e2πsx

′
v · Q̄ (kx, ky, s) · δ

(
y′
)
f

(
−x
′

v

)
+ e−i2π(kxx′+kyy′) · e−2πs y

′
v · Q̄ (kx, ky, s) · δ

(
x′
)
f

(
y′

v

)
+e−i2π(kxx′+kyy′)e2πs y

′
v · Q̄ (kx, ky, s) · δ

(
x′
)
f

(
−y
′

v

))
+ 1 · 1

(15)

Zur weiteren Berechnung wird eine zusätzliche Fourier-Transformation und -Rücktransformation
eingefügt:
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=

∫∫
dx′dy′Q̄ (kx, ky, s)

·
(
F−1

(
F
(
f

(
x′′

v

))(
k′x, k

′
y

)) (
x′, y′

)
· e−i2π(kxx′+kyy′) · e−2πsx

′
v · δ

(
y′
)

+ F−1

(
F
(
f

(
−x
′′

v

))(
k′x, k

′
y

)) (
x′, y′

)
· e−i2π(kxx′+kyy′) · e2πsx

′
v · δ

(
y′
)

+ F−1

(
F
(
f

(
y′′

v

))(
k′x, k

′
y

)) (
x′, y′

)
· e−i2π(kxx′+kyy′) · e−2πs y

′
v · δ

(
x′
)

+F−1

(
F
(
f

(
−y
′′

v

))(
k′x, k

′
y

)) (
x′, y′

)
· e−i2π(kxx′+kyy′) · e2πs y

′
v · δ

(
x′
))

+ 1

=

∫∫
dx′dy′Q̄ (kx, ky, s)

·
(∫∫

dk′xdk
′
ye
i2π(k′x·x′+k′y ·y′)F

(
f

(
x′′

v

))(
k′x, k

′
y

)
· e−i2π(kxx′+kyy′) · e−2πsx

′
v · δ

(
y′
)

+

∫∫
dk′xdk

′
ye
i2π(k′x·x′+k′y ·y′)F

(
f

(
−x
′′

v

))(
k′x, k

′
y

)
· e−i2π(kxx′+kyy′) · e2πsx

′
v · δ

(
y′
)

+

∫∫
dk′xdk

′
ye
i2π(k′x·x′+k′y ·y′)F

(
f

(
y′′

v

))(
k′x, k

′
y

)
· e−i2π(kxx′+kyy′) · e−2πs y

′
v · δ

(
x′
)

+

∫∫
dk′xdk

′
ye
i2π(k′x·x′+k′y ·y′)F

(
f

(
−y
′′

v

))(
k′x, k

′
y

)
·e−i2π(kxx′+kyy′) · e2πs y

′
v · δ

(
x′
))

+ 1

=

∫∫
dk′xdk

′
y

∫∫
dx′dy′Q̄ (kx, ky, s)

·
(
F
(
f

(
x′′

v

))(
k′x, k

′
y

)
· ei2πx′(k′x−kx+ i2πs

v ) · ei2πy′(k′y−ky) · δ
(
y′
)

+ F
(
f

(
−x
′′

v

))(
k′x, k

′
y

)
· ei2πx′(k′x−kx−

i2πs
v ) · ei2πy′(k′y−ky) · δ

(
y′
)

+ F
(
f

(
y′′

v

))(
k′x, k

′
y

)
· ei2πx′(k′x−kx) · ei2πy′(k′y−ky+ i2πs

v ) · δ
(
x′
)

+F
(
f

(
−y
′′

v

))(
k′x, k

′
y

)
· ei2πx′(k′x−kx) · ei2πy′(k′y−ky−

i2πs
v ) · δ

(
x′
))

+ 1

(16)
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=

∫∫
dk′xdk

′
yQ̄ (kx, ky, s)

·

F
f (x′′

v

) ∣∣∣∣∣
y′′=0

(k′x, k′y) · δ(k′x − kx +
i2πs

v

)
· ei2π·0·(k′y−ky)

+ F

f (−x′′
v

) ∣∣∣∣∣
y′′=0

(k′x, k′y) · δ(k′x − kx − i2πs

v

)
· ei2π·0·(k′y−ky)

+ F

(
f

(
y′′

v

) ∣∣∣∣∣
x′′=0

)(
k′x, k

′
y

)
· ei2π·0·(k′x−kx) · δ

(
k′y − ky +

i2πs

v

)

+F

(
f

(
−y
′′

v

) ∣∣∣∣∣
x′′=0

)(
k′x, k

′
y

)
· ei2π·0·(k′x−kx) · δ

(
k′y − ky −

i2πs

v

))
+ 1

=

∫∫
dk′xdk

′
yQ̄ (kx, ky, s)

·

F
f (x′′

v

) ∣∣∣∣∣
y′′=0

(k′x, k′y) · δ(k′x − kx +
i2πs

v

)
· 1

+ F

f (−x′′
v

) ∣∣∣∣∣
y′′=0

(k′x, k′y) · δ(k′x − kx − i2πs

v

)
· 1

+ F

(
f

(
y′′

v

) ∣∣∣∣∣
x′′=0

)(
k′x, k

′
y

)
· 1 · δ

(
k′y − ky +

i2πs

v

)

+F

(
f

(
−y
′′

v

) ∣∣∣∣∣
x′′=0

)(
k′x, k

′
y

)
· 1 · δ

(
k′y − ky −

i2πs

v

))
+ 1

(17)
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=Q̄ (kx, ky, s) · F

f
(
x′′

v

) ∣∣∣∣∣
y′′=0︸ ︷︷ ︸

=:A1


kx − i2πs

v
, ky︸ ︷︷ ︸

=:α1


︸ ︷︷ ︸

=:f̄A1,α1
(kx,ky ,s)

+ Q̄ (kx, ky, s) · F

f
(
−x
′′

v

) ∣∣∣∣∣
y′′=0︸ ︷︷ ︸

=:A2


kx +

i2πs

v
, ky︸ ︷︷ ︸

=:α2


︸ ︷︷ ︸

=:f̄A2,α2
(kx,ky ,s)

+ Q̄ (kx, ky, s) · F

f
(
y′′

v

) ∣∣∣∣∣
x′′=0︸ ︷︷ ︸

=:B1


kx, ky − i2πs

v︸ ︷︷ ︸
=:β1


︸ ︷︷ ︸

=:f̄B1,β1
(kx,ky ,s)

+ Q̄ (kx, ky, s) · F

f
(
−y
′′

v

) ∣∣∣∣∣
x′′=0︸ ︷︷ ︸

=:B2


kx, ky +

i2πs

v︸ ︷︷ ︸
=:β2


︸ ︷︷ ︸

=:f̄B2,β2
(kx,ky ,s)

+ 1

=Q̄ (kx, ky, s) · f̄A1,α1 (kx, ky, s)

+ Q̄ (kx, ky, s) · f̄A2,α2 (kx, ky, s)

+ Q̄ (kx, ky, s) · f̄B1,β1 (kx, ky, s)

+ Q̄ (kx, ky, s) · f̄B2,β2 (kx, ky, s) + 1.

(18)

Um einen Ausdruck für Q̄ (kx, ky, s) zu erhalten, der in Gleichung (8) eingesetzt werden
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kann, wird vorstehende Formel nach Q̄ (kx, ky, s) umgestellt:

Q̄ (kx, ky, s)) =Q̄ (kx, ky, s) · f̄A1,α1(kx, ky, s)

+ Q̄ (kx, ky, s) · f̄A2,α2(kx, ky, s)

+ Q̄ (kx, ky, s) · f̄B1,β1(kx, ky, s)

+ Q̄ (kx, ky, s) · f̄B2,β2(kx, ky, s) + 1

=Q̄ (kx, ky, s) ·
(
f̄A1,α1(kx, ky, s) + f̄A2,α2(kx, ky, s)

+f̄B1,β1(kx, ky, s) + f̄B2,β2(kx, ky, s)
)

+ 1

⇔1 =Q̄ (kx, ky, s) ·
[
1−

(
f̄A1,α1(kx, ky, s) + f̄A2,α2(kx, ky, s)

+f̄B1,β1(kx, ky, s) + f̄B2,β2(kx, ky, s)
)]

⇔ Q̄(kxky, s) =
1

1−
(
f̄A1,α1 + f̄A2,α2 + f̄B1,β1 + f̄B2,β2

) .

(19)

Die auftretenden Fourier-Transformationen entsprechen

f̄Ai,αi (kx, ky, s) =

∫ ∞
−∞

dỹ′F

(
µ · e∓4π2·sx

′
v(

1± x̃′

v

)µ+1

)
(kx), (20)

für i ∈ {1, 2}, und

f̄Bi,βi (kx, ky, s) =

∫ ∞
−∞

dx̃′F

 µ · e∓4π2·s y
′
v(

1± ỹ′

v

)µ+1

 (ky), (21)

für i ∈ {1, 2}.
(Eine ausführlichere Berechnung findet sich im Anhang unter Punkt B)

Schließlich ergibt sich für P̄ (kx, ky, s) durch Einsetzen von Q̄ (kx, ky, s) aus Gleichung
(19) in (8), sowie mit Ḡ (kx, ky, s)

P̄ (kx, ky, s) =
1

1−
(
f̄A1,α1 + f̄A2,α2 + f̄B1,β1 + f̄B2,β2

) · Ḡ (kx, ky, s), (22)

mit den oben angeführten Fourier-Transformationen für die f̄Ci,γi , wobei
Ci ∈ {A1, A2, B1, B2} und γi ∈ {α1, α2, β1, β2}.
Wird auch noch Ḡ (kx, ky, s) eingesetzt folgt

P̄ (kx, ky, s) =

F
(

1
2πs

)
−F

(
1
2 ·
∫

dx′e−2πsx
′
v · f

(
x′

v

))
−F

(
1
2 ·
∫

dy′e−2πs y
′
v · f

(
y′

v

))
1−

(
f̄A1,α1 + f̄A2,α2 + f̄B1,β1 + f̄B2,β2

) .

(23)
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Insgesamt konnte die Fourier-Laplace-Transformation der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungsfunktion, P̄ (kx, ky, s) somit berechnet werden zu:

P̄ (kx, ky, s) =
Z

N
, (24)

wobei

Z =F
(

1

2πs

)
−F

(
1

2
·
∫

dx′e−2πsx
′
v · f

(
x′

v

))
−F

(
1

2
·
∫

dy′e−2πs y
′
v · f

(
y′

v

))
(25)

und

N =1−

F
f (x′′

v

) ∣∣∣∣∣
y′′=0

(kx − i2πs

v
, ky

)
+ F

f (−x′′
v

) ∣∣∣∣∣
y′′=0

(kx +
i2πs

v
, ky

)

+F

(
f

(
y′′

v

) ∣∣∣∣∣
x′′=0

)(
kx, ky −

i2πs

v

)
+ F

(
f

(
−y
′′

v

) ∣∣∣∣∣
x′′=0

)(
kx, ky +

i2πs

v

))
.

(26)
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2.2 Rücktransformation

Die inverse Fourier-Laplace-Transformation von P̄ (kx, ky, s) aus Gleichung (24) kann für
gewöhnlich nicht berechnet werden. Sie kann aber dennoch durch Näherungen ansatz-
weise bestimmt werden. Hierzu wird P̄ (kx, ky, s) zunächst im Limes |k| → 0 ausgewer-
tet, um dann im nächsten Schritt das Ergebnis für s → 0 zu berechnen. Gerade im
Velocity-Model ist die Reihenfolge der Limes-Berechnungen normalerweise entscheidend
und nicht vertauschbar. Die Grenzwertberechnungen für kleine k, bzw. s von Zähler und
Nenner werden dabei getrennt vorgenommen, sodass unter Verwendung der Gleichung
(1) ein genäherter Ausdruck für den Zähler F

(
1

2πs

)
− F

(
1
2 ·
∫

dx′e−2πsx
′
v · f

(
x′

v

))
−

F
(

1
2 ·
∫

dy′e−2πs y
′
v · f

(
y′

v

))
in Abhängigkeit von v und für gegebenenfalls verschiedene

Intervalle der Variablen µ entsteht, wie auch für den Nenner

1−

F
f (x′′v )

∣∣∣∣∣
y′′=0

(kx − i2πs
v , ky

)
+ F( ...

, ebenfalls in Abhängigkeit von v und

für entsprechende Intervalle von µ, sodass für die resultierenden Intervalle von µ die
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunkton P̄ (kx, ky, s) als
P̄ (kx, ky, s) ≈ Näherung des Zähler vonP̄ (kx,ky ,s)

Näherung des Nenner vonP̄ (kx,ky ,s)
angegeben werden kann.

3 Zusammenfassung

Durch Betrachtung und unter Einschränkung von Lévy-Walks, einer Unterklasse der
Random Walks, auf die Richtungen ±x und ±y - deren charakteristisches Aussehen und
der Unterschied zu normalen Random bzw. Lévy-Walks in den Abbildungen (1) bis (4)
in der Einleitung abgebildet ist - wurde anknüpfend an die Arbeit von Prof. Dr. Michael
Schmiedeberg, Prof. Dr. Vasily Yu Zaburdaev und Prof. Dr. Holger Stark zu Momen-
ten und Skalierungsordnungen bei Random Walks [7] dieser neue Spezialfall untersucht
und es konnte eine allgemeine Formel für die Berechnung der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungsfunktion P̄ (kx, ky, s) im Fourier-Laplace-Raum hergeleitet werden, wie auch eine
kurze Diskussion über die näherungsweise Bestimmung der Rücktransformierten angege-
ben werden konnte.
Für jeden Schritt der Dauer [t, t+ dt] wurde seine Wahrscheinlichkeit dabei mit dem
Potenzgesetz f (t) = µ

(1+t)µ+1 beschrieben, das das Ergebnis der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungsfunktion maßgeblich beeinflusst.
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4 Anhang

A

Die ausführliche Berechnung der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion P (x, y, t) zu
Gleichung (7) erfolgt folgendermaßen:

P (x, y, t) =

∫∫
|x′|,|y′|≤vt

dx′dy′
∫ t

0
dt′Q

(
x− x′, y − y′, t− t′

)
·G
(
x′, y′, t′

)
=

∫∫
|x′|,|y′|≤vt

dx′dy′
∫ t

0
dt′Q

(
x− x′, y − y′, t− t′

)
·
(

1−
∫∫

dx̃dỹ
1

4

(
δ

(
t′ − x̃

v

)
δ (ỹ) + δ

(
t′ +

x̃

v

)
δ (ỹ)

+δ (x̃) δ

(
t′ − ỹ

v

)
+ δ (x̃) δ

(
t′ − ỹ

v

))
f
(
t′
))

=

∫∫
|x′|,|y′|≤vt

dx′dy′
∫ t

0
dt′Q

(
x− x′, y − y′, t− t′

)
−
∫∫
|x′|,|y′|≤vt

dx′dy′
∫∫

dx̃dỹ

∫
dt′Q

(
x− x′, y − y′, t− t′

)
·1
4

(
δ

(
t′ − x̃

v

)
δ (ỹ) + δ

(
t′ +

x̃

v

)
δ (ỹ)

+δ (x̃) δ

(
t′ − ỹ

v

)
+ δ (x̃) δ

(
t′ − ỹ

v

))
f
(
t′
)

=

∫∫
|x′|,|y′|≤vt

dx′dy′
∫ t

0
dt′Q

(
x− x′, y − y′, t− t′

)
−
∫∫
|x′|,|y′|≤vt

dx′dy′
∫∫

dx̃dỹ

1

4
·
(
Q

(
x− x′, y − y′, t− x̃

v

)
· δ (ỹ) · f

(
x̃

v

)
+Q

(
x− x′, y − y′, t+

x̃

v

)
· δ (ỹ) · f

(
− x̃
v

)
+Q

(
x− x′, y − y′, t− ỹ

v

)
· δ (x̃) · f

(
ỹ

v

)
+Q

(
x− x′, y − y′, t+

ỹ

v

)
· δ (x̃) · f

(
− ỹ
v

))

(27)
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B

Die ausführliche Berechnung der vier auftretenden Fouriertransformationen f̄Ci,γi (kx, ky, s),
mit Ci ∈ {A1, A2, B1, B2} und γi ∈ {α1, α2, β1, β2}, in den Gleichungen (18) bis (21) ver-
läuft wie folgt:

f̄A1,α1 (kx, ky, s) =F

f
(
x′′

v

) ∣∣∣∣∣
y′′=0︸ ︷︷ ︸

=:A1


kx − i2πs

v
, ky︸ ︷︷ ︸

=:α1



=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dx̃′dỹ′f
(
x̃′

v

)
e−i2πx̃

′·(kx− i2πsv ) · e−i2πỹ′·ky
∣∣∣∣∣
ỹ′=0

=

∫ ∞
−∞

dỹ′
∫ ∞
−∞

dx̃′
µ · e−4π2sx

′
v

(1 + x̃′

v )µ+1
· e−i2πx̃′·kx︸ ︷︷ ︸

Fourier-Trafo

· e−i2π·0·ky

=

∫ ∞
−∞

dỹ′F

(
µ · e−4π2sx

′
v

(1 + x̃′

v )µ+1

)
(kx) · 1,

(28)

f̄A2,α2 (kx, ky, s) =F

f
(
−x
′′

v

) ∣∣∣∣∣
y′′=0︸ ︷︷ ︸

=:A2


kx +

i2πs

v
, ky︸ ︷︷ ︸

=:α2



=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dx̃′dỹ′f
(
− x̃
′

v

)
e−i2πx̃

′·(kx+ i2πs
v ) · e−i2πỹ′·ky

∣∣∣∣∣
ỹ′=0

=

∫ ∞
−∞

dỹ′
∫ ∞
−∞

dx̃′
µ · e4π2sx

′
v

(1− x̃′

v )µ+1
· e−i2πx̃′·kx︸ ︷︷ ︸

Fourier-Trafo

· e
−i2π· 0︸︷︷︸ ·ky

=

∫ ∞
−∞

dỹ′F

(
µ · e4π2sx

′
v

(1− x̃′

v )µ+1

)
(kx) · 1,

(29)
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f̄B1,β1 (kx, ky, s) =F

f
(
y′′

v

) ∣∣∣∣∣
x′′=0︸ ︷︷ ︸

=:B1


kx, ky − i2πs

v︸ ︷︷ ︸
=:β1


=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dx̃′dỹ′f
(
ỹ′

v

)
e−i2πx̃

′·kx · e−i2πỹ′·(ky−
i2πs
v )

∣∣∣∣∣
x̃′=0

=

∫ ∞
−∞

dx̃′
∫ ∞
−∞

dỹ′
µ · e−4π2s y

′
v

(1 + ỹ′

v )µ+1
· e−i2π·ỹ′·ky︸ ︷︷ ︸

Fourier-Trafo

· e
−i2π· 0︸︷︷︸ ·kx

=

∫ ∞
−∞

dx̃′F

µ · e−4π2s y
′
v

(1 + ỹ′

v )µ+1

 (ky) · 1

(30)

und

f̄B2,β2 (kx, ky, s) =F

f
(
−y
′′

v

) ∣∣∣∣∣
x′′=0︸ ︷︷ ︸

=:B2


kx, ky +

i2πs

v︸ ︷︷ ︸
=:β2


=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dx̃′dỹ′f
(
− ỹ
′

v

)
e−i2πx̃

′·kx · e−i2πỹ′·(ky+ i2πs
v )

∣∣∣∣∣
x̃′=0

=

∫ ∞
−∞

dx̃′
∫ ∞
−∞

dỹ′
µ · e+4π2s y

′
v

(1− ỹ′

v )µ+1
· e−i2π·ỹ′·ky︸ ︷︷ ︸

Fourier-Trafo

· e
−i2π· 0︸︷︷︸ ·kx

=

∫ ∞
−∞

dx̃′F

µ · e+4π2s y
′
v

(1− ỹ′

v )µ+1

 (ky) · 1.

(31)

23



Beweise

• ( Fourier-Rück-Transformation

f (x, y) =F−1 (F (f (x, y)))

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
F (f) (kx, ky) · ei2π(kxx+kyy)dkxdky

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞︸ ︷︷ ︸
↘


∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞︸ ︷︷ ︸

↙

f
(
x′, y′

)
e−i2π(kxx′+kyy′)dx′dy′︸ ︷︷ ︸

↘

 ei2π(kxx+kyy)dkxdky︸ ︷︷ ︸
↙

; Vertauschen der Integrale

=

↙︷ ︸︸ ︷∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

↘︷ ︸︸ ︷∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f
(
x′, y′

)
ei2πkx(x−x′) · ei2πky(y−y′)

↙︷ ︸︸ ︷
dkxdky

↘︷ ︸︸ ︷
dx′dy′

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f
(
x′, y′

)
δ
(
x− x′

)
· ei2πky(y−y′)dkydx′dy′

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f
(
x′, y′

)
δ
(
x− x′

)
δ
(
y − y′

)
dx′dy′

=

∫ ∞
−∞

f
(
x, y′

)
δ
(
y − y′

)
dy′

=f(x, y)

)

• Integration im k-Raum entspricht Auswertung bei 0 im Real-Raum

f (x, y) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
F (f) (kx, ky) e

i2π(kxx+kyy)dkxdky

f (0, y) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
F (f) (kx, ky) e

i2π(kx·0+ky ·y)dkxdky

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
F (f) (kx, ky) e

i2πkyydkxdky

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
F (f) (kx, ky) dkx︸ ︷︷ ︸

Integration im k-Raum über kx

ei2πkyydky

(32)

• Auswertung bei 0 im k-Raum entspricht Integration im Real-Raum
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Verwende:

F
(∫ t

−∞
f (τ) dτ

)
=

∫ ∞
−∞

f (τ)h (t− τ) dτ

; h (x) =

{
0 ;x < 0

1 ;x ≥ 0
: Heaviside-Funktion

=f (t) ∗ h (t) : Faltung von f und h

mit der Faltungsregel:

F (f (t) ∗ g (t)) =F (f) (s) · F (g) (s)

=

∫ ∞
−∞

f (t) e−i2πstdx ·
∫ ∞
−∞

g (t) e−i2πst

⇒ F
(∫ x

−∞
f
(
x′
)
dx′
)

=F (f (x) ∗ h (x))

=F (f (x)) · F (h (x))

=F (f) (k) ·
(

1

ik
+ πδ (k)

)
=

1

ik
F (f) (k) + π · F (f) (0)︸ ︷︷ ︸

Auswertung bei 0

· δ (k)

(33)
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