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Abstract

Es wird eine Methode entwickelt, mit der sich Geraden in Quadriken fin-
den lassen. Diese benutzt den Schnitt des Tangentialraumes eines Punktes
mit der Quadrik. Davon ausgehend, werden Geraden in Hj3 parallel zu einer
Koordinatenachse x5 in einen Zylinder transformiert. Dafiir wird die Parame-
trisierung von zweidimensionalen orthogonalen Transformationen angesetzt,
die Determinante allerdings nicht auf +1 beschrankt. Diese Transformatio-
nen hangen in einer Ebene durch zo = z senkrecht zu xs nur von z ab.
Die Inversen dieser Transformationen definieren eine Parametrisierung der
Geraden in Hs.

Das Vorgehen wird auf Py iibertragen. Hier gibt es jedoch die zusétzliche
Schwierigkeit, dass keine vollstdndige und explizite Parametrisierung der
Lorentz-Transformationen in drei Dimensionen bekannt ist und so alle Matri-
zen getestet werden mussten. Hierbei fallt auf, dass diese Transformationen
nicht in allen Ebenen existieren.

Im letzten Teil wird untersucht, inwieweit sich Aquivalenzrelationen auf
Quadriken Q,, definieren lassen, deren Aquivalenzklassen die Geraden in Q,,
sind. Fiir H3 und p = 7 ist dies gelungen. Auflerdem wird diskutiert, welche
Probleme sich bei der Verallgemeinerung auf beliebige Dimensionen ergeben.

A methode to find lines in quadrics is developed. It uses the intersection
between the tangent hyperplane and the quadric. With the help of this me-
thode lines in Hj3 are transformed parallel to one of the coordinate axis w9
with a parametrisation of twodimensional orthogonal transformations. The
determiant of those transformations is therefore not restricted to +1. In the
plane x5 = z those transformations only depend on z. With the inverse of
those transformations a parametrisation of the lines in Hj3 is given.

The procedure is transfered to P,. Here one finds further difficulties as
no complete and explizit parametrisation of threedimensional Lorentz trans-
formations are known. Therefore all possible matrices have to be tested.
Surprisingly in some planes no transformations are found.

Finally it is investigated if equivalence relations on quadrics Q,, with lines
in Q,, as equivalence classes can be defined. This is done for Hz and p = 7.
Also problems for a generalisation to arbitary dimensions are discussed.
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1 Lineare Unterraume in Quadriken

Raum und Zeit mit Quanteneigenschaften zu beschreiben ist eine der grofien Heraus-
forderungen, um die Physik auf der Planck-Skala zu verstehen. Ein Ansatz hierfiir sind
endliche, projektive Geometrien mit Biquadriken als fundamentale Objekte [1]. Insbe-
sondere sind hier lineare Unterrdume in Quadriken relevant. Die Anzahl der Geraden
ist dabei schon fiir beliebige Quadriken bekannt, die explizite Form der Geraden jedoch
nicht. In Quadriken in endlichen projektiven Geometrien mit Dimensionen n > 3 liegen
dabei immer Geraden. Die elliptische Quadrik & hat damit eine ausgezeichnete Stellung.
Durch Aquivalenzklassenbildung lisst sich also vielleicht zu begriinden, warum wir in
einer zeitartigen und drei raumartigen Dimensionen leben.

1.1 Anzahl

Die Anzahl N(m;n,w) der Unterrdume II,, der Dimension m einer Quadrik Q, mit
Charakter w in n Dimensionen iiber dem endlichen Kérper F, mit ¢ Elementen ist
durch

[s—m,s| [s—1—m,s—1]_

NI, E2s—1) = N(m;2s — 1,0) = (1)

[1,m+1]_
Ntk Hos) = N 23 —1,2) = PRt ES
— . o [5—m,8]+[s—m,s],
N(ILy,, Pas) = N(m;2s,1) Lo 1 (3)

gegeben[2]. Dabei ist

5], = (+D(g ™ +1)- .- (¢°+1) fiirs>r,
o 1 firs<r

[r,s]_ = {(qr — (g =1)- ..o (¢°=1) fiirs>r,

1 firs <r

Fiir kleine Dimensionen ist dies explizit in Tabelle 1 zu sehen. Es fallt auf, dass die Anzahl
der Geraden pro Punkt der Quadrik Q,, fiir Dimensionen n > 2 immer gleich der Anzahl
der Punkte der Quadrik Q,,_» desselben Charakters ist. Die Tabelle gilt auch fiir ¢ = p”
fiir eine beliebige Primzahl p und eine beliebige Potenz n € N. Im folgenden werden
jedoch nur endliche Kérper F, mit Primzahlordnung betrachtet, weshalb nun einfach
p zur Charakterisierung des Korpers verwendet wird. Die Primzahl p ist 0.B.d.A. im
folgenden immer p = 3 mod 4, sodass —1 eine Nicht-Quadratzahl ist.



Quadrik Punkte Geraden Geraden pro Punkt
Po 0 0 n.d.
Hq 2 0 0
51 0 0 n.d.
Po q+ 1 0 0
Hs (g+1)?2 2(¢+1) 2
& ¢ +1 0 0
Py | (@+Dg+1) ] (¢ + L+ 1) g+1
T I el - (a+1)?
(g +1)( -1) (3+1)(¢*+1)(¢*—1)(g—1)

& = NG ¢ +1
Pe (¢3 -1-1)(1 1) (B+1)(¢? tl))(q 1))( 7*—1) (q + 1)(q2 + 1)
ey (43 +1)( -1 (E+D)(?+1)(g* 1) (¢*-1) (*+1)(¢*-1)

' (¢* +1>(1 I e v
&1 : -1 : (qq D (g-1) (¢+1)(¢*+1)
P (¢* +1)( -1) (*+1)(*+1)(¢*—1)(¢3-1) (3+1)(¢*-1)

8 -1 —1)(q 1) q—1
2 (¢* +1)(q +1) (¢* +1)(q3+ )(@®—1)(g*—1) (q3+1)( -1)

9 q—1 (®>—-1)(¢—1) q—1

Tabelle 1: Anzahl der Geraden in Quadriken geringer Dimension. P, ist eine parabolische
Quadrik im n-dimensionalen projektiven Raum, &, ist eine elliptische Quadrik
im n-dimensionalen projektiven Raum und H,, ist eine hyperbolische Quadrik
im n-dimensionalen projektiven Raum. Die Anzahl der Geraden pro Punkt
ist die Anzahl der durch die Geraden definierten Punkte durch die Anzahl der
Punkte in 9,,.

1.2 Finden von Unterraumen in Quadriken

Im Folgenden bezeichnen Kleinbuchstaben mit Dach a = (ag,...,a,)" € P(n,p) die
homogenen, auf die letzte von Null verschiedene Komponente normierten Koordinaten
des projektiven Raums und GroBbuchstaben A = (ay, ...,a,)" € V(n + 1, p) die Punkte
im n 4 1-dimensionalen Vektorraum iiber dem Korper F,. Weiter wird mit

B :V(n+1,p) — P(n,p), A—a

die Abbildung bezeichnet, die einen Punkt im Vektorraum seiner Aquivalenzklasse im
projektiven Raum zuordnet.

Im Folgenden werden Geraden in Quadriken als einfachste, nicht-triviale Unterrdume
untersucht. Intuitiv liegt eine Gerade [ durch die Punkte a, be Q, in der Quadrik

= {p|F(P) = 0} mit einer quadratischen Form F'(z, ..., z,), wenn

F(A+t(B — A)) =0 fiir alle t € F,. Je nach Zusammenhang bietet es sich auch an,
Quadriken iiber Matrizen zu beschreiben. In diesem Fall gilt Q, = {p| P* QP = 0} mit
einer nicht singuléren, symmetrisierten Matrix Q. Dabei gilt

) Q0 ..oy ) = Flag, ...

(o, -ry ,Tp). (4)



Lemma 1.1: Die Punkte, die durchp = ‘B(A+tB), t € F, undp’ = P(A+t(B—A)), t €
IF, beschrieben werden, liegen auf derselben Geraden I.

Beweis: Es gilt:

U={A+t(B—A))|teF,} C Span{A, B}
V= {A+tB|teF,}  CSpan{A, B}

Auflerdem wird eine Ebene in V' (n + 1, p) auf eine Gerade in P(n,p) abgebildet. O
Die Mengen U und V" aus dem Beweis von Lemma 1.1 enthalten jeweils nur p Elemente.
In U fehlt der Punkt B — A, dessen Aquivalenzklasse jedoch auch in [ liegt und der in

V enthalten ist, und in V fehlt der Punkt B, dessen Aquivalenzklasse jedoch auch in I
liegt und der in U enthalten ist.

Lemma 1.2: Seien a, b € Q, Quadrikpunkte. Die Gerade | = ab liegt genau dann in
Q,, wenn A'QB = 0.

Beweis: In der diagonalisierten Form gilt
A In+1
Q = ns
In+1

in Abhéngigkeit von der Dimension und dem Charakter der Quadrik [3]. Dabei ist 1,41
die Indentitat in n projektiven Dimensionen und

ns In 6
n+l — (_)’t (j

und ¢ eine beliebige Nicht-Quadratzahl. Also gilt
I'Ql=A"'QA+ B'QB + 2tA' QB. (5)
[
Dieses intuitive Konzept wird in [2] verallgemeinert, indem auch Punkte b ¢ Q,, zuge-

lassen werden. Dafiir wird die Funktion G4(X) = F(A+ X) — F(A) — F(X) eingefiihrt.
Mit Gleichung (4) gilt also G4(X) = A*QX, falls & € Q,,. Mit der Menge

Ta:={b|Ga(B) = 0} (6)

wird fiir a € Q, die Tangentenhyperebene zu Q, in a bezeichnet. Eine Tangente ist
dabei eine Gerade, die Q,, in genau einem Punkt schneidet.

Satz 1.3: T4 enthdlt die Punkte der Tangenten zu Q, in a und der Geraden in Q,
durch a.



Beweis: Siehe [2], Theorem 1.11 O

Wenn man also die Geraden, die komplett in einer Quadrik Q,, liegen, finden will,
muss man den Schnitt aus Tangentialraum und Quadrik betrachten.

Lemma 1.4: Firn>2 qlt TpN Q,, = PO, _».
Beweis: Siehe [2], Lemma 1.22, bzw. Abschnitt 4.1 O

Mit Lemma 1.4 ist die Anzahl der Geraden durch einen Quadrikpunkt a, die komplett
in der Quadrik @Q,, liegen, also durch die Anzahl der Punkte in Q,, s gegeben. Dies deckt
sich mit der Einsicht aus Tabelle 1.

2 Die Quadrik H;

Nach Gleichung (2) gibt es in H3 Geraden, aber keine Ebenen.

2.1 Darstellung der Unterrdume von H;

Mit dem Verfahren aus Abschnitt 1.2 konnen nun alle Geraden durch einen Punkt a
bestimmt werden. Man betrachte hierfiir die folgende Menge S;. Mit H* werden dabei
die Punkte im unendlichen bezeichnet.

Definition 2.1: S, = {b € H*|B'QA = 0}

Nach Konstruktion ist durch jeden Punkt § € S; genau eine Gerade [; € Q,, gegeben.
Also gilt mit Lemma 1.4 |S;| = |Qp—2].

Fiir den Fall Q, = Hs gilt also |S;| = 2. Durch jeden Punkt gehen also zwei Ge-
raden. Sei S; = {81, 5}. Dann sind mit Lemma 1.1 die zwei Geraden durch a durch
I ={a+ts |t € F,} und lo = {a + tS2|t € F,} gegeben. Da §; und $; Punkte im
Unendlichen sind, enthalten die Mengen [; und [y alle affinen Punkte der Geraden und
werden im folgenden auch als Geraden bezeichnet.

Zur Veranschaulichung der Geraden wird eine der zwei Geraden ausgewéhlt und par-
allel zur xo-Achse ausgerichtet. Hierfiir wurden Transformationen der Form

a —b 0 0
b a 0 O
0 0 0 1

mit a = a(xs) € F, und b = b(xs) € F, angesetzt. Hierbei wird, in Analogie zu Drehstre-
ckungen, explizit auf die Forderung det(7'(xz3)) = 1 verzichtet. Da nur der linke obere
Block unbekannt ist, geniigt es, die x¢- und die x1- Komponente der Vektoren und die

Matrix ;
a —
Go= (3 V) )



zu betrachten. Um die Symmetrie in x9-Richtung auszunutzen, wird zunéchst der Punkt
ao gewdhlt, der auf der Geraden [; und in der xgzi-Ebene liegt. Dies ist nach dem
folgenden Lemma moglich.

Lemma 2.2: Fine Gerade l, die in der Quadrik Hs in Diagonalform liegt, liegt nicht in
einer Ebene senkrecht zu den Koordinatenachsen.

Beweis: Wéhle 0.B.d.A. die Ebene z = z. Zwei Punkte mit den geforderten Eigen-
schaften haben dann die Koordinaten @ = (ag, a1, 2,1)" und b = (by, b1,2,1)*. Nach
Voraussetzung gilt weiter A*QA =0, B*QB =0 und A'QB = 0 mit Q = 1,.

= ap=1/—1—ai—22 by=1/—1—0b — 22

Eingesetzt in A' QB = 0, folgt (1 + 2%)(ai + b — 2a1b1) = (1 + 2%)(a1 — b1)* = 0. Aus
a; = by folgt dann mit A* QA = 0 und B* QB = 0 auch ay = by. O

Sei a, = (x,y.,2,1)" der affine Punkt, der auf der Geraden mit dem entsprechenden
z-Wert liegt. Im Folgenden wird fiir alle z € I, das Gleichungssystem

b a 00 Y _ Yo
0 0 10 z N z (9)
0O 0 01 1 1

gelost. Dies ist dquivalent zu a = (z, - o + v, - yo)/(z> + y?) und b = (y, - 9 — =, -
o)/ (22 4+ 42). @ kann mit A' QA, = 0 und A QA. = 0 umgeformt werden zu a =
1/(1 + z*). Eine vergleichbare algebraische Vereinfachung wurde fiir b nicht gefunden.
Aus den Berechnungen zeigt sich aber, dass b=z - a = z/(1 + 2?) sein muss. Also gilt:

1—&—1,22 1—7—22 0 0
_z_ 1 00

TEO=1"5 % 19 10)
0 0 01

Die aufgerichteten Geraden sind in Abbildung 1 zu sehen.

Aus Betrachtung der zugehérigen quadratischen Form fiir affine Punkte F(X) = 22 +
x2+x3+1 ldsst sich auf die quadratische Form in den jeweiligen Ebenen zy = z schlieflen.
Durch Normierung erhélt man

x x
F(X) =2 41 11

(X) 1+22+1+22+ (11)
Also werden die xy- und x;-Komponenten fiir ein beliebiges z im Vergleich zur Ebene

29 = 0 um den Faktor \/117 skaliert. Man beachte, dass dieser Faktor im Allgemeinen
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Abbildung 1: Alle durch T'(z) aus Gleichung (10) in zo-Richtung aufgerichteten Geraden
in H3. Die xo-Richtung zeigt dabei nach oben.
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(a) Punkte in der Ebene x5 = 8 der Quadrik Hs (b) Nullstellenmenge der quadratische Form
x3/(1+8%) +27/(1+8%) +1

Abbildung 2: Die Punkte in der Ebene 25 = 8 der Quadrik H3 (a) entsprechen genau der
Nullstellenmenge der quadratischen Form z3/(1+8%)+2%/(1+8%)+1 (b).
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(a) Aufgerichtete Geraden von Hg in Projektion (b) Punkte der Quadrik Ps

auf die zgx1-Ebene

Abbildung 3: Die auf die z¢z;-Ebene projizierten aufgerichteten Geraden in Hjz (a) ent-
sprechen genau den Punkten von P, (b).

nicht existiert, da die Wurzel nicht immer definiert ist. Dieser Zusammenhang ist fiir
= 131 und die Ebene x5 = 8 von Hj3 in Abbildung 2 zu sehen.
Wird der obere Block G, durch den Streckungsfaktor geteilt, erhélt man die Trans-
formation

1 —z
V1422 1422 0 0
6= | T Lo | 12
0 0 01

die, wie sich leicht iiberpriifen lasst, orthogonal ist. Auch diese Transformation existiert
im Allgemeinen aus dem genannten Grund nicht immer.

Die Losungen 2 der Wurzel /1 + 22 = x entsprechen den affinen Punkten der Quadrik
P, mit der zugehérigen quadratischen Form F(x,z) = —x? + 2% + 1. Dies sind p — 1 ver-
schiedene Punkte. Wenn (z, z, 1)t € Py, ist auch (—z, z,1)* € P,. Die Wurzeln existieren
also fiir p%l verschiedene z-Werte.

Abbildung 3 zeigt aulerdem, dass die Geraden projiziert auf die xqz1-Ebene genau den
Punkten von P, entsprechen.

Wie in Abbildung 4 zu sehen ist, wird die zweite Gerade [y durch die Transformation
T'(z) nicht parallel zur xo-Achse aufgerichtet. Werden jedoch die eben beschriebenen
Schritte fiir die Gerade [, ausgefiihrt, erhélt man als Transformation, die I parallel zur
z-Achse aufrichtet, die Transponierte von 7'(z), also

ro-| s
0 0O 01
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Gerade 1 ®

Gerade 2

Gerade 1, transformiert
Gerade 2, transformiert [ ]
Schnittpunkt @

Abbildung 4: In H3 gibt es zwei Geraden durch einen Punkt, die in griin bzw. blau
dargestellt sind. Der Schnittpunkt ist in schwarz hervorgehoben. Die durch
T'(z) aus Gleichung (10) transformierten Punkte der blauen Gerade sind
in cyan zu sehen. Sie liegen nicht mehr auf einer Gerade. Die griine Gerade
wird durch 7'(z) auf die rote Gerade abgebildet. Die verwendete Primzahl

ist p = 131.
Foldes schlédgt in finiten Geometrien die trigonometrischen Funktionen als sin(z) =
== und cos(z) = i;ij vor [1]. Mit
G (eosta) —sin@) ) _ (= 5 14)
¢ sin(z)  cos(x) iaf TF
kann somit z(z) = —2= fiir ¢ {0,1} bestimmt werden. Die Winkel &ndern sich

demnach nur im Vorzeichen, wenn die Gerade [ statt der Gerade [y aufgerichtet wird.
Fiir p = 19 zeigt Tabelle 2 die Winkel.

11



Gerade [; | Gerade [,
z | 2z T
2| =5 2 5
2 4 2| —4
4 6 4| —6
4 3 4| -3
5 9 5| =9
5 2| 5| =2
9 =71 9 7
9| -8 9 8
-2 5| —-2| =5
2| —4| -2 4
—4| —6|—4 6
—4| -3|—4 3
-5 —-9| -5 9
5| —2|-5 2
-9 7T1-9| =7
-9 81 —-9| -8

Tabelle 2: Winkel aus sin(z) = —2— und cos(z) = i;;j und Gleichung (14) fir p = 19.

2.2 Parametrisierung der Unterraume von 73

Neben einer iibersichtlicheren grafischen Darstellung der Quadrikpunkte und Geraden
durch die Transformation mit 7'(z) (G1.10), lassen sich die nicht transformierten Geraden
in H3 mit dem Wissen aus dem vorherigen Abschnitt auch parametrisieren. Hierfiir ist
die Inverse der Transformation 7'(z)

1 2 00

- 2 100
=10 010 (15)

0 00 1

hilfreich.

Satz 2.3: Sei p = (po,p1,0,1)" € Hs beliebig. Die affinen Punkte der zwei Geraden
durch p, die in Hs liegen, sind dann durch

ll = {<p0 + ZP1,P1 — 2Po, %, 1>t | S Fp} (16)
l2 = {<p0 — ZP1,P1 + zZPo, 2, 1>t | S IE?p} (17)
gegeben.

Beweis: Die affinen Punkte der aufgerichteten Gerade durch p sind durch
g = {{po,p1,2, 1)tz € F,} gegeben. T-!(z) angewendet auf g liefert dann /; und
(TH7Y(z) = (T71)!(2) angewendet auf g liefert 5. O

12



Fiir Satz 2.3 gibt es noch einen zweiten Beweis. Hierfiir wird zunéchst gezeigt, dass
jeder Punkt in [y bzw. Iy ein Quadrikpunkt ist. Als néchstes folgt aus A*QB = 0 fiir
beliebige a,b € Iy bzw. a,b € I, und Lemma 1.2 die Aussage.

3 Unterraume von P,

Nach Gleichung (3) gibt es in Py Geraden, aber keine Ebenen. Analog zu

Hs| = (p+1)2=(p+1) - |Po] gilt auch |Py| = (p+ 1)(p* +1) = (p+ 1) - |&|. Tabelle
1 bzw. die Gleichungen (1), (2) und (3) zeigen jedoch, dass im Allgemeinen fiir eine
Quadrik 9, nicht Q,, = (p+1)- Q,_; gilt. Dies legt nahe, dass Py, analog zur Zerlegung
von Hjz in (p+ 1) verschiedene Py, disjunkt in (p + 1) verschiedene Quadriken des Typs
&3 zerlegt werden kann. Hierfiir ist es sicherlich ratsam,

-1 00 00
0 1000
Q=] 0 0100 (18)
0 0010
0 0001
bzw. fiir affine Punkte
F(X)= -2t +a]+a3+a5+1 (19)

anzunehmen. Durch das zusétzliche Minuszeichen sind die Koordinatenachsen nicht
mehr alle dquivalent, sodass Schnitte senkrecht zu verschiedenen Koordinatenachsen
zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren.

Nun kann auch hier versucht werden, eine Gerade [ € P, parallel zu einer Koordina-
tenachse auszurichten. Durch das zusétzliche Minuszeichen liegt es in Analogie zu dem
Fall H3 nahe, eine Lorentz-Transformation mit beliebigem Streckungsfaktor anzuneh-
men. Eine vollstdndige und explizite Parametrisierung von Lorentz-Transformationen
in drei Dimensionen ist uns jedoch nicht bekannt. Fiir kleine Primzahlen lassen sich
jedoch alle Matrizen ausprobieren. Die Geraden durch den Punkt a bekommt man da-
bei wieder aus der Menge S;. Durch die gednderte quadratische Form gilt jetzt jedoch
|Sa] = p + 1. Sollen nun die affinen Punkte von [ parallel zur xz3-Achse ausgerichtet
werden, bietet es sich wieder an, die Symmetrie in x3-Richtung auszunutzen, indem
zunéchst ag = (a0, 01, a02,0,1)" als der Punkt in [ bestimmt wird, bei dem die x3-
Komponente Null ist. Dies ist moglich, da innerhalb einer Ebene der Form &3 keine Ge-
raden liegen. Von einer Transformation 7" wird in diesem Fall gefordert, dass ein Punkt
Ay = (3,0, Oy 15 Qay 2, T3, 1)* auf den Punkt al,. = (ao,0, ao,1, ao,2, 3, 1)* abgebildet wird.

Sei

-1 0 0 0 O
0 1000
M = 0 0100
0 0010
0 0001

13



Dann wird weiterhin

—(TtMT)H = (TtMT)QQ - (TtMT)gg (20)
(T*MT)yy = (T*MT)s5 = 1 (21)
(T*MT);; = 0 sonst (22)

gefordert. Dies ergibt in der Ebene x3 = 0 fiir p = 3 neben der Identitédt noch sieben
weitere verschiedene Lorentz-Transformationen. In der Ebene x3 = 1 sowie in der Ebene
x3 = —1 wird jedoch keine Transformation gefunden, die die geforderten Kriterien erfiillt.

Fiir p = 7 ergibt sich ein dhnliches Bild, wobei zusétzlich in den Ebenen x3 = 42
jeweils 16 Transformationen existieren, die die geforderten Kriterien erfiillen. In den
Ebenen r3 = +1 und x3 = 4+3 werden jedoch keine entsprechenden Transformationen
gefunden. Die Matrix T*MT lautet in den beiden Fillen x5 = 42

—200 0 0
0 200 0

T(£2)MT(£2)=| 0 0 2 0 0 (23)
0 0010
0 000 1

Fiir p = 11 werden in den Ebenen z3 = 0,43, +5 jeweils 24 Transformationen ge-
funden, die die Forderungen aus den Gleichungen (20), (21) und (22) erfiillen. In den
Ebenen x5 = £3 ist T*MT in beiden Fillen

0
T(+3)'MT(+3)=| 0
0

0

S OO = O
SO O = OO
O =R O OO
_ o O O O

—~

[\

i~

SN—

und in den Ebenen z3 = £5

T(£5) MT(£5) =

S O O O
o O Ot O
S O Ot O O
O = O O O
— o O O O
—
[N}
ot
S~—

0

Abschnitt 6.2 im Anhang enthélt die gefundenen Transformationen.
Wird nun z3 = 2z als konstanter Parameter aufgefasst und die quadratische Form in
Gleichung (19) neu normiert, ergibt sich die quadratische Form

x2 $2 $2
F(X)=-—0 ! 2 1. 26
(X) 1+z2+1+22+1+z2+ (26)

Auch hier betragt der Streckungsfaktor H% pro Richtung. Dies legt die Vermutung nahe,
dass die Transformationen in den anderen Ebenen nicht existieren, da die Wurzeln nicht
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definiert sind. In F; ist 2 jedoch ein Quadratzahl, sodass die Transformationen in den
Ebenen z3 = £1 existieren sollten. Dahingegen ist —2 = 1+ 2% mod 7 keine Quadratzahl
in F7. Aulerdem sollte auf den oberen drei Diagonalelementen von T°MT das Inverse
des Quadrates des Streckungsfaktors stehen. Das Inverse von —2 ist jedoch 3 und nicht 2
wie in Gleichung (23).

Fiir groflere Primzahlen steigt die benttigte Rechenzeit leider so stark an, dass es nicht
gelang, weitere Primzahlen zu untersuchen. Insgesamt ist also noch nicht klar, wie sich
die Resultate von H3 auf P, iibertragen lassen. Zur weiteren Untersuchung wére auf je-
den Fall eine vollstdndige und explizite Parametrisierung der Lorentz-Transformationen
sinnvoll. Damit wéren vielleicht Riickschliisse auf die Struktur der gesuchten Transfor-
mationen moglich. Aulerdem sollten sich so groflere Primzahlen untersuchen lassen. In
einem weiteren Schritt konnten auch die Forderungen aus den Gleichungen (20), (21)
und (22) gelockert werden. Insgesamt stellt sich dann auch die Frage, inwieweit es sinn-
voll ist, Py in &3 statt in H3 zu zerlegen. Vor diesem Hintergrund sollte dann auch geklart
werden, was

1Qnl < (p+1) - [Qnl (27)

bedeutet. Gleichung (27) kénnte bedeuten, dass Q,, in diesem Fall nicht disjunkt zerlegt
werden kann. Insgesamt sollten ja fiir alle Schnitte senkrecht zu den Koordinatenachsen

(n — 1)-dimensionale Quadriken gefunden werden und zusétzlich noch eine weitere im
Unendlichen.

4 Zerlegung von Quadriken mit Dimension n > 3

Die einzigen nicht-leeren Quadriken, die keine Geraden enthalten sind, H;, P, und &;
(siche Tabelle 1). Es stellt sich also die Frage, ob eine Aquivalenzrelation auf Q,, definiert
werden kann, die allen Punkten p einer Geraden [ € Q,, eine Aquivalenzklasse zuordnet.
Weiterhin stellt sich die Frage, ob man durch Iteration Hi, Py oder &5 erhilt. Hierfiir
muss zunéchst ein System L aus Geraden [ € Q,, gefunden werden, fiir das gilt

=i (28)

leL

I N ly = ( fiir beliebige l;,ly € Lund ly # . (29)

Lemma 4.1: Wenn L ein System aus Geraden ist, das die Bedingungen aus den Glei-
chungen (28), (29) erfiillt, ist durch a ~ b< a,bele L eine Aquivalenzrelation auf
Q,, gegeben. Wenn die Aquwalenzklassen einer Aquivalenzrelation auf Q,, Geraden in
Q,, sein sollen, muss die Aquivalenzrelation die Bedingungen aus den Gleichungen (28),

(29) erfiillen.

Beweis: Die Reflexivitdt und Symmetrie sind klar.
Sei G ~ b und G ~ p- Dann haben die Geraden ab und a ap einen gemeinsamen Punkt,
also muss ab = ap gelten, was b~ p impliziert.

Umgekehrt erfiillt eine beliebige Aquivalenzrelation R auf Q, durch die Reflexivitit
auch Gleichung (28) .
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Wiire Gleichung (29) nicht erfiillt, gébe es jedoch mindestens ein Geradenpaar [y, [ € L,
sodass 1 N1y # (). Durch die Transitivitit wiirde die Aquivalenzklasse eines beliebigen
Punktes in einer der Geraden also aus beiden Geraden bestehen. O]

Es bleibt also noch zu klédren, ob ein solches System L existiert und wie es gefunden
werden kann. Hierfiir miissen die Geraden durch einen Punkt unterschieden werden. Alle
Geraden durch einen Punkt p sind dabei nach Lemma 1.4 durch PQ,,_» gegeben. Ei-
ne Unterscheidung der Geraden konnte also aufgrund der quadratischen Formen Fgo, , 5
bzw. der zugrunde liegenden Matrix Mg, , 5 von Q,_5 erfolgen. Im Folgenden wird diese
Matrix in Diagonalform mit lA)Qn%ﬁ und in kanonischer Form mit K. 0,_»p bezeichnet.
Die Quadrikpunkte der Diagonalform werden mit Q,,(D) und die der kanonischen Form
mit Q,(K) bezeichnet. Genauso werden Punkte p € Q,, (M) mit p(M) fir M € {D, K}
bezeichnet, wo es wichtig und ansonsten nicht eindeutig ist.

4.1 Beweis Lemma 1.4

Sei U; = (0, ...,0,1,0,...,0), i = 0, ...,n der Vektor mit einer Eins an der ¢ + 1-ten Stelle
und nur Nullen sonst und u; die entsprechende Hyperebene.
SeiP=U,,U,_1 € Q,und Uy, Uy, ...,U,_5 € Tp, sodass Tp = u,,_; und die quadratische
Form von Q,, gleich

F(X) = f(l‘o, ceey $n—1) + Tp_1Zy (30)

ist, wobei f keinen Term in x2_, enthalten soll. Diese Bedingungen sind in der kanoni-
schen Form erfiillt.

Sei f = Zigj ¢i,; v;xj. Gleichung (30) wird fiir den weiteren Beweis zunéchst mit y; = z;
fir¢=0,1,...,n—1und ¥, = @n-1%0 + Qi n—1%1 + ... + Gn-2p—1Tp_2 + T, in

F(Y) = f(y(J? o3 Yn—2, O) T Yn—1Yn
umgeformt, was immer noch durch die kanonische Form erfiillt ist. g, , 5 ist dann

Fo, o5 = f(Y0, - Yn—2,0) (31)

und

Qn_Q(K) = {d | f(a(), ey 9, O) = O, Ap—1 = Qyp = 0} (32)

4.2 Zerlegung von H3

Fiir H3 und p = 7 ist die Matrix K 11,5 Mit der eben erlduterten Wahl von p beispielsweise
durch

0100

. 11000

Bruo=51 00 01 (33)
0010
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p | =3]=2|-1]0|1] 2| 3
1/p| 2] 3|—1|/|1][=3]—-2
P2 2|-3] 1]0]1|-3] 2

Tabelle 3: Elemente von F7; mit ihren Inversen und Quadraten

gegeben. Die Indizes der Matrizen D und K beziehen sich im folgenden Beispiel auf Hs,
sodass sie zu Ms 5 bzw. Ms_o 5, M € {k, D} fiir die zu Hg bzw. Hz_o gehorige Matrix
vereinfacht werden. Die Transformationen, die die Diagonalform Dgf, in die kanonische
Form K3z abbilden, sind

-3 1 0 -2 -3 -3 0 0
- -3 -1 0 2 . 1 -1 -2 2
h= 0 -2 -3 —1 |’ r= 0 0 -3 -3 (34)
0 2 -3 1 -2 2 -1 1
mit R o R
Die Inversen von TI und T 5 sind
11 0 0 1 -2 0 -3
- -2 2 -3 3 - 1 2 0 3
-1 _ -1 _
= 00 1 11’ T = 0 -3 1 2 (36)
-3 3 2 =2 0 3 1 =2

Ty und T bestimmt man in zwei Schritten. Zuerst wird eine Matrix R gesucht, die
die Vorzeichen der Diagonalelemente mit ungeradem Index umdreht. Es gilt

1 00 O
020 3
= 001 O (37)
03 0 -2
und damit, da R symmetrisch ist,
1 00 O
A 0 —10 O
N=RDsp =14 o1 o
0 00 -1
Im néchsten Schritt wird eine Matrix S gesucht, die NV in kanonische Form transformiert.
Es gilt
1 10 O
If1 -10 0
=310 01 1 (38)
0 01 -1
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und damit, wieder da S symmetrisch ist,
Ks; = SNS.
Weitere Details sind im Beweis von Lemma 5.2.1 in [3] zu finden. Insgesamt gilt also

T, = SRund Ty = RS.

Sei p = P(Ty-U,) = (0,2, —3,1)" € Hs(D). Die Hs_5 zugrundeliegende Matrix K3 o
in kanonischer Form ist nach Lemma 1.4

0100
patlo00] o
0000
was durch 7' 1 und TQ zu
1 00 O
Dy gy =Ty K3 zp Tp = % 8 g 8 (1) (40)
01 0 =2

transformiert wird. Diese Matrix hat Rang 2. Mit der zusétzlichen Bedingung aus Glei-
chung (32), xo = z3 = 0, folgt

Hs_o5(D) = {Ty- Uy, To-Ur} = {(=2,3,0,1)%, (2,3,0,1)'}. (41)

Sei U;(D) = Tg - U;. Die affinen Punkte der Geraden durch p sind dann
L ={B(P(D) +t{Us(D) - P(D))) |t € F,} = {(0,2,-3,1)" +#(=3,-2,1,0)"'} (42)
lo = {B(P(D) + t(U (D) — P(D)))|t € F,} = {(0,2,-3,1)" + ¢(3,-2,1,0)"}.  (43)

Sie definieren den Kegel aus Lemma 1.4. Dieser ist in Abbildung 5 zu sehen.
Sei G € H3(D) beliebig und O eine orthogonale Transformation, sodass @ = (0 - P)
gilt. Ds_s,; erhélt man dann durch

D3 54 =0;Ds 5,0} (44)

und

HS—?,& = {O&<27 37 07 1>ta Od<_27 37 07 1>t} (45)

Eine Parametrisierung der orthogonalen Transformationen in drei Dimensionen ist

durch

55)\1/ —+
—0405\V1 — 2 +
—_ )2 — 2 _ 1,2 )2 495
600204/ T — A24/1 — 121 — 12| Gou/1 — A So0a/T — N /T —
—000105v 1 = Nv + S 30010405V 1 — X2v/1 — 124 (46)

51(52)\\/ 1— /Lzy
030410/ 1 — /2 —0203y/1 — 2 O3V

5152(54)\\/1 — [Lz\/l — 2
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Quadrikpunkte
Gerade

o)
a
aa

N

000

Abbildung 5: Die mit Linien verbundenen Quadrikpunkte sind der Schnitt des Tangen-
tialraumes Tp mit der Quadrik Hs. Nach Lemma 1.4 handelt es sich hier-
bei um einen Kegel p Hs o,(D) mit p = (0,2, —3,1)" und Hz_2 (D) wie
in Gleichung (41). Fiir die Geraden ist dabei die Reihenfolge, in der die
Punkte verbunden werden, beliebig. Mit der in Gleichung (42), bzw. (43)
gegebenen Parametrisierung ergibt sich jedoch die gezeigte Nachbarschaft.

gegeben [5], wobei p, A, v € F, und ¢; = £1. Nach Lemma 2.2 geniigt es, die Punkte in
einer Ebene zu betrachten, um alle Geraden der Quadrik H3 zu finden. Die Matrix aus
Gleichung (46) vereinfacht sich also zu

a —=b 0
b a 0
0 0 1
mit
a=M\b=0V1—XN, u=v=1, 0g = +1, ; = 1 sonst, (47)
sodass
a —b 0 0
b a 0 0
Q=19 010 (48)
0O 001
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angenommen werden kann. Dies ist eine Untergruppe der orthogonalen Transformatio-
nen in drei projektiven Dimensionen. Durch die p + 1 verschiedenen Moglichkeiten fiir
a,b € F, aus der Bedingung in Gleichung (47) gibt es p+ 1 dieser Transformationen und
es gilt det(0;) = 1. AuBlerdem ist P(O, - P(D)) € Hs, da

Oa - P(D) = (poa — p1b, pob + pra, pa, 1)

P(D)"' O} D330, P(D) = pja® — 2pop1ab + pib* + pib* + 2poprab + pia®* +p5 +1 =0
mit Gleichung (47). Insgesamt wird also jeder Punkt a einer Ebene im Affinen von H3
durch genau eine Transformation O, erreicht.

Die Bilder der Geraden [; (Gl. (42)) unter den Transformationen O, sind im Anhang
im Abschnitt 6.1 in den Tabellen 4 und 5 zu finden. Ein Vergleich zeigt, dass die durch
Transformation aus /; hervorgehenden Geraden disjunkt sind.

Sei
lo = 0u(lh).
Ein System L auf H3, das die Gleichungen (28) und (29) erfiillt, ist also durch
L={ls|aeHs(D), ag = —3} (49)
gegeben.

Nach Lemma 4.1 sind nun die Geraden in L die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation
~. Es gilt also
7‘[3/ ~= {d € Hg ’ a9 — —3} = PQ. (50)
Dabei kann je nach Parametrisierung der Geraden as auch einen beliebigen anderen Wert
z € I, annehmen.

4.3 Verallgemeinerung fiir n > 3

Analog zum Vorgehen aus dem vorherigen Abschnitt kénnen die Transformationen T}
und 7% auch fiir héhere Dimensionen gefunden werden. Leider hdngen diese jedoch von
der verwendeten Primzahl ab, da die Transformation R maf3geblich von zwei Zahlen
a, b € F, mit a* + b = —1 abhiingt. Natiirlich héingen Ty und Ty auch vom Charakter
der Quadrik Q,, ab.

Die Quadrik Q,,_2;(D) bzw. die dazugehtrende Matrix ZA)Q"_M kénnen dann analog
zum Fall von Hs3 aus den kanonischen Formen K 0n.p PZW. K 0, _».p berechnet werden.
Daraus lassen sich auch die Punkte in Q,,_» 35(D) bestimmen und aus diesen Punkten die
Geraden durch p(D). Sei b € Q,_3(D). Dann muss eine Teilmenge N der orthogonalen
Transformationen bzw. der Lorentz-Transformationen gefunden werden, sodass mit

V={P+tB-P)|tecF,}

B(ni(V)) N P(no(V)) = 0 fiir ny,ne € N, ny # noy (51)
U Bn(V)) = Q.. (52)
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Fiir den Fall Q,, = H3 geniigte es hierfiir, mit Lemma 2.2, zweidimensionale orthogo-
nale Transformationen zu verwenden. In hoheren Dimensionen kénnen Geraden jedoch
auch innerhalb einer Hyperebene liegen, sodass hier tatséchlich n-dimensionale Trans-
formationen benétigt werden. Fiir den Fall Q,, = H3 handelt es sich bei N weiterhin
um eine Untergruppe der dreidimensionalen orthogonalen Gruppe. Zu kldren ist, ob N
auch in hoheren Dimensionen eine Gruppenstruktur hat. Mit der Aquivalenzrelation aus
Lemma 4.1 gilt dann

Qn/ ~={B(n(P))[n € N}. (53)
Es gibt also eine Bijektion zwischen Q,,/ ~ und N.

4.4 Fehlgeschlagener Versuch

Aus der Bestimmungsgleichung fiir den Tangentenhyperebene Tp (Gleichung (54)) und
der Bedingung, dass der Punkt P ein Quadrikpunkt ist (Gleichung (55)), sollte sich der
Schnitt aus der Quadrik (Gleichung (56)) und dem Tangentialraum auch bestimmen
lassen, indem die Gleichungen

PQX =0 (54)
PQP=0 (55)
XQX=0 (56)

ineinander eingesetzt werden.
Fiir H3 und p = 7 fiihrt das mit P, ; = % und Gleichung (54) nach zy umgeformt und
in Gleichung (56) eingesetzt zu

) 14+ P;, PoaPos Po1lPogs
Quswo = | PopPoe 1+ P35, PooPos |- (57)
Py1Pos PopPos 14 Pis

Das charakteristische Polynom von QHMO ist —A(A—1)2
Fiir & ist, wenn Gleichung (54) nach xy umgeformt wird, das charakteristische Poly-
nom von Qg, », ebenfalls —A(A — 1)2. Wenn Gleichung (54) jedoch nach z; umgestellt
wird, folgt
A Pio—1 —PoPis —PiogPis
Qeyar = | —ProPr2 Piy+1  PiaPis
—PioPi3  PiaPig Pﬁg +1

und das charakteristische Polynom von Qg, ., ist A(A — 1)(2Pfy — 1 — A). In einer
projektiven Dimension ist

. 10 A -1 0

Wenn man also die Eigenwerte ungleich Null mit den Diagonalelementen von ﬁgl bzw.
Dy, identifizieren will, wiirde sich fiir H3 der Charakter der Quadrik Q,,_» dndern, was
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Lemma 1.4 widerspricht. Fiir £ wiirde der Charakter von Q,,_» erhalten bleiben, wenn
Gleichung (54) nach xy umgeformt wird, oder die Gleichung nach z; umgeformt wird
und Py o € {£1,+3}. Fiir P,y = +2 wire das charakteristische Polynom A*(1 — ). Das
generelle Vorgehen muss also falsch sein, auch wenn mir die Ursache dafiir nicht klar ist.

5 Zusammenfassung und Ausblick

In Abschnitt 1.2 wird eine Methode entwickelt, mit der sich Geraden in beliebigen Qua-
driken Q,, finden lassen. Damit wird in Abschnitt 2.1 die Transformation aus Gleichung
(10) berechnet, die Geraden in H3 parallel zur z5-Achse ausrichtet. Mit der Inversen von
T(z) wird in Abschnitt 2.2 in Gleichung (17) eine Parametrisierung der Geraden in H;
gegeben.

In Abschnitt 3 wird dieses Vorgehen auf P, iibertragen, indem versucht wird die Dreh-
streckung in p+ 1 verschiedenen Schnitten der Form &3 durchzufiihren. Hier werden nur
in bestimmten Ebenen Transformationen gefunden, die Geraden wie in Hj3 ausrichten.
Da hier keine vollstédndige und explizite Parametrisierung der Lorentz-Transformationen
bekannt ist, sind alle moglichen Matrizen getestet worden, was zudem mehr als eine Ma-
trix pro Hyperebene liefert. Hier sollten Lorentz-Transformationen genauer untersucht
werden. Wenn sich auch eine Parametrisierung findet, ldsst sich die Form der gefunde-
nen Matrizen verglichen. Ansonsten kann auch ein Lockern der Bedingungen aus den
Gleichungen (20), (21) und (22) versucht werden. Moglicherweise lasst sich Py auch in
Hs zerlegen.

Abschliefend wird in Abschnitt 4 diskutiert, inwieweit Aquivalenzrelationen auf Q,,
mit Geraden in Q,, als Aquivalenzklassen definiert werden konnen. Hierfiir ist nach Lem-
ma 4.1 eine disjunkte Zerlegung in Geraden notwendig. Der Beweis von Lemma 1.4 in
Abschnitt 4.1 liefert dafiir entscheidende Hinweise. Beispielhaft wird dieses Vorgehen
fiir 5 angewendet und damit die gewiinschte Aquivalenzrelation definiert. Dabei geht
jedoch die Parametrisierung der orthogonalen Transformationen in zwei bzw. drei Di-
mensionen ein.

Bei der Verallgemeinerung auf Dimensionen n > 3 ergeben sich jedoch einige Pro-
bleme. So sind allgemein vollstindige und explizite Parametrisierungen von Lorentz-
Transformationen und orthogonalen Transformationen nicht bekannt. So konnen immer
noch fiir einen Punkt p die Geraden durch p gefunden werden, die in der Quadrik liegen.
Um diese fiir einen beliebigen anderen Punkt a zu finden, benétigt das gezeigte Vor-
gehen jedoch eine orthogonale Transformation bzw. Lorentz-Transformation 7', sodass
a =*P(T - P). Interessant wire auch, ob es sich bei der Menge N aus den Gleichungen
(51) und (52) immer um eine Untergruppe der Lorentz-Transformationen bzw. ortho-
gonalen Transformationen handelt. Aulerdem kénnen in Dimensionen n > 3 Geraden
innerhalb einer Hyperebene liegen, Lemma 2.2 kann also nicht verallgemeinert werden.
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6 Anhang

6.1 Geraden in #H;

- [ - ~— - ~— - ~—
Py S~—— T - T~ - Py -
IN T T T
SO AN~ \/0231 (o] ™ AN O ™M
VY
N ~— ~—
o OO A
— —
oo o — o O O o O O
o O H O
— —
- co - o - - = o O @] o O o
—
Q o - o o | 1_000 —oc oo
o —H O O
— —
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Tabelle 4: Vier der Acht Geraden, die man durch die Transformationen O, aus [; erhélt.
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Tabelle 5: Vier der Acht Geraden, die man durch die Transformationen O, aus [; erhélt.
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6.2 Unterraume von P,

Im Folgenden wird ein Auszug der gefundenen Transformationen fiir die Primzahl p =7
in den Ebenen x3 = 0, £2 und fiir p = 11 in den Ebenen X3 = +3, 4+5 angegeben. Die
Matrizen in den Tabellen 6 und 7 sind dabei nur der linke obere Block G, also

goo go1 Yoz
G = gio 911 912
g20 G211 Yg22

G 0
T“(Eﬁ 1)'

Die restlichen Transformationen erhélt man, indem die zweite Zeile einer Matrix aus den
Tabellen 6, 7 mit —1 multipliziert wird.

und

p="T

T3 = 0 T3 = 2 T3 = —2
1 00 2 -1 -2 2 1 2
0 01 1 0 1 -1 0 1
0 £1 0 +2 £1 F2 +2 F1 £2
1 0 0 -1 =2 2 1 2
01 O 1 -2 2 -2 2 1
0 0 +£1 +2 +2 +1 +1 £2 £2

10 0 2 -1 -2 2 1 2
0o 2 2 2 1 =2 -2 1 =2
0 £2 F2 +1 0 +£1 Fl1 0 +£1
1 0 0 2 -1 2 2 1 2
0 -2 2 2 2 1 2 =2 -1
0 +2 42 +1 F2 42 -1 T2 42

Tabelle 6: Gefundene Matrizen fiir die Ebenen 3 = 0, £2 fiir p=17
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p=11

1'3—3 $3:—3 ZL’3:5 1‘3:—5
4 4 4 4 -4 —4 o 1 1 5 —1 -1
1 3 —4 1 -3 4 1 1 5 1 -1 5
+3 +1 F4 +3 F1 +4 +1 +5 +1 +1 F5 F1
4 4 4 1 2 ) 1 1 5 —1 -1
1 -4 3 1 4 =3 1 5 1 1 -5 -1
T3 F4 +1 +3 +4 F1 +1 +1 45 +1 F1 F5
4 4 4 4 -4 —4 ) 1 1 5 -1 -1
4 -3 1 4 3 1 2 0 1 2 0 -1
+4 F1 F3 +4 +1 +3 +3 +2 +5 +3 F2 F5
4 4 4 4 -4 —4 5 1 1 5 —1 -1
4 -1 =3 4 1 3 2 1 0 2 -1 0
+4 F3 F1 +4 +£3 +1 +3 +£5 £2 F3 5 £2
4 4 4 4 -4 —4 5 1 1 5 -1 -1
3 1 -4 3 -1 4 3 2 5 3 -2 =5
+1 £3 +4 +1 F3 +4 +2 0 +£1 +2 0 =1
4 4 4 4 -4 —4 5 1 1 5 -1 -1
3 -4 1 3 -1 4 3 5 2 3 =5 =2
F1 +4 T3 +1 F3 44 +2 41 0 T2 +1 0

Tabelle 7: Gefundene Matrizen fiir die Ebenen z3 = £3, £5 fiir p = 11
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